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7*ott/  exemplaire  du  présent  Ouvrage  qui  ne  porterait  pas, 
comme  ci -dessous,  ta  griffe  de  l'Auteur  ei  celle  du  Ubrairs- 
Éditeur,  sera  réputé  contrefaite  Les  mesures  nécessaires  seront 
prises  pour  atteindre ,  conformément  à  la  loi,  les  fabricants  et  les 
débitants  de  ces  Exemplaires, 
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AVERTISSEMENT. 


Je  crois  devoir  rappeler  qu  après  avoir  donné  trois 
éditions  successives  de  mon  Cours  de  Géométrie  élé- 
mentaire j  j  annonçai  Tintention  den  faire  deux  ré- 
dactions différentes,  respectivement  appropriées  aux 
deux  degrés  d  enseignement  de  nos  collèges.  Mon  Pré- 
cis  de  Géométrie  élémentaire ,  publié  j^n  ïSSy,  fut  un 
commencement  d'exécution  de  ce  projet,  que  des  oc- 
cupations d  une  autre  nature  m'empêchèrent  de  réaliser 
entièrement.  Cependant,  le  Précis  se  trouvant  épuisé 
depuis  longtemps,  j  ai  dû  songer  à  une  nouvelle  édi- 
tion de  mon  Cours,  édition  que  je  donne  aujourd'hui, 
et  qui  se  trouve  être  ainsi  véritablement  la  cinquième. 
Le  plan  de  cette  nouvelle  édition  diffère  peu  de  celui 
de  la  deuxième;  l'extrême  docilité  dont  j'avais  fait 
preuve  en  m  en  écartant,  me  donne  sans  doute  le  droit 
de  dire  qu'en  définitive ,  ce  plan  me  parait  être  le  plus 
logpque,  et  le  plus  convenable  pour  la  pratique  de  ren- 
seignement. Je  prends  donc  l'engagement  de  n'y  plus 
rien  changer  d'essentiel ,  et  de  n*apporter  dorénavant 
à  mon  ouvrage  que  des  modifications  de  détail  dont  le 
but  serait  d'en  améliorer  la  rédaction. 

Mais  è  cet  ^ard,  pourrait-il  rester  beaucoup  à  faire , 
lorsqu'une  personne  à  laquelle  j'ai  déjà  tant  d'autres 
obligations,  et  que  les  succès  de  ses  propres  ouvrages 
désigneraient  au  besoin  plus  que  suffisamment,  a  bien 
voulu  se  charger  de  soumettre  celui-ci  à  une  révision 
complète? 
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VX  AVEmTISSlMEHT. 

Le  travail  dont  cette  cinquième  édition  est  rede- 
vable à  M.  Bourdon,  a  eu  principalement  pour  objet 
de  détacher  du  corps  de  louvrage  [comme  j aurais 
sans  doute  dû  le  faire  moi-même  dès  lorigine] ,  cer- 
taines théories  un  peu  difficiles  pour  les  jeunes  gens,  et 
de  les  réunir  dans  deux  chapitres  spéciaux ,  sous  forme 
^Appendices  j  Fun  pour  la  Géométrie  plane  y  l'autre 
pour  la  Géométrie  de  X espace  ,  disposition  qui  a  per- 
mis de  donner  plus  de  développement  à  quelques- 
unes  de  ces  théories,  et  même  d'en  introduire  de  nou- 
velles. G  est  ainsi  que,  dans  les  deux  Appendices,  la 
théorie  des  figures  symétriques  ^  celle  du  centre  des 
moyennes  distances  j  qui  se  trouve  ici  pour  la  première 
fois,  celles  àe^  centres  de  similitude  et  des  axes  radi^ 
eaux  y  des  pôles  et  des  polaires  ^  ont  pu  être  traitées 
avec  quelque  détail.  C'est  ainsi  encore  que  dans  le 
premier  Appendice,  à  des  idées  sommaires  sur  les 
propriétés  générales  des  Courbes  quelconques,  on  a 
joint  quelques  notions  sur  les  courbes  les  plus  simples 
et  les  plus  usitées:  VelUpsCj  Y  hyperbole  ^  et  la  parabole. 
De  même,  dans  le  second  Appendice,  après  quel- 
ques aperçus  sur  les  différentes  familles  de  surfaces, 
on  a  fait  connaître  par  des  considérations  purement 
géométriques  [Theorèiue  de  MM.  Quetelet  et  Dan- 
delin],  la  nature  des  intersections  d'un  cylindre  et 
d'un  cône  par  un  plan. 

En  outre,  un  chapitre  tout  entier  [le  troisième  du 
livre  III]  a  été  consacré  à  Texposition  des  principes 
élémentaires  de  la  Géométrie  descriptis^e ,  principes 
qui  font  aujourd'hui  partie  essentielle  du  programme 
d'admission  aux  diverses  Écoles  du  Gouvernement. 


AVS&TIiSCMUIT.  VII 

Pour  en  revenir  au  projet  dont  il  a  été  question 
plus  haut,  nous  avons  l'intention  de  publier,  d'ici  à 
quelques  mois,  un  second  ouvrage  qui  différera  de 
celui-ci  en  ce  que  les  deux  Appendices ,  les  prélimi- 
naires de  la  Géométrie  descriptive,  et  aussi  les  ques- 
tions qui  exigent  lemploi  du  calcul  algébrique,  en 
seront  totalement  retranchés.  Rédigé  dailleurs  sur 
le  même  plan  et  dans  le  même  ordre  que  le  présent 
ouvrage ,  il  sera  mis  à  la  portée  de  ceux  des  .élèves  de 
nos  collèges  qui  se  livrent  spécialement  aux  études 
littéraires,  et  qui  seront^ ainsi  tout  préparés  à  passer 
ensuite,  s'ils  le  veulent,  et  en  suivant  la  même  mé 
tfaode ,  à  l'étude  du  Cours  complet. 
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INTRODUCTION. 


Notions  GÉN^RALts  sus.  ul  ughb  dm>ite,   lk  plan,  kt  ta 

ciBCONr^HKircB  ta,  cbbcle. 


N^  t.  —  Tout  corps  occupe,  dans  L*£SPAG£  in^fini  qui  em- 
brasse TuniTers  matériel  »  un  Libu  déterminé  ou  fini^  que  Ton 
appelle  proprement  Un  Espacb. 

Cet  espace  fini,  rempli  par  le  corps ,  a  des  limites  ou  bornes  qui 
le  dUstinguent  du  reste  de  l'espace  ;^  elles  constituent  ce  que  Ton 
nomme  la  Surface  du  corps.  La  surface  étant  ainsi  le  lieu  où  se 
fait  la  séparation  entre  un  corps  et  le  reste  de  Tespace,  appartient 
également  à  Pun  et  à  l'autre  ;  de  plus,  comme  il  peut  exister,  dans 
l'espace  indéfini ,  une  infinité  de  corps  ayant  chacun  leurs  limites 
propres ,  il  en  résulte  que 

Dans  l'espace,  on  peut  concepoir  une  inanité  de  surfaces. 

Lorsqu'une  surface  est  rencontrée  ou  coupée  par  une  autre  sur- 
face ,  le  lieu  de  leur  intersection  mutuelle  se  nomme  une  Lignb  ; 
cette  ligne  appartient  à  la  ibis  aux  deux  surfaces.  D'ailleurs ,  une 
ligne  provenant ,  en  général ,  de  rintersection  de  deux  surfaces, 
et  une  même  surface  pouvant  être  rencontrée  par  une  infinité 
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d'autres  endèrement  distinctes,  il  s'ensuit  que 

Sur  une  surface  quelconque,  on  peut  concevoir  une  infinUé  de 
lignes. 

Enfin ,  lorsque  deux  lignes  viennent  à  se  rencontrer,  le  lieu  de 
leur  intersection  se  nomme  un  Poiht.  Ce  point  est  commun  aux 
deux  lignes;  et  comme  un  point  résulte  de  la  rencontre  de  deux 
lignes ,  qu'une  même  ligne  peut  être  coupée ,  par  une  infinité 
d*autres ,  en  autant  de  lieux  difTérents  ^  on  doit  conclure  qur 

Toute  ligne  peut  être  regardée  comme  ayant  une  infinité  de 
points  (*). 

N**  S.  — -  Quoique  l'on  acquière  la  notion  du  point  par  la  consi- 
dération des  lignes ,  la  notion  de  la  ligne  par  la  considération  des 
surfaces,  et  celle  de  la  surCice  par  la  considération  des  corps  y 
c'est-à-dire  de  choses  toutes  matérielles,  on  n*en  doit  pas  conclure 
pour  cela  que  les  points ,  les  lignes ,  et  les  surfaces ,  soient  eux- 
mêmes  des  objets  matériels  :  en  vertu  d'une  £aculté  inhérente  à 
notre  intelligence ,  nous  parvenons  facilement  à  nous  représenter 
le  point  sans  les  lignes  qui  le  déterminent ,  la  ligne  en  dehors  des 
surfaces  dont  elle  est  Tintersection,  la  surface  indépendamment  du 
corps  ou  de  l'espace  auquel  elle  sert  de  limite,  enfin  l'espace  lui- 
même  comme  étant  absolument  immatériel;  et  c'est  le  résultat  di> 
ces  différentes  abstractions  que  nous  nommons  point,  ligne,  sur- 
face, ou  espace.  C'est  encore  ainsi  que  nous  disons  :  les  points  d'unv 
ligne,  d'une  surface,  d'un  espace,  les  lignes  d'une  surface ,  etc, 

N^  5.  —  L'espace ,  la  surface,  et  la  ligne,  peuvent  être  envisages 
sous  deux  points  de  vue  distincts  :  ou  sous  le  rapport  de  leurs  di- 
verses/orm^^  que  Ton  nomme  généralement  des  Figures,  ou  sons 
le  rapport  de  leurs  grandeurs  relatives  que  l'on  comprend  sous  la 
dénomination  d'ÉTSNDUE. 


(*)  Quelques  auteurs,  BuUant  une  marche  diamétralemenl  opposée  à  celle 
que  nous  adoptons  ici,  partonl  de  Tidée  primitive  du  point,  qu^ils  définisscni 
par  une  négation:  Le  point  est  ce  ^ui  n'a  pas  départie  (Euclide,  Iît.  1« 
défin.  i'^};  et  alors  ils  considèrent  la  ligne  comme  étant  engendrée  par  le 
mouvement  du  point ,  la  surface  comme  engendrée  par  le  mouvement  de  la 
ligne,  et  Tespace  par  le  mouvement  de  la  surface. 
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L'étendue  prend  le  nom  particulier  de  Volume,  d'Aïas ,  ou  de 
LonouvnLy  suivant  que  cette  étendue  est  la  grandeur  relative  d'un 
espace  g  d^une  surface,  ou  d*une  ligne.  Ainsi,  la  longueur  d'une 
ligne ,  ou  Vétendue  linéaire,  n*est  autre  chose  que  la  grandeur  de 
cette  ligne  épaluée  ou  mesurée  en  unités  de  ligne.  De  même,  Vaire 
d^une  surface ,  ou  Vétendue  superficielle,  est  la  grandeur  de  cette 
surface  évaluée  ou  mesurée  en  unités  de  surface  ;  enfin  le  volume 
ou  Vétendue  d'un  espace  [ou  d'un  corps],  est  la  grandeur  de  cet 
espace ,  évaluée  ou  mesurée  en  unités  d'espace  (*}. 

Quant  aux  figures,  elles  portent  des  noms  divers  que  nous  ferons 
connaître  par  la  suite. 

La  GÉOMÉTRIE  est  la  science  qui  s'occupe  de  ces  deux  princi- 
paux objets  :  les  propriétés  des  différentes  sortes  àe  figures,  et  la 
mesure  de  Vétendue  considérée  sous  les  différents  aspects  que  nous 
venons  d'indiquer. 

N^  4.  —  Ze  point  n'a  ni  figure  ni  étendue;  —  et  c'est  là  surtout 
ce  qui  le  distingue  des  autres  objets  de  la  Géométrie,  qui  sont  tous 
deseriptibles  et  mesurables. 

Néanmoins,  comme  on  a  souvent  besoin  de  considérer  un  ou 
plusieurs  points  isolés,  on  convient  de  désigner  chacun  d'eux  par 
une  légère  marque  faite  avec  un  crayon ,  une  plume ,  ou  tout  autre 
instrument  taillé  en  pointe  et  propre  à  laisser  une  empreinte  sur 
une  surlaoe  donnée.  Mais  cette  marque  n'affecte  aucune  forme 
déterminée  ;  et  son  étendue  doit  toujours  être  considérée  comme 
rigoureusement  nulle. 

D'ailleurs,  pour  distinguer  les  uns  des  autres  les  différents 
points  de  l'espace ,  on  place ,  à  côté  de  la  marque  qui  représente 
chacun  d'eux,  une  lettre  qui  sert  à  l'énoncer  dans  le  discours  : 
c'est  ainsi  que  l'on  dit  :  le  point  A,  le  point  B,  le  point  G, . . .  {fig.  i  ).  Fie.  i . 

{*)  Dans  U  plupart  dei  Traités  de  Géométrie,  pour  distinguer  les  trois 
sortes  d'étendue,  ou  emploie  les  déDominations  d^étendue  à  une  ditaention 
[la  longueur],  d'^étendue  à  deux  dimtnsions  [la  longueur  et  la  largeur],  ou 
d^étendne  à  trois  dimensions  [longueur,  largeur,  «t  hauteur  nommée  aussi 
épaisseur  ou  ffrofondeur};  mais  nous  aTons  eru  devoir  omettre  ici  ces  déno- 
minations,  à  cause  de  riropossihilitéj d''en  rendre  raison,  pour  le  moment, 
d'une  manière  rigoureuse. 
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De  la  ligne  droite, 

N<»  tf.  —  De  toutes  les  ligaes  dont  traite  la  Géométrie ,  la  plus 
simple  est  la  Ligne  Droite. 

Quoique  l'idée  de  la  ligoe  droite  soit  une  des  premières  aux- 
quelles npus  conduisent  notre  expérience  et  Tusage  de  nos  sens, 
il  n^en  est  pas  moins  difficile  de  la  bien  définir.  Presque  tous  les 
auteurs  se  bornent  à  dire,  d'après  Archimède,  que — La  ligne  droite 
est  le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre;  —  et  pour  entendre 
cette  définition,  il  faut  concevoir  qu'un  point  isolé  (n^  4}  et 
matérialisé  par  la  pensée,  se  meuve  vers  un  autre  point,  en  sui- 
vant, pour  franchir  l'intervalle  qui  les  sépare,  le  plus  court  de 
tous  les  chemins,  en  nombre  infini ,  qui  peuvent  mener  de  la  po- 
sition primitive  du  premier  point  à  celle  du  second.  C'est  là  route 
ainsi  parcourue  par  le  point  supposé  mobile,  que  l'on  nomme 
ime Ligne  Droite,  ou  simplement  une  Droite. 

Mais  la  définition  deviendra  plus  générale  si  nous  disons  qu'une 
Fio.  a.  droite  est  une  ligne  indéfinie  MNOP...  {J^g^  2),  que  nous  nous  re^ 
présentons  comme  jouissant  [exclusivement  à  toute  autre  ligne]  de 
la  propriété  d'être  le  plus  court  chemin  entre  deux  quelconques  de 
ses  points,  M  et  N,  Net  O,  O  et  F,...,  Met  O,  M  et  P,  NeiP,..., 
pris  partout  où  l'on  voudra  sur  son  étendue  illimitée. 

Toute  ligne  droite  MN  doit  être ,  par  la  pensée ,  prolongée  indé- 
finiment dans  les  deux  sens  MNO....,  NML....,  à  moins  qu'en 
vertu  de  circonstances  particulières,  elle  ne  se  trouve  limitée,  soil 
dans  les  deux  sens ,  soit  dans  un  seul. 

Lorsqu'une  droite  sera  terminée  en  deux  points,  M  et  N,  nous 
dirons  qu'elle  est  déterminée  de  longueur  ;  et  quant  aux  portions 
de  droite  E^O.... ,  IML.... ,  limitées  dans  un  sens,  en  un  point  I, 
et  illimitées  dans  l'autre,  nous  les  nommerons  des  segments  de 
droite. 

La  trace  indéfinie ,  soit  figurée ,  soit  idéale ,  d'une  ligne  droite, 
se  nomme  aussi  sa  direction  ;  et  Ton  doit  admettre  que  la  direction 
est  unique  pour  chaque  droite  en  particulier,  cç  qui  veut  dire 
qu'une  portion  de  droite  MN  ne  peut  avoir  qu'un  seul  prolonge^ 
ment  indéfini  dans  les  deux  sens  MNOP.... ,  NML.... 
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N*  6.  — *  Toutes  les  lignes  droites  sont  y  par  leur  nature  même,  su^ 
perposables;  —  et  pour  que  la  superposition  ait  lieu  parfaitement , 
il  suffit  que  deux  de  leurs  points  coïncident.  Cette  propriété ,  qui 
c^aractérise  essentiellement  la  ligne  droite,  doit  être  considérée 
comme  évidente ,  et  par  conséquent  admise  à  priori. 

D'où  il  suit  que — Deux  droites  coïncident  dans  toute  leur  étendue 
indéfinie  lorsqu'elles  ont  été  amenées  à  passer  par  deux  points 
communs. 

En  d'autres  termes, — Deux  points  déterminent  la  position  d'une 
droite,  —  c'est-à-dire  qn*  On  peut  toujours /aire  passer  une  droite 
par  ces  deux  points  [  d'après  la  définition  ]  ;  —  et  l'on  ne  peut  en 
faire  passer  qu'une  seule. 

Voilà  pourquoi  il  est  d'usage  de  désigner  une  droite  par  deux 
lettres i  M  et  N  {fig*  2  ),  qui  désignent  deux  de  ses  points. 

Il  résulte  encore  de  là  que  —  Deux  droites  distinctes  ne  peuvent 
avoir  qu'un  seul  point  commun,  —  On  dit  alors  qu'elles  sont  co/i- 
courantesy  ou  qu'elles  concourent  en  un  même  point. 

Enfin,  si  sur  une  droite  MN ,  déterminée  de  longueur  (n**  tf) , 
on  marque  un  point  I ,  tel  qu'en  faisant  tourner  la  portion  IN 
autour  de  ce  point ,  on  puisse  amener  le  point  N  à  tomber  au 
point  M ,  les  deux  parties  IN ,  IM ,  ainsi  superposables,  sont  dites 
égales  entre  elles;  et  le  point  I  se  nomme  le  milieu  de  la  droite  MN. 

Du  plan. 

N**  7. — La  plus  simple  de  toutes  les  surfaces  est  la  Su&fagb  Plane, 
ou  simplement  le  Piav  :  or,  cette  expression  désigne  une  surface 
indéfinie  sur  laquelle  on  conçoit  que ,  par  chacun  de  ses  points , 
une  ligne  droite  peut  être  appliquée  exactement  dans  toutes  les 
directions  (^).  Ce  qui  nous  fournit  un  moyen  fort  simple  pour 
reconnaître  si  une  surface  est  plane. 


(*)  Une  glace  bien  polie,  une  feuille  de  papier  bien  tendue,  peoTent  noua 
donner  une  idée  de  surfaces  sensiblement  planes. 
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Il  résulte  nécessairement  de  la  définition  du  plan  et  de  la  nature 
de  la  ligne  droite,  que 

Toute  droite  qui  a  deux  de  tes  pdnU  dans  un  plan ,  y  est  oon^ 
tenue  tout  entière: 

Car  ces  deux  points  déterminent  une  des  directions  dans  les- 
quelles la  droite  peut  être  placée  sur  la  surface. 

Ainsi  —  Une  droite  ne  saurait  être  en  partie  sur  un  plan  et  en 
partie  au  dehors. 

Toutefois,  on  conçoit  qu'elle  peut  n'avoir  qu'on  seul  peint 
commun  avec  le  plan;  auquel  cas,  on  dit  que  la  droite  rencontre 
ou  perce  le  plan,  et  que  le  plan  coupe  la  droite.  Il  est  visible 
qu'alors  les  deux  segments  (n®  5)  de  la  droite  sont  situés  respecti- 
vement de  part  et  d'autre  du  plan. 

N®  8.  —  De  même  qu'une  droite  est  déterminée  de  position  par 
deux  points  (n**  6) ,  de  même 

JLa  position  d'un  plan  se  trouve  déterminée  par  trois  points  y 
pourvu  que  ces  trois  points  ne  soient  pas  situés  sur  une  même 
ligne  droite;  ce  qui  veut  dire, 

lO  «—  que  \J  on  peut  toujours  faire  passer  un  plan  par  trois  points 
non  situés  en  ligne  dmite;  —  e^  a*  —  que  l'on  ne  peut  en  faire 
passer  qu'un  seul. 

Ainsi  —  Deux  plans  qui  ont  trois  points  communs  non  en  ligne 
droite,  coïncident  dans  toute  leur  étendue  indéfinie. 

Cette  propriété  du  plan  joue,  par  rapport  à  la  surface  plane,  le 
même  rôle  que  la  propriété  du  n®  6  par  rapport  à  la  ligne  droite. 
On  doit,  par  conséquent,  Tad mettre  également  comme  évidente  (*). 

D'où  il  suit  nécessairement  que 

L^ intersection  commune  de  deux  plans  est  une  ligne  droite 

ISi^  9.  —  Enfin ,  les  plans ,  comme  les  lignes  droites ,  sont  tou- 
jours superposât  les  ;  il  suffit  d'amener  trois  points  de  Tun^  situés 
non  en  ligne  droite,  à  coïncider  avec  trois  points ^l'un  autre  plan, 
chacun  à  chacun.         <% 


(*)  Nous  reviendrons ,  au  rosie ,  sur  cette  propCMitton  dans  1o  3*  lÎTre, 
au  chapitre  des  plans. 


INTRODUCTION.  tj 

li^  10.  — ^  Deux  droites,  ABy  AC  {J!g,  3),  gui  se  coupent ,  déter-  Fie.  3. 
minent  également  un  plan  ; 

Car  si  Ton  fiût  passer  un  plan  par  leur  point  de  rencontre  A , 
et  par  deux  points  quelconques ,  B  et  C ,  pris  respectivement  sur 
chacune  d'elles  »  ce  plan  contiendra  les  deux  droites  (n°  7}  ;  et  de 
plus,  ce  sera  le  seul  qui  puisse  les  contenir  (n*'  8). — On  le  nomme , 
pour  cette  raison ,  le  plan  des  deux  droites. 

Il  est  bon  de  remarquer  d'ailleurs,  que,  dans  ce  cas ,  le  système 
[ou  l'assemblage]  des  deux  droitfss  partage  l'étendue  de  leur  plan  en 
quatre  portions  distinctes,  BAC,  CAD,  DAE,  £AB,  auxquelles 
on  donne  le  nom  d'Anc^ES.  La  considération  de  cette  sorte  de  gran- 
deur, qui  se  présente  à  chaque  instant  dans  les  diverses  parties  de 
la  Géométrie,  est  de  la  plus  grande  importance. 

N®  Il .  —  On  donne  le  nom  àe figure  plane  à  une  figure  dont  tous 
les  points  sont  dans  un  même  plan.  —  La  ligne  droite  est  essentieHe- 
inent  plane  (n*^  7);  et  elle  partage  tout  plan  qui  la  contient,  en 
deux  parties  superposables  que  nous  nommerons  les  deux  régions 
(lu  plan  par  rapport  à  la  droite. 

Des  lignes  et  des  surfaces  brisées  ou  courbes. 

lf<>  19. — On  appelle  Lions  Baisix  toute  ligne,  ABCDEF  {fig.  4),  Fie.  4. 
composée  de  droites  consécutives ,  AB,  BC ,  CD,  DE,...,  déterminées 
fie  longueur,  et  ajrant,  deux  à  deux,  une  extrémité  commune.  — 
Ces  portions  de  droites,  ainsi  limitées  aux  points  de  rencontre  B, 
C ,  D  ,£,.•.,  se  nomment  les  côtés  de  la  figure. 

Toute  ligne  brisée  qui  n'est  pas  plane  (n**  il)  est  dite  une  Ligic£ 
Gauchx. 

On  nomme,  en  général,  Lions  Couebb,  ou  simplement  Cousin, 
toute  ligne  dont  aucune  portion  appréciable  n*est  rigoureusement 
droite.  —  Telles  sont  les  lignes  ABC,  ABCDE,...  {fig.  5).  Fk.  5. 

Une  Ligne  Mixte  est  une  ligne  brisée  qui  se  compose  de  lignes 
droites  et  de  lignes  courbes. 

On  nomme  Sustacb  Bsisis  toute  surface  composée  de  portions 
de  plans  consécutffs  ayant,  deux  à  deux,  une  intersection  com- 
mune —  laquelle  est  nécessairement  une  droite ,  ainsi  que  nous 
l'avons  vu  au  numéro  8. 


Fie.  6. 
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Une  SuRFACX  Coumax  est  une  surface  dont  aucune  portion  appré- 
ciable n  'est  rigoureusement  plane . 

Enfin  9  on  appelle  Subfaoe  Mixte  \o\kle  surf  ace  vn  partie  plane 
et  en  partie  courbe. 

Du  cercle, 

N^  tS. — La  plus  simple  et  la  plus  importante  de  toutes  les  lignes 
courbes  est  la  Lions  CimccLAiRB ,  ou  la  Cmcoii ribiEircE  db  Ceb-cls. 
—  On  nomme  ainsi  une  ligne  plane,  ABCD  {fig,  6)  ^  fermée  [ou 
rentrante  sur  elle-méine] ,  dont  tous  les  points  sont  à  égale  distance 
d'un  point  intérieur  O  que  Ton  appelle  le  Certae  de  la  circonfé- 
rence. —  Le  Cercle  est  la  portion  de  plan  limitée  par  la  circonfé- 
rence; mats  ce  nom  se  donne  quelquefois ,  pour  abréger ,  à  la  cir- 
conférence elle-même. 

Ghacone  des  droites  OA ,  OB ,  OC ,  OD,...,  menées  du  centre  à 
la  circonférence ,  est  dite  un  Ravov  du  cercle. 

Tous  les  rayons  d'un  même  cercle  sont  égaux,  d'après  la  défi- 
nition. 

On  appelle  Diamètre  d*un  cercle,  toute  droite,  telle  que  AC, 
qm  aboutit  à  deux  points  de  la  circonférence  en  passant  par  lecentre. 

Tous  les  diamètres  d'un  même  cercle  sont  égaux,  —  puisque 
chacun  d'eux  se  compose  delà  somme  de  deux  rayons  OA ,  OC. 

De  plus, — Tout  diamètre  AC  diçise  le  cercle  et  sa  circonférence 
en  deux  parties  égales. 

En  effet,  plions  la  figure  suivant  AC,  ou  faisons  tourner  la  partie 
AfiC  autour  de  AC  comme  charnière,  de  façon  que  cette  partie 
vienne  s'appliquer  sur  l'autre  ADC.  H  est  évident  qae  les  deux 
portions  de  circonférence  se  recouvriront  entièrement  ;  car  si  Tune 
d'elles  pouvait  déborder  Tautre ,  les  points  de  la  circonférence  ne 
seraient  pas  tous  également  éloignés  du  centre,  ce  qui  implique  con- 
tradiction avec  la  définition  du  cercle.  Ainsi ,  AC  divise  le  cercle  en 
deux  demi-cercles ,  et  la  circonférence  en  deux  demi^ circonférences. 

Fis.  7.  N»  14. — Une  portion  quelconque,  ACB  ou  ADB  {fig»  7),  de  cir- 
conférence ,  se  nomme  un  Arc  de  cercle;  l'arc  prend  le  nora  de 
Quadrant  lorsqiiUI  est  le  guart  de  la  circonférence. 
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La  pordoo  de  droite  AB  comprise  entre  deux  points,  A  et  B,  de 
]a  circonférence ,  est  dite  la  Coadk  ou  la  soutendante  de  Tare  ACB 
ou  de  l'arc  ADB  ;  c'est-à-dire  que  chaque  corde  soutend  deux  arcs 
dont  la  somme  vaut  une  circonférence  entière. 

Quand  la  corde  passe  par  le  centre ,  elle  devient  un  diamètre  ; 
et  les  deux  arcs  soutendus  sont  des  demi-circonférences. 

Soit  G  un  point  placé  sur  l'arc  ACB ,  de  manière  que ,  si  l'on 
tire  le  diamètre  COD,  et  qu*on  applique  la  demi-circonférence 
CED  sur  la  demi-circonférence  CAD  y  le  point  B  tombe  en  A  :  les 
deux  arcs  AC,  BC,  doivent  se  recouvrir  parfaitement ,  et  sont  dits, 
ponr  cette  raison,  égaux  entre  eux.  Le  point  C  se  nomme  le  mi- 
lieu de  l'arc  A.  De  même ,  les  arcs  AD,  BD,  étant  égaux  entre  eux , 
le  point D  est  le  milieu  de  Parc  ADB.  En  outre,  comme,  après  la 
superposition  des  deux  demi-cercles,  le  point  I  reste  commun 
et  que  les  points  A  et  B  coïncident ,  il  s'ensuit  que  lA  est  égal  à 
LE ,  c'est-à-dire  que  le  point  I  est  le  milieu  de  la  corde  AB. 

Chacune  des  portions  IC,  ID,  du  diamètre  CD,  comprises  respec- 
tivement entre  les  milieux  C  et  D,  des  deux  arcs  ACB,  ADB,  et  le 
milieu  I  de  leur  corde  commune  AB,  se  nomme  \9l  flèche  de  l'arc 
correspondant. 

Enfin ,  on  donne  le  nom  de  Segmbst  du  Cbbglk  à  la  portion  de 
cercle  comprise  entre  un  arc,  ACB  ou  ADB,  et  sa  corde  AB  ;  et  de 
Sectxur  CxacniAïaB  à  la,  portion  de  cercle  comprise  entre  un  arc, 
ACB  ou  ADB,  et  les  deux  rayons,  OA ,  OB,  qui  aboutissent  à  ses 
extrémités. 

De  la  règle  et  du  compas, 

N^  fis.  — La  ligne  droite  et  le  cercle ,  qui  sont  les  seules  lignes 
dont  traite  la  Géométrie  élémentaire ,  se  tracent  respectivement 
sur  un  plan ,  à  l'aide  de  la  Règle  et  du  Compas  (*). 


(*)  D^antrcfl  instruments,  tels  que  VÊquerre,  le  Compas  de  Proportion,  lo 
Rapporteur,  \^Graphomèîre ,  etc.,  sont  é(][alcment  employés  dans  la  Géométrie 
f*ratîqiie{  et  noua  nous  réservons  d^en  donner  )a  description  &  la  fin  do 
rouTitige. 
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Fio.  8.  Pour  faire  passer  une  droite  par  deux  points  A  et  B  (fig.  S', 
donnés  [sur  un  plan,  on  se  sert  d'une  règle  bien  dressée,  c*est-à^ 
dire  à  bords  saillants  supposés  parfaitement  rectilignes  [et  il  existe 
des  moyens  mécaniques  de  satisfaire  à  cette  condition  d'une  manière 
suffisamment  rigoureuse].  En  disposant  cette  règle  à  plat  sur  le 
plan ,  de  manière  que  Tun  des  bords  passe  par  les  deux  points 
donnés  A  et  B,  on  fait  ensuite  glisser  le  long  de  ce  bord  un  crayon, 
une  plume,  un  tire^Ugne,  etc. 

FiG.  g.  I^  compas  est  un  instrument  {fig.  9)  composé  de  deux  branches 
[  généralement  égales'] ,  terminées  en  pointe  à  Tune  de  leurs  extré- 
mités ,  et  réunies  à  l'autre  extrémité  [nommée  tête  du  compas']  par 
une  articulation  qui  permet  aux  branches  de  s'ouvrir  ou  de  s'écarter 
plus  ou  moins  Tune  de  l'autre.  Une  des  pointes  est  destinée  à 
marquer  le  centre  du  cercle  qu'on  veut  décrire ,  tandis  que  l'autre 
pointe  doit  être  armée  d'un  crayon  ou  d'une  plume  qui  trace  alors 
la  circonférence. 

Lorsqu'on  veut  décrire  au  moyen  du  compas»  sur  an  plan 
donné,  une  circonférence  dont  le  centre  soit  situé  en  un  point 
donné  A  du  plan ,  et  dont  le  rayon  ait  une  longueur  déterminée 
AB,  on  commence  par  donner  à  l'insbrument  une  ouverture 
égale  à  la  longueur  donnée ,  c'est-à-dire  telle  que  les  deux  pointes 
puissent  être  placées  en  même  temps  sur  les  extrémités  de  cette 
longueur  ;  ensuite  on  fixe  la  pointe  sèche,  A ,  sur  le  point  donné, 
et  Ton  fait  glisser  la  pointe  armée ,  B ,  sur  le  plan.  Cette  dernière 
pointe,  en  tournant  autour  du  point  A,  trace  la  circonférence 
demandée  ;  c'est  ce  qu'on  appelle 

Décrire  une  circonférence  d'un  point  donné  A  comme  centre ,  et 
dun  rayon  égal  à  une  droite  donnée  AB. 

N^  W.'^Deux  circonférences  décrites  de  points  différents  comme 
centres,  mais  apec  le  même  rayon  ,  sont  égales  et  superposa  blés; — 
car,  si  l'on  transporte  le  second  cercle  sur  le  premier,  de  manière 
que  leurs  centres  se  confondent  ainsi  que  leurs  plans,  les  denx 
circonférences  coïncideront  dans  toute  leur  étendue;  sans  quoi  tous 
les  rayons  de  l'une  ne  seraient  pas  égaux  à  tous  les  rayons  de 
l'autre. 
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bes  dioerses  etpèces  de  propositions  et  de  questions, 

N<*  17.  —  On  distingue  plusieurs  espèces  de  propositions  et  de 
questions  9  auxquelles  on  est  convenu  de  donner  des  noms  diffé- 
rents: 

i^  —  L'Axxoxxest  une  proposition  évidente  par  elle-^méme^  dont 
le  simple  énoncé  suffit  pour  en  faire  immédiatement  reconnaître 
la  vérité.  —  Telles  sont  les  suivantes  : 

— Un  tout  est  plus  grand  que  chacune  de  ses  parties,  -—  ou  bien 
—  La  partie  est  plus  petite  que  le  tout; 

—  Deux  quantités  égales  à  une  troisième  sont  égales  entre  elles; 

—  Deux  quantités  égales,  augmentées  ou  diminuées  à  la  fois 
d'une  même  quantité,  donnent  des  résultats  égaux ,  —  etc. 

2**  —  La  DftMAirDB  ou  lepostulatum  est  wae  proposition  dont  la 
vérité  est  admise  sans  démonstration,  quoiqu'elle  n'ait  pas  tout  à 
fait  le  même  degré  d'évidence  que  l'axiome. 

3^  —  Le  TBioaixx  est  une  proposition  dont  il  est  nécessaire  de 
prouver  la  vérité;  ce  que  l'on  fait  au  moyen  d'un  raisonnement 
appelé  démonstration,  en  s'appuyant  sur  des  vérités  déjà  reconnues. 

Dans  l'énoncé  d'un  théorème ,  on  distingue  ordinairement  deux 
parties  principales ,  dont  la  première ,  appelée  hypothèse,  est  une 
supposition  faite  sur  un  certain  sujet,  et  dont  l'autre,  nommée 
conclusion,  est  la  conséquence  de  cette  supposition. 

4°  —  La  RiciPKOQUX  d'un  théorème  [ou  d'une  proposition  quel- 
conque ]  est  une  autre  proposition  qui  résulte  d'une  sorte  de  ren- 
versement de  la  première,  de  telle  manière  que ,  le  sujet  principal 
restant  le  même ,  la  conclusion  prend  la  place  de  l'hypothèse ,  et 
vice  versé. 

Souvent  une  même  proposition  admet  plusieurs  réciproques  :  et 
c*est  ce  qui  a  lieu  toutes  les  fois  que  l'hypothèse  est  complexe, 
c'est-à-dire  peut  se  décomposer  en  plusieurs  propositions  partielles 
et  indépendantes  les  unes  des  autres. 

n  existe  aussi  beaucoup  de  propositions  dont  les  réciproques 
umt  fausses:  de  là  résulte»  en  général  y  la  nécessité ,  soit  de  dé- 
montrer les  propositions  inverses  lorsqu'elles  sont  vraies  et  ne 
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découlent  pas  immédiatement  de  leurs  directes ,  soit ,  quand  elles 
sont  fausses ,  d'en  faire  ressortir  Tabsoif^ité. 

Enfin  9  il  y  a  des  propositions  qiû  ne  sont  susceptibles  d^aucune 
espèce  de  renversement ,  c'est-à-dire  dont  les  énoncés  pris  à 
rebours  y  n'offrent  aucun  sens  raisonnable  à  Tesprit. 

5**  •^-  Le  CoEOLLAiEB  est  la  conséquence  immédiate  d'une  pro- 
position. 

On  doit  voir,  par  cette  définition  ^  qu'il  ne  saurait  exister  de. 
différence  bien  essentielle  entre  un  corollaire  et  un  théorème.  £o 
effet,  d'une  part,  presque  tous  les  théorèmes  sont  des  consé- 
quences de  ceux  qui  les  précèdent  plus  ou  nuHns  immédiatement; 
et  d'autre  part ,  les  corollaires  ont  souvent  autant  d'importance  que 
les  théorèmes  sur  lesquels  ils  s'appuient.  Toutefois,  la  dénomi- 
nation de  corollaire,  donnée  à  une  proposition  ^  suppose  presque 
toujours  que ,  s'il  faut  un  nouveau  raisonnement  pour  en  établir 
la  vérité,  ce  raisonnement  est  asses  simple  pour  qu'on  puisse  le 
supprimer  sans  beaucoup  d'inconvénients. 

6°  —  Le  PaoBLiME  est  une  question  qui  a  pour  objet  la  déter- 
mination de  certaines  choses  inconnues,  au  moyen  d'une  ou  de  plu- 
sieurs choses  connues  ou  données ,  qui  ont  avec  les  premières  des 
relations  indiquées  par  l'énoncé. 

On  distingue  deux  espèces  de  problèmes  :  les  problèmes  g/ja- 
phiqnes  ou  relatifs  aux  figures,  et  les  problêmes  numériques  ou 
relatifs  à  \ étendue  (  n<*  5 }. 

7®  —  Quelquefois ,  l'exposition  d'une  théorie  ou  la  résolution 
d'une  suite  de  problèmes  exige  une  proposition  préliminaire  qui 
leur  sert  de  préparation  ou  de  base;  on  donne  à  une  pareille 
proposition  le  nom  de  Lemme. 

8^  —  Enfin  ,  le  Scolie  est  une  remarque  faite  sur  une  ou  plu* 
sieurs  des  propositions  qui  ont  précédé,  et  dont  l'objet  spécial  est 
de  faire  ressortir  V extension  qu'on  peut  leur  donner,  les  res* 
frictions  auxquelles  elles  sont  soumises,  leur  liaison  mutuelle, 
leur  utilité,  etc. 

Souvent  le  scolie  donne  lieu  à  établir  de  nouvelles  définitions , 
à  démontrer  de  nouveaux  théorèmes,  à  résoudre  de  nouveaux 
problèmes. 
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Méthodes  de  démonstration, 

N**  18. — Des  différems  moyena  de  démonstration  particuliers  à  la 
Géométrie,  le  plus  fécond»  et  le  plua simple  en  même  temps  lors- 
qu'il est  susceptible  d'être  employé,  se  trouve  dans  la  superposition 
des  figures.  Il  consiste  à  prouver  que  l'on  peut  foire  coïncider^  c'est- 
à-dire  que  l'on  peut  appliquer  exactement  deux  figures  l'une  sur 
l'autre;  ce  qui  conduit  alors  à  conclure  Végaiité  de  toutes  leurs 
parties ,  chacune  à  chacune- 

On  distingue  deux  modes  de  superposition  qu'il  est  nécessaire 
de  caractériser.  Pour  cela ,  observons  que  toute  figure  tracée  d'a- 
bord sur  un  plan ,  et  ensuite  détachée  de  ce  plan  par  la  pensée , 
offre  toujours  deux  faces  que  l'on  peut  appeler  le  dessus  et  le 
dessous  de  la  figure ,  ou  bien  ,  en  termes  vulgaires  ^  Vendrait  et 
Vençers.  Or,  les  deux  faces  qui ,  dans  la  superposition  ,  s'appli* 
quent  l'une  contre  l'autre ,  ou  en  regard  Tune  de  l'autre ,  peuvent 
être,  ou  des  faces  de  même  nom ,  ou  des  faces  de  noms  contraires. 

Gela  posé ,  on  dit  que  la  superposition  est  directe  toutes  les  fois 
qoe  les  faces  de  noms  opposés,  dans  les  deux  figures,  sont  appli- 
quées l'une  contre  l'autre;  et  la  supeipositkm  est  dite  inverse  si  les 
deux  faces  de  même  nom  se  regardent  mutuellement. 

On  a  un  exemple  du  premier  cas  dans  la  démonstration  Q«:po- 
sée  au  n**  16 ,  et  un  exemple  du  second  dans  la  démonstration  qui 
termine  len®  iS. 

N^  19.  —  La  superposition  directe  d'une  figure  plane  sur  une 
autre  tracée  dans  le  même  plan,  peut  toujours  s'effectuer  au  moyen 
de  deux  mouvements  successifs ,  l'un  de  Transiation  ,  l'autre  de 
PivoTEKEiiT  ou  de  RoTATioi?  Hutour  d'un  certain  point  appelé  Centre 
de  rotation  ou  eie  pivotement.  —  Quelquefois  même ,  un  seul  des 
mouvements  suffit.  —  Mais  pour  la  superposition  inverse,  il  faut , 
de  plus ,  un  troisième  mouvement  qui  consiste  à  faire  tourner  la 
figure  mobile  autour  d'une  droite  située  dans  le  plan  et  considérée 
comme  charnière,  droite  que  l'on  nomme  Jxc  de  Rabattement,  ou 

de  REVOLUTION. 
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Nous  aurons  par  la  suite  une  foule  d*occasions  d^éclaircir  »  par 
des  exemples,  le  principe  de  l'égalité  des  figures  par  superposition. 

N**  90. — n  existe  un  autre  moyen  de  démonstration,  plus  général 
encore  que  le  précédent ,  en  ce  que  ses  applications  ne  se  bornent 
pas  à  la  Géométrie ,  et  peuvent  s'étendre  à  toutes  les  scienoes  de 
raisonnement.  Cette  méthode ,  connue  sons  le  nom  de  RfavcnoH 
A  l'Absurdb,  consiste  à  supposer  d'abord  que  la  proposition  à  éta- 
blir ne  soit  pas  vraie ,  puis ,  par  certaines  déductions  tirées  de  vé- 
rités déjà  reconnues  et  rigoureusement  constatées ,  à  faire  ressor- 
tir une  contradiction  avec  quelques-unes  de  ces  vérités ,  ou  avec 
la  supposition  elle-même. 

Un  pareil  genre  de  raisonnement,  quoique  très-rigoureux  ,  a 
pourtant  quelque  chose  ô^  indirect  ;  aussi  doit- on  en  faire  usa^e 
avec  beaucoup  de  réserve ,  et  surtout  quand  on  a  déjà  acquis ,  par 
certaines  considérations ,  un  pressentiment  de  la  vérité  qu'D  s'agit 
de  mettre  en  évidence ,  comme  il  arrive,  en  particulier,  pour  toutes 
les  propositions  dites  réciproques  ou  inverses.  {Voyez  le  n*  17,  4''} 

Pour  donner  un  exemple  de  ce  mode  de  démonstration ,  nous 
choisirons  une  proposition  qui  se  décompose  en  trtÀs  propositions 
distinctes  donnant  lieu  à  autant  de  réciproques;  et  nous  allons 
faire  voir  comment  la  réduction  à  Vahswrde  peut  être  employée  à 
démontrer  ces  dernières: 

Un  cercle  étant  tracé  sur  un  plan , 

I**  —  Tout  point  [sujet]  situé  sur  ia  circonférence  [hypothèse] , 
est  à  une  distance  du  centre  égale  au  rayon  [conclusion]  ; 

2^  —  Tout  point  situé  en  dedans  du  cercle  y  est  à  une  distance 
du  centre  plus  petite  que  le  rayon  ; 

3*  —  Tout  point  situé  en  dehors  du  cercle,  esta  une  distance  du 
centre  plus  grande  que  le  rayon. 

La  première  de  ces  propositions  est  comprise  dans  la  définition 
même  du  cercle;  et  les  deux  autres  en  sont  des  conséquences  évi- 
dentes. 

Voici  maintenant  les  réciproques  : 

Un  cercle  étant  tracé  sur  un  plan  , 

i  •  —  Tout  point  (même  sujet)  dont  la  distance  au  centre  est  rgaic 
au  rayon  [hypothèse],  est  situé  sur  la  circonférence  [conclusion]  ; 
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«|0  —  Tout  point  dont  la  distance  au  centre  est  plus  petite  que  le 
rayon  f  est  situé  en  dedans  du  cercle  i 

3°  —  Tout  point  dont  la  distance  au  centre  est  plus  grande  que 
le  rayon ,  est  situé  en  dehors  du  cercle. 

Ces  trois  réciproques  résultent  nécessairement  de  l'existence 
supposée  admise,  des  trois  propositions  directes.  Par  exemple ,  si 
Je  point  donné  est  à  une  distance  du  centre,  moindre  que  le  rayon , 
il  ne  peut  être  situé  qu'en  dedans  du  cercle  ;  car,  pour  qu'il  (Ùt 
situé  sur  la  circonférence  ou  en  dehors  du  cercle,  il  faudrait,  en 
vertu  de  la  première  et  de  la  troisième  des  propositions  directes, 
que  sa  distance  au  centre  fût  égale  ou  supérieure  au  rayon  ;  ce  qui , 
dans  un  cas  comme  dans  l'autre ,  impliquant  contradiction  avec 
i'hjrpothèse ,  est  par  conséquent  absurde, 

^®  fil .  —  Nous  pouvons  dès  à  présent  réduire  en  règle  générale 
le  mode  de  démonstration  que  nous  venons  d'employer,  et  poser 
en  conséquence  le  principe  suivant ,  qui  est  de  la  plus  grande  im- 
portance : 

Toutes  les  fois  que,  dans  une  proposition  ou  une  série  de  propo- 
sitions, on  a  fait  toutes  les  HTPOTHisBS  admissibles  sur  un  sujkt 
déterminé  y  et  que  ces  hypothèses  ont  conduit  à  des  coircLUSioiis 
respectives  essentiellement  distinctes  y  et  dont  chacune  exclut  toutes 
les  autres ,  on  peut  affirmer  que  les  Réciproques  des  propositions 
établies  sont  toutes  veaies. 

Ainsi  ,  en  revenant  sur  les  trois  premières  propositions  du  nu- 
méro précédent,  comme  on  aperçoit  sur-le-champ ,  —  i**  —  que  le 
point,  pris  pour  sujet  y  ne  peut  avoir  que  trois  sortes  de  positions 
essentiellement  différentes  dans  le  plan  du  cercle  ; —  2** — que  pour 
chacune  de  ces  positions,  il  y  a  une  conclusion  particulière  relati- 
vement à  sa  distance  au  centre; — et  3** — qu'enfin  une  quelconque 
des  trois  conclusions  exclut  les  deux  autres  :  alors  ,  on  ne  peut 
plus  mettre  en  doute  l'existence  d'aucune  des  trois  réciproques. 

Nous  engageons  les  élèves  à  se  bien  pénétrer  àe^ce  principe  qui 
est  applicable  à  la  plupart  des  propositions  inverses. 

y**  M.  — Nous  terminerons  ce  qui  a  rapport  aux  méthodes  de 
démonstratîun ,  en  signalant  deux  sortes  àefaux  raisonnements  y 
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Urès-coinmuns  de  la  part  des  ooimnençants ,  et  contre  Icsqudsils  ne 
sauraient  assez  se  tenir  en  garde  :  ce  sont^  en  termes  de  logique , 
le  CxacLK  v^iciEux ,  et  la  Pétition  de  FBurcipm. 

Le  cercle  vicieux  est  un  raisonnement  dans  lequel ,  pour  démon- 
trer une  proposition ,  cm  s'appuie ,  soit  implicitement ,  soit  expli- 
citement ,  sur  une  autre  proposition  qui ,  d*après  la  marche  cpie 
l'on  a  suivie ,  ne  peut  elle-même  être  démontrée  qu'à  Taide  de  la 
première. 

La  pétition  de  principe  est  un  raisonnement  dans  lequel ,  pour 
démontrer  une  proposition ,  on  s'appuie  sur  la  proposition  elle- 
même.  —  C'est  donc  une  sorte  de  cercle  vicieux. 

Rien  n*est  plus  propre  à  prémunir  l'esprit  contre  ces  groosières 
violations  des  premiers  principes  de  la  logique ,  que  de  consulter 
souvent ,  et  même  de  tâcher  de  se  graver  dans  la  mémoire  le  pro- 
gramme ,  ou  la  table  des  matières,  qui  se  trouve  placée  en  tête  de 
cet  ouvrage,  afin  d'avoir  sans  cesse  présent  à  l'esprit,  soit  V ordre 
des  différentes  propositions ,  soit  \ enchaînement  des  diverses  par- 
ties  d'une  même  proposition  ;  car  c'est  surtout  en  perdant  de  vue 
cet  ordre  et  cet  enchaînement,  que  l'on  s'expose  à  commettre, 
dans  le  premier  cas ,  un  cercle  vicieux ,  et  dans  le  second ,  une 
pétition  de  principe. 

Division  générale  de  cet  oiwrage. 

N**  25.  —  Les  figures  planes  étant  celles  que  l'esprit  se  représente 
le  plus  facilement,  et  les  propriétés  de  toutes  les  figures  se  ramenant, 
d'ailleurs,  à  celles  des  figures  planes,  tous  les  Auteurs  s'accordent  à 
diviser  la  Géométrie  en  deux  Vm^tius principales  : 

x**  —  La  Géométeie  Plane,  qui  a  pour  objet  l'étude  àes pro- 
priétés des  figures  planes  (9?  tt),  et  la  mesure  des  deux  sort<*s 
d'étendue  qu'elles  présentent  (n®  3) ; 

2®  —  La  Géomi£Teib  Dans  l'espace  ,  qui  comprend  les  propriété» 
des  figures  dont  tous  les  points  ne  sont  pas  dans  un  tnéme  plan , 
et  la  mesure  des  diverses  sortes  d'étendue  qu'elles  présentent. 

Chacune  de  ces  deux  parties  priiuipales  se  subdivise  ensuite  en 
deux  autres  parties  secondaires  ou  Livavs,  suivant  que  Ton  étudie 
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les  figures  en  elles-mêmes,  ou  qu'on  les  considère  sous  le  point 
de  vue  des  relations  métriques  ou  des  rapports  numéréques  aux- 
quels donnent  lieu  les  portions  de  lignes,  de  sur&ces,  etc. . . . 
dont  elles  sont  composées.  —  Chaque  livre  est  divisé  en  trois  Cba- 
piTftEs;  de  sorte  que  Touvrage  entier  se  compose  en  définitive  de 
quatre  Uçres  en  douze  ehapitres» 

Quant  à  la  division  des  chapitres,  chacun  d'eux  contient  un 
certain  nombre  de  paragraphes,  et  chaque  paragraphe,  un  ou  plu- 
sieurs groupes  de  propositions  ou  de  questions, 

he  premier  livre  traite  ées  propriétés  de  la  ligne  droite  et  du 
cercle,  abstraction  faite  de  leur  étendue  et  de  toute  relation  numé- 
rique autre  que  celles  qui  se  rattachent  à  Tégalité  des  figures  ;  le 
second  contient  l'exposition  de  celles  des  propriétés  des  figures 
planes ,  qui  dépendent  plus  particulièrement  du  calcul  numérique. 
Le  premier  chapitre  du  premier  Hure  comprend  les  propriétés 
des  FiGuaBs  bsctilignes;  le  second  chapitre,  celles  du  cercle  et 
des  figures  qui  en  dépendent;  et  le  troisième  chapitre  renferme, 
sous  la  dénomination  de  pROSLiMRs,  des  applications  de  toutes  les 
théories  qui  ont  fait  l'objet  des  deux  premiers  chapitres. 

Le  premier  chapitre  du  second  livre  traite  des  lignes  propor- 
TioNNEiiLzs ,  des  FIGURES  sxMBiABLES ,  et  de  la  détermination  des 
AIRES  àcA  figures  rectilignes;  le  second  chapitre ,  des  lignes  propor- 
tionnelles considérées  dans  le  cercle  ,  de  la  détermination  des  aires 
des  POLYGONES  RiouLiERS  et  du  CERCLE  ;  enfin ,  le  troisième  chapitre 
se  compose  de  pROBLixES  ou  applications  des  théories  exposées 
dans  les  deux  premiers  chapitres. 

Ces  deux  livres  sont  suivis  d'un  Appendice  contenant  diverses 
théories  qui,  sans  faire  partie  essentielle  des  Éléments  proprement 
dits,  n'en  sont  pas  moins  importantes.  Cet  Appendice  présente  en 
outre  des  considérations  générales  sur  les  courbes ,  et  l'exposition 
des  propriétés  élémentaires  des  courbes  les  plus  simples  et  les  plus 
importantes  après  le  cercle. 

Nous  avons  suivi  un  ordre  tout  à  fait  analogue  dans  le  dévelop- 
pement des  deux  autres  livres. 

Ainsi ,  les  deux  premiers  chapitres  du  troisième  livre  traitent 
des  propriétés  du  plan    et  de   la   ligne  droite  considéras  dans 
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N  B.  —  Dans  cette  première  partie  toutes  les  ûf^u- 
res  sont  supposées  dans  un  seul  et  même  plan. 
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DES  nGURES  CONSIDÉRÉES  DANS  UN  PLAN. 
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»  00 V ELLES    DÉFINITIONS    NÉCBSSAIEES    A    L^ INTELLIGENCE  DU  PEEMIEE 
LIVBB. — CONSEQUENCES   QUI    EN    DEEIVENT    IMMEDIATEMENT. 


Des  angles  en  général. 

N*»  24,  —  On  donne  (n?  iOj  le  nom  d* Angle  à  chaque  portion 
indéfinie  de  plan  y  comprise  entre  deux  droites,  BD  ,  CE  [fig*  3),  Fie.  3. 
qui  se  coupent  en  un  point  A]  et  ce  point  est  dit  alors  le  sommet 
de  chaain  des  quatre  angles  BAC ,  BAE ,  D AE ,  DAd,  qui  résultent 
de  cette  intersection. 

Un  angle  se  désigne  ordinairement  par  trob  lettres ,  celle  du 
milieu  j  A.  f  inàiqQZSïi  le  sommet.  Cependant,  quand  un  anglq  est 
isolé  [Jîg.  lo) ,  on  peut  le  désigner  par  une  seule  lettre  :  ainsi  Ton  F*c.  lo. 
dit  indiffcremment  l'angle  BAC  ou  l'angle  A. 

Dans  \^  figure  3  ,  les  angles  BAC  y  DAE ,  dont  chacun  est  com- 
pris entre  les  prolongements  des  côtés  de  Tautre ,  sont  dits  des 
Angles  Opposés /?0r  le  sommet;  il  en  est  de  même  des  deux  angles 
BAE ,  PAC.  Au  contraire,  deux  angles  BAC ,  BAE,  qui  ont  un  coté 
commun  AB,  les  deux  autres  côtés  restants^  AC ,  AE,  étant  mutuel* 
lement  les  prolongements  Pun  de  Pautre ,  sont  dits  des  Angles  Ad- 
jacents :  tels  sont  encore  les  angles  BAE  et  EAD ,  EAD  et  DAC^ 
DAC  et  CAB  ,  pris  ainsi  deux  à  deux. 

De  l'angle  au  centre, 

K*"  25. — Les  angles  étant,  diaprés  leur  définition,  essentiellement 
indéfinis ,  on  peut  d*abord  éprouver  quel^pie  peine  à  se  faire  une 
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idée  nette  de  cette  espèce  de  grandeur.  Biais  il  est  facile  de  ramener 
la  considération  des  an^es  à  celle  d'autres  grandeurs, >&if£^  de 
leur  nature ,  et  qu'il  est  par  conséquent  plus  aisé  de  se  représenter 
dairemenl.  . 
FiG.  II.  Pour  cela,  soient  deux  angles  AOB,  A'O'B'  {Jlg.  ii).  Conce- 
vons que  de  leurs  sommets  O,  (y,  comme  centres ,  avec  le  même 
rayon ,  on  ait  décrit  (n**  £5)  deux  arcs  de  cercle ,  AB,  A'B'  :  chacun 
des  angles  est  dit  un  AifoiiS  au  cximix.  -^  Gela  posé , 

11  est  clair  d'abord ,  que  quand  les  angles  au  centre,  AOB, 
A'0'B%  sont  égaux,  les  arcs  interceptés ,  AB ,  A' B',  sont  aussi 
égaux;  car  si,  employant  la  superposition  directe  (n®  tS),  on 
applique  le  rayon  O'A'  sur  son  égal  ÛA ,  comme ,  par  hypothèse, 
l'angle  A'O'B'  est  égal  à  l'angle  AOB ,  le  côté  O'B'  s'appliquera 
sur  le  côté  OB  ;  et,  à  cause  de  O'B'  r=  OB ,  le  point  B'  tombera 
sur  le  point  B  :  ainsi  les  deux  arcs  A'  B',  AB,  ayant  leurs  extrémités 
communes,  se  recouvriront  parfaitement  :  ces  arcs  sont  donc 
égaux  (n*^  14). 

Il  n'est  pas  moins  aisé  de.  prou Vef  {toujours  par  la  superposi- 
tion] que  quand  un  angle  AOB  est  plus  grand  qu'un  autre  angle 
A'CyC,  l'arc  AB ,  correspondant  au  premier ,  est  plus  grand  que 
l'arc  A'C,  correspondant  au  second  ;  car ,  après  la  superposition 
des  deux  rayons  égaux  O'A'etOA,  le  côte  O'C  viendrait  prendre 
une  position  OC  intérieure  à  BOA ,  et  le  point  (T  tomberait  en  C 
sur  AB  ;  ce  qui  donne  AG  ou  A'C  plus  petit  que  AB. 

De  là,  en  vertu  du  principe  établi  au  numéro  ^i ,  on  déduit  que 
réciproquement ,  si  les  arcs,  AB,  A^',  sont  égaux,  les  angles  au 
centre ,  AOB ,  A^O'  B',  sont  aussi  égaux  ;  et  si  l'arc  AB  est  plus 
grand  que  l'arc  A'C,  l'angle  au  centre  AOB  est  plus  grand  que 
l'angle  au  centre  A'O'C 

Ces  raisonnements  étant  évidemment  applicables  au  cas  oii  les 
angles  que  l'on  considère  auraient  le  sommet  commun ,  et  situé, 
par  conséquent,  au  centre  de  la  même  circonférence,  nous  sommes 
en  droit  de  conclure  de  tout  ce  qui  vient  d'être  dit, 

Que,  I**  —  Dans  un  même  cercle  ou  dans  des  cercles  égaux, 
à  des  angles  au  centre  égaux  entm  eux  correspondent  des  arrs 
égaux  ;  —  et  récipmqiiement  ; 


Et  que,  2*  —  ji  im  plus  grand  angle  au  centre  correspond  un 
p/us  grand  arc;  —  et  réciproquement. 

Nous  nous  réservons  de  revenir  par  la  suite  sur  ces  prc^iosicions 
pour  les  généraliser.  Mais  nous  en  avons  dit  assez  pour  Tintelli- 
gence  de  ce  qui  va  suivre. 

De  l'angle  droit  et  de  la  perpendiculaire, 

N*»  M. —  Lorsqu'une  droite  AB  (Jlg,  12}  est  rencontrée  par  une  Fie.  la. 
autre  droite  CD  qui  fait  avec  elle  deux  angles  adjacents,  AOC,  BOC, 
égaux  entre  eux ,  chacun  de  ces  angles*se  nomme  un  AnglbDeoit  ; 
et  la  seconde  droite  OC  ou  CD ,  est  dite  Perpek diculairb  sur  la 
première  AB.  Le  point  O  où  les  deux  droites  se  rencontrent , 
s'appelle  le  pied  de  la  perpendiculaire. 

Il  est  aisé  de  prouver,  à  l'aide  des  propositions  du  vS^W^  que 

Si  une  droite  CD  est  perpendiculaire  sur  une  autre  droite  AB , 
réciproquement  celle-ci  est  perpendiculaire  sur  la  première. 

En  effet  y  supposons  que  dn  point  O  comme  centre ,  et  avec  un 
rayon  arbitraire  0£ ,  on  ait  décrit  une  circonférence  ;  comme  cha> 
cnne  des  droites  GE ,  FH,  est  un  diamètre  (n**  iS) ,  il  s'ensuit  que 
GFE  et  GHE,  FEH  et  FGH,  sont  des  demt'cirxMnférences.  Or,  par 
hypothèse,  les  angles  AOG»  COB,  sont  égaux;  donc  (n<*  W)  les 
arcs  GF,  FE,  sont  cgaux.entre  eux,  et  égaux  chacun  à  un  quadrant 
(n®  14).  Mais  puisque  FEH  est  une  demi-circonférence,  et  que  FE 
est  déjà  un  quadrant ,  l'arc  EH  est  aussi  un  quadrant ,  et  Ton  a 
FE  =  EH  ;  d^où  l'on  déduit  FOE  ou  COB  égal  à  EOH  ou  BOD. 

On  prouverait  pareillement  que  les  angles  BOD  et  DOA ,  DO  A 
et  AOC,  sont  égaux.  Donc  enfin  AB  est  perpendiculaire  sur  CD  ^ 
de  même  que  CD  est  perpendiculaire  sur  AB. 

Ceci  démontre  en  même  temps  que  les  quatre  angles  droits 
formes  autour  du  point  O,  sont  égaux  entre  eux. 

En  outre,  si  Ton  considère  deux  autres  droites  A'B',  CD' 
{fig.  i3),  perpendiculaires  entre  elles,  et  que  du  point  O^  comme  Fie.  i3: 
centre ,  avec  un  rayon  O'E'  =  OE ,  Ton  décrive  «ne  ctroonfé* 
rcnce  de  cercle,  les  quatre  quadrants  formés  en  O'  sont  néces- 
sairement égaux  aux  quatre  quadrants  formés  en  O;  donc  les 
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quatre  angles  en  O  M>nt  égaux  aux  quatre  angles  en  0^  Ainsi , 

Tous  les  angles  droits  sont  égaux. 

N^n.  —  n  est  encore  facile  de  démontrer  dès  k  présent , 

I  ®  que  —  Par  un  point  pris  sur  une  droite ,  on  ne  peut  iLKVEB 
qu'une  seule  perpendiculaire  sur  cette  droite  ; 

Et  a<^  que  —  Par  un  point  pris  hors  d'une  droite  y  on  ne  peut 
ABAISSER  qu'une  perpendiculaire  sur  cette  droite, 

La  première  proposition  est  évidente  d'après  \^fig.  12;  car 
soient,  s'il  est  possible ,  les  deux  droites  OC,  OL,  perpendiculaires 
à  la  droite  AB,  en  un  même  point  O  \  puisque  AOC^  COB,  sont  des 
angles  droits,  les  arcs  GF,  FE,  sont  des  quadrants.  Par  la  même 
raison,  les  arcs  GI,  I£,  sont  des  quadrants.  Ainsi  chacun  des 
points  I  et  F  serait  à  la  fois  le  milieu  de  la  même  demi-circonférence 
GIFE ,  ce  qui  est  absurde. 
Fie.  14.  Supposons  en  second  lieu,  que  CE,  CF  [fig.  i4)}  soient  deux 
perpendiculaires  abaissées  d^un  même  point  G  sur  AB.  Faisons 
tourner  la  figure  C£F  autour  de  AB  comme  charnière,  de  manière 
à  la  rabattre  en  C'EF ,  dans  son  plan  primitif,  et  de  l'autre  côté 
de  AB.  Cela  posé,  les  deux  portions  de  droite  £C,  EC,  doivent 
être  les  prolongements  l'une  de  l'autre,  puisqu'elles  sont  peipendi- 
culaires  à  AB ,  et  qu'on  vient  de  voir  qu'en  un  même  point  B  de 
AB,  on  ne  peut  élever  qu'une  perpendiculaire  à  cette  droite.  Par 
la  même  raison,  FC,  FC,  doivent  faire  partie  d'une  droite  unique. 
D'où  il  résulterait  que  par  deux  points  donnés,  C,  C^  on  pourrait 
'  mençr  d^ux  droites  différentes ,  ce  qui  est  absurde  (n^  6). 

19®  2B. — On  nomme  Angle  Aigd  tout  angle  moindre  qu'un  angle 
droit,  et  Akolb  Obtus  tout  angle  plus  grand  qu'un  droit.  Ainsi, 
Fie.  la.  dans  \9ifig.  12,  l'angle  AOL  est  un  angle  aigu,  et  l'angle  LOB  un 
angle  obtus. 

Deux  angles ,  l'un  aigu ,  l'autre  obtus ,  dont  la  somme  vaut 
deux  angles  droits,  sont  dits  supplémentaires  ;  et  deux  angles  dont 
la  somme  vaut  un  seul  angle  droit,  sont  dits  complémentaires.  II 
résulte  de  là  que  tout  angle  droit  est  à  lui-même  son  propre  sup- 
plément ,  et  qu'il  a  zéro  pour  complément» 

On  peul  dire  encore  [troisième  axiome  énoncé  au  numéro  17] 
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Deux  angles  supplémentaires^ovL  complémentaires  d'un  troisième, 
sont  égaux  entre  eux. 

Propriétés  des  angles  adfaeents  et  des  angles  opposés, 

N®  88.  —  Nous  terminerons  les  considérations  préliminaires  sur 
les  angles  y  par  quelques  propositions  d'un  usage  continuel  et  qui 
découlent  immédiatement  des  principes  précédents. 

i**  —  Lorsqu'une  droite  OC  {Jig.  i5)  tombe  sur  une  autre  AB,  Tic.  i5. 
de  manière  à  former  avec  elle  deux  angles  adjacents  inégaux,  AOG, 
COB  [auquel  cas  OC  est  dite  une  Oblique]^  ces  angles  sont  supplé- 
mentaires. 

Car  si,  au  point  O,  on  élève  la  perpendiculaire  OD,  la  sooune 
des  deux  angles  AOC,  COB,  sera  identique  avec  la  somme  des  deux 
angles  droits  AOD,  DOB. 

Remarquons ,  en  passant ,  que  de  ces  deux  angles ,  l'un,  AOC,  est 
ohtus,  et  surpasse  de  DOC  l'angle  droit;  Tautre,  COB,  est  aigu, 
et  a  pour  complément  (n<>  S8)  le  même  angle  DOC. 

2»  —  Les  angles  opposés,  BAC,  DAE  [fig.  3),  ou  DAC,  BAE  Fig.  3. 
[foraiés  par  deux  droites  qui  sç  coupent  (n*'  94)],  sont  égaux 
entre  eux. 

Cela  résulte  évidemment  de  ce  que  les  deux  angles  BAC,  DAE, 
par  exemple ,  sont  à  la  fob,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dît  y, sup-  ^ 
plémentaires  du  même  angle  BAE. 

I9«  50.  —  Ces  deux  propositions  ont  d'ailleurs  leurs  réciproques 
qiii  ne  sont  pas  moins  importantes  : 

i^-- Lorsque  deux  angles  consécutifs ,  AOC,  COB(y%.  i5),  sont  Fie.  i5. 
supplémentaires,  les  côtés  extrêmes,  OA,  OB,  sont  les  prolongements 
l'un  de  l'autre  en  ligne  droite;  —  et  les  angles  sont  adjacents  (n^U)» 

Car  si  OB  n'était  pas  le  prolongement  de  OA  en  ligne  droite,  soit 
OE  08  prolongement  :  COE  serait,  en  vertu  de  la  proposition  directe, 
le  supplément  de  AOC  ;  mais  déjà,  par  hypothèse ,  AOC  a  pour 
supplément  COB  ;  il  en  résulterait  donc  (n<»  88)  COE  =  COB,  ou 
la  partie  égale  au  tout,  ce  qui  est  absurde. 

2"  —  Si  deux  angles  égaux,  BAC,  DAE  {Jig.  3),  situés  de  Fig.  3. 
part  et  d'autre  d'une  même  droite  BD,  ont  deux  de  leurs  côtés. 
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AB  9  AD ,  situés  sur  cette  droite ,  et  dirigés^  en  sens  conlrairts 
à  partir  d'un  sommet  commun  A ,  les  deux  autres  côtés  sont  aussi 
en  ligne  droite;  —  et  les  angles  sont  opposés  (n®  S4  ). 

En  effet ,  BAD  étant  une  ligne  droite  9  l'angle  BA^  ^^  supplé- 
mentaire de  DAE;  et  comme  on  a  y  par  hypothèse,  DAE  =  BAC, 
il  s'ensuit  que  BAE  est  ansti  sttpf^émentaire  de  BAC;  donc,  eii 
vertu  de  la  réciproque  précédente ,  GAE  est  une  ligne  droite. 

N»  31.—  En  général: 

1"  —  Im  somme  de  tous  les  angles  fonnés  autour  d'un  point  0, 
est  égale  à  quatre  angles  droits; 

2®  —  La  somme  fie  tous  les  angles  consécutifs  AOC ,  CDD,  DOE, 
Fie.  16.  EOB  [fig»  16),  formés  d'un  même  côté  d'une  droite  AB,  est  égale  à 
deux  angles  droits. 

Il  suffit,  pour  le  prouver ,  d'élever  sur  AB  la  perpendiculaii^ 
LOL'  ;  et  alors  les  deux  propositions  sont  évidentes. 

Des  parallèles, 

N**  58.  —  On  donne  le  nom  de  PAftAiLiàtEsà  deax  droites  qui, 
situées  dans  un  même  plan ,  ne  peuvent  se  rencontrer,  quelque  pro- 
longées qu'on  les  suppose  dans  les  deux  sens  de  leur  direction. 

Il  est  facile  de  constater  l'existence  de  droites  qui  remplissent 
les  conditions  de  cette  définition.  En  effet,  que  l'on  suppose ,  par 
exemple,  dans  un  même  plan,  deux  droites  distinctes  AB,  CD 
Fio.  17.  (yîjgr.  I  fj^j^  perpendiculaires  à  une  troisième  EF,  aux  points  respec- 
tifs M  et  N  :  il  est  clair  que  ces  perpendiculaires  ne  sauraient 
se  rencontrer,  quelque  loin  qu'on  les  prolonge;  car  si  elles 
avaient  un  point  commun ,  il  s'ensuivrait  que  de  ce  point  on  poiu- 
rait  abaisser  deux  perpendiculaires  sur  une  même  droite  EF,  ce 
qui  est  absurde  {n°  ^7).  —  Les  deux  droites ,  AB,  CD,  jsont  donc 
des  droites  parallèles. 

N^  55. — Ainsi ,  deux  droites  parallèles  sont  néoessatrement  dans 
un  même  plan,  d'après  leur  définition  ;  et  elles  le  déterminent,  puis- 
qu'en  prenant  deux  points  arbitraires  sur  l'une  d'elles ,  et  ua  autre 
point  sur  la  seconde ,  on  a  trois  points  non  en  ligne  droite,  et  que. 
par  ces  trois  points ,  on. ne  peut  (n°  8)  £ure  passer  qu'un  seul  plan. 
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Ce  plan  unique,  déterminé  par  les  deux  parallèles ,  se  nomme 
le  pian  des  deux  parallèles  • 

N®  54.  — Nous  établirons  à  titre  de  Demaitok  (n^  i7),  c'est-à- 
dire  que  nous  admettrons  sans  démonstration ,  la  proposition  dont 
voici  renoncé  : 

Une  perpendiculaire,  OC  {fig*  18}»  et  une  oblique  y  EF,  à  une  Fie.  18. 
même  droite  ÂB,  menées  dans  un  même  plan  ^  se  rencontrent  tour^ 
jours  y  pourvu  qu'elles  soient  suffisamment  prolongées.  —  La  ren- 
contre a  lieu  d'ailleurs  du  côté  de  la  droite  AB  où  Fangle  intérieur, 
OEF,  est  aigu  (♦). 


(*;  Nous  croyons  devoir  exposer  ici,  mais  seuTement  en  forme  de  ffote, 
la  démonstration  dne,  pour  le  fond,  à  BsRTKAim  de  Genève.  Elle  repose 
sur  les  deux  lemmes  suivants  : 

1^*^  LBMMX.  —  Toute  bande  contrite  entre  deux  parallèles  AB,  CD  {fg.  19},  Fic.   19. 
quel  que  soit  leur  écarteraent ,  est  contenue  dans  an  plan  un  nombre  de  fois 
nécessairement  infini. 

En  effet ,  fiiisons  toumei*  la  bande  ABCD  autour  de  CD  comme  charnière, 
de  manière  qu^elle  vienne  se  rabattre  sur  son  plan,  en  CDA'B'.  Faisons 
de  même  tourner  CDA'B'  autour  de  A'B'de  manière  à  former  une  troi- 
sième bande  A'B'C'D'  égale  aux  deux  premières;  et  ainsi  de  suite. 

Reprenons  maintenant  la  bande  ABCD ,  et  retournons-la  successivement 
sens  dessus  dessous,  du  cAté  de  AB,  comme  nous  Tarons  fait  du  cAté  de  CD  ; 
nous  aurons  ainsi  d^autres  bandes  égales  aux  premières,  AB^,  cdah^ 
abc'd*,...  Or,  quelque  nombre  de  fols  que  ces  opérations  soient  répétées,  il  est 
évident  qo^on  ne  parviendra  jamais  à  recouvrir  entièrement  la  surface  plane 
qui  contient  ces  bandes ,  puisquMl  restera  toujours  à  droite  et  à  gauche  des 
deux  dernières  bandes  ainsi  formées,  un  espace  qui  sera  lui-même  encore 
indéfini. 

On  doit  conclure  de  là  que  la  bande  ABCD  est  contenue  dans  son  plan  un 
nombre  de  fois  qui  ne  peut  être  limité. 

Il*  LmHK. —  Un  angle  tfuelconque  AOB  {fig.  no),  si  petit  quMl  puisse  Fie.  oo> 
être  par  rapport  à  Pangle  droit  AOC ,  est  contenu  dans  son  plan  un  nombre 
de  fois  essentiellement  limité. 

En  effet,  si  Ton  répète  cet  angle  ,  comme  le  montre  la  figure,  un  nombre 
«udisant  de  fois,  nombre  essentiellement  ^m  [qu^il  est  toujours  possible 
d^assigner,  et  qui  est  d^autant  plus  petit  que  Tangle  AOB  est  plus  grand  par 
rapport  à  Pangle  droit],  on  obtiendra  évidemment  bientôt  une  somme 
d'angles  assex  grande  pour  recouvrir  entièrement,  d'abord  Vangle  droit,  puis 
deux  angles  droits,  puis  trois,  i^m^  quatre ,  et  par  conséquent  1a  surface 
tout  entière.  —  Ce  qui  démontre  le  Icmme  énoncé. 

Autrement  :»Si  du  sommet  O  comme  centre,  et  d^un  rayon  quelconque  01), 
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Gïtte  proposition,  qui  n*e$t  autre  chose  que  le  Postuu^tim 
d'EuGLiDE ,  étant  admise ,  on  en  déduit  évidemment  les  con»^ 
quences  suivantes  : 

Fie.  1 7 .       I  °  —  Par  un  point  M  {fig.  fj)  prié  hors  d'une  droite  AB  ,  on  ne 
peut  mener  qu'une  seule  parallèle  à  cette  droite; 

Abaissons  du  point  M  sur  AB,  la  perpendiculaire  MN,  puis  par 
le  même  point  M  élevons  sur  Mlï  la  perpendiculaire  CMD.  !Nous 
savons  déjà  (  n®  5S)  que  CD  est  une  parallèle  à  AB  :  or  je  dis  de 
plus  que  c'^t  la  seule  parallèle  qu'on  puisse  mener  par  le  point  H; 
car  toute  autre  droite  passant  par  ce  point  est  nécessairement  une 
oblique  par  rapport  à  MN ,  et  doit  par  conséquent ,  en  vertu  du 
postulatum,  rencontrer  la  droite  AB  perpendiculaire  à  MN. 

Fie.  17.      2»  —  Si  deux  droites,  AB,  CD  (Jîg^  17),  sont  parallèles,  toute 


oQ  décrit  une  eirconféi^qce,  Tarq  totiU  correspondant  à  la  somme  des  an- 
gles finira  par  égaler  la  circonférence  lorsque  Tare  partiel  correspondant 
à  Fangle  AOB  sera  une  partie  alUfnotfi  de  cette  circonférence,  et  dans  la 
cas  contraire,  par  surpasser  la  mdme  circonférence.  Or,  comme  la  somme 
des  angles  égaux  qui  correspoi^d  à  cvette  circonférence,  recouvre  ontière- 
ment  le  plan ,  on  est  conduit  à  la  même  conséquence  que  ci-dessus. 

De  là  on  peut  conclure,  en  général ,  —  qu^C^ii  angle,  quelque  petit  qa^il 
soit  [  par  rapport  à  Tangle  droit],  surpasse  engrandeur  tqmU  figure suseeptihU^ 
d'être  contenue  dans  t^tf,  plan  ufi  nombre  illimité  de /ois,  -^que  cette  figure  soit 
d^ailleurs  ou  ne  soit  pas  limitée  de  toutes  parts;  —  et  4e  plus, /'««t^/e loi- 
môme  contient  cette  fypire  un  nombre  illimité  de  J'ois. 
Fie.  18.  Toyt  ceci  étant  admis,  reprenons  la^.  18,  et,  après,  aroir  élcTé  au 
pointa  la  droite  EG  perpendiculaire  à  AB,  observons  qu^en  vertu  de  ce 
qui  vient  d''étre  dit,  Tangle  F£G  est  plus  grand  que  Pespaco  indéfini 
CX)EG  [  moitié  de  la  bande  CDGH  ].  Or  les  deijix  espaces  F£G ,  COEG 
ont  une  limite  commune  £G;  donc  il  faut  nécessairement  que  £F  suffi- 
samment prolongé,  rencontre  quelque  part  la  droite  QC;  autrement  Tanglc 
serais  re^fermé  entièrement  dans  la  demi<ban,de,  et  serait  plus  petit  quVllcy 
ce  qui  implique  contradiction.  Donc  enfin  EF  doit  rencontrer  OC, 

S^il  s'agit  de  la  droite  £F'  faisant  Tangle  obtus  OEF',  comme  alors 
Pangle  OEH'  est  aigu ,  la  rencontre  de  £F'  avec  OC  a  Heu  de  Tautrcoôté  de 
AB  :  ainsi  la  proposition,  présentée  comme  demande,  se  trouve  démontrée. 

Quoique  cette  démonstration  s^appuie  sur  des  considérations  assez  déli- 
cates, relatives  àPinfini,  on  ne  saurait  se  dissimuler  que,  du  moment  où 
Pon  admet  pour  définition  des  paraKtMcs,  celle  que  nous  ayons  donnée 
au  n**  SS,  il  est  difficile,  pour  ne  pas  dire  impossible,  d^exposer  v\jiQ  théorie 
des  parallèles  qui  soit  tout  à  fait  indépendante  de  la  notion  de  Tinfini. 
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autre  droite  GH  qui  rencontre  l'une  d'elles  CD,  en  un  point  I, 
rencontre  nécessairement  l'autre; 

Car,  si  cela  n*était  pas,  il  s'ensuivrait  que,  par  le  même  point  I , 
on  pourrait  mener  deux  parallèles  à  AB. 

3*  —  Deux  droites,  AB,  CJy{J£g.  21),  parallèles  aune  troisième  Fie.  ai. 
EF,  sont  parallèles  entre  elles; 

Car,  si  elles  ne  l'étaient  pas,  il  s^ensuivrait  encore  que  par  leur 
point  de  concours ,  on  pourrait  mener  iieux  parallèles  à  £F. 

4^  Enfin  -*  Si  deux  droites,  AB,  CD  (Jig>  17  )>  sont  parallèles.  Fie.  17. 
toute  autre  droite  MN  perpendiculaire  à  l'une  d'elles  AB ,  est  aussi 
perpendiculaire  à  l'autre  CD  ;  —  et  réciproquement  ; 

Cela  résulte  immédiatement  dwpostulatum.  —  On  dit  en  consé- 
quence, que 

Deux  parallèles  ont  leurs  perpendiculaires  communes. 

Des  polygones, 

N°  SIS. — On  donne  en  général  le  nom  de  Poi^tgone  à  une  portion 
de  plan,  ABGDEA,  ABCDEFGA  {J!g.  22  et>%.  22  bis),  circonscrite   Fig.  aa  et 
par  an  système  de  droites  qui  se  coupent  deux  à  deux.  ^^  ^''' 

Pour  se  Former  une  idée  nette  de  ce  genre  de  grandeur,  il  ^uk 
concevoir  qu'un  point  mobile  [par  exemple ,  la  pointe  d'un 
crayon  ou  d'une  plume],  partant  de  la  position  A,  décrive  d'abord 
une  portion  de  droite  AB  ;  puis ,  ohangieant  de  direction ,  une  autre 
portion  de  droite  BC ,  puis  une  autre  portion  de  droite  CD ,  et 
ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qu'enfin  il  revienne  à  sa  position  primi- 
tive A. —  L'ensemble  des  droites  ainsi  tracées  circonscrira  de  toutes 
parts  une  portion  de  surface  plane,  que  l'on  nomme  un  polygone» 

Les  parties  de  droite,  AB,  BC,  CD,....  sont  dites  les  côtés  du 
polygone;  l'ensemble  de  ces  côtés  forme  le  contour  ou  périmètre 
<ia  polygone  ;  les  points  A ,  B ,  C, . . .  en  sont  les  sommets  ;  enfin , 
on  nomme  diagonales  les  droites,  telles  que  AC,  BE,  CG,...,  qui 
joignent  deux  à  deux  les  sommets  des  angles  non  consécutifs. 

Du  mode  de  génération  indiqué  ci-dessus  résultent  deux  sortes 
de  polygones ,  savoir  :  des  polygones  dont  tous  les  angles  sont  sail- 
lants (fig,  22  ),  et  des  polygones  dont  quelques  angles  sont  ren-  Fig.  aa. 
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FiG.  aa  bis,  trants  {fig»  3a  his).  Les  premiers  sont  dits  des  I^oltoohks  Gcw- 
yèxëa  ,  et  les  autres  des  Poltoohss  Gcnvgavbs. 

N**  86.  —  hespofy-gonei  convexes  sont  les  seuls  dont  s'oocape  la. 
Géométrie^élémentaire  ;  et  leurs  caractères  principaux  sont  les 
suivants  : 

I®  —  Une  droite  tracée  dans  leur  plan ,  ne  peut  rencontrer  leur 
contour  en  plus  de  deux  points  ; 

2® —  Si  l'on  suppose  un  côté  quelconque  prolongé  indéfiniment, 
—  Tous  les  sommets  t  excepté  ceux  qui  le  terminent  ^  sont  situés 
dans  la  même  région  (n^  il)  par  rapport  à  ce  côté. 

3®  —  Toutes  les  diagonales  sont  intérieures  ;  —  et  de  plus  cha- 
cune d'elles  est  telle  que  les  sommets,  autres  que  ceux  qui  la  ter- 
minent, se  trouvent  situés,  les  uns  dans  une  région,  les  autres  dans 
la  région  opposée  par  rapport  à  cette  diagonale;  —  tandis  que 
dans  les  polygones  concaves  il  y  a  toujours  quelque  diagonale  par 
rapport  à  laquelle  tous  les  sommets  occupent  la  même  région.  — 
Fie»  VI  bis.  Telle  est  la  diagonale  AD  {fig,  aa  bis), 

N®  57.  — Il  faut  évidemment  au  moins  trois  droites  pour  dreon- 
scrire  une  portion  de  plan.  Ainsi ,  le  polygone  le  plus  simple  sous 
le  rapport  du  nombre  des  côtés ,  est  celui  de  trois  côtés  que  Ton 
nomme  un  Thiakolx. 

Tout  triangle  eff  nécessairement  convexe;  et  cette  figure  ne  sau- 
rait avoir  de  diagonales. 

Viennent  ensuite  : 

Le  QuAD&iLATiaB  ou  le  polygone  de  quatre  côtés , 

Le  PsNTAOONx cinqy 

L^sxàGOinE ^fx^ 

L'Heptagonb s^t, 

L'OcTOGom ktUt, 

L'EHNiAGONx neufy 

Le  DECAGONE dix, 

L'Ehsécjloohe onze, 

Le  DoD^CAGOirE douze. 

Au  delà  de  douze  côtés ,  lès  polygones  ne  reçoivent  plus  de  dé  - 
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nominations  spéciales,  excepté  celui  de  quinte  côtés  que  l'on  nomme 

PENTiDiCAGONK. 

Du  triangle  en  particulier^ 

N®  58. — Nous  établirons  ici,  par  rapport  ait  triangle,  quelques 
propositions  qui  seront  d*un  usage  fréquent  dans  la  suite. 

I**  —  Dans  tout  triangle  ABG  {fig-  23),  «/i  quelconque  des^iQ.  ^3. 
côtéSy  AB ,  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  et  plus  grand 
que  leur  différence. 

La  première  partie  de  la  proposition  est  évidente  d'après  la 
définition  même  de  la  ligne  droite  (  n**  5  )  :  c'est-à-dire  que  l'on  a 
évidemment 

AB  <  AC  4-  CB. 

Quant  à  la  seconde  partie ,  puisqu'en  vertu  de  la  première  on  a 
aussi 

AC  <  AB  -f-  CB, 

il  en  résulte  nécessairement 

AC  —  CB  <  AB,     ou     AB  >  AC  —  CB. 

Donc  enfin 

AB  <  AC  4-  CB       et       AB  >  AC  —  CB. 

C.  Q.  F.  D. 

^  —  La  somme  de  deux  droites,  AB,  CD  {fig'  24)9  qui  se  coupent  Fie.  a4- 
en  un  point  O  placé  entre  leurs  extrémités ,  est  toujours  plus  grande 
que  la  somme  de  deux  droites  opposées  y  AC,   BD,  qui  joignent 
deux  à  deux  les  extrémités  des  premières. 

En  effet,  on  a  les  deux  inégalités 

CO  -H  OA  >  AC,     et     OD  4-  OB  >  BD , 
qui,  ajoutées  membre  à  membre,  donnent 

CO  -f-  OA  -h  OD  -h  OB  >  AC  -h  BD, 

ou ,  réduisant , 

CD  -h  AB  >  AC  -h  BD. 
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On  prouverait  pareillement  que 

CD  -»-  AB  >  AD  4-  CB. 

Fio.  a5.  3®  —  Dans  tout  triangle  ABC  {^g'  ^5  ) ,  si  l'on  Joint  par  des 
droites  les  extrémités  d'un  même  câté  avec  un  point  intérieur  O, 
la  somme  de  ces  deux  droites  est  moindre  que  celle  des  deuxautrrs 
côtés  [c'est-à-dire  que  l'on  a  AO  4-  OB  <  AC  -h  CB]. 

Prolongeons  AO  jusqu'à  sa  rencontre  en  D  avec  CB  :   on  a 
d'abord  dans  le  triangle  AGD , 

AD  <  AC  -h  CD; 

d'où ,  en  ajoutant  DB  aux  deux  membres , 

AD  -h  DB  <  AC  -h  CB. 
En  second  lieu,  le  triangle  ODB  donne  également 

OB  <  OD  -h  DB; 
d*où,  en  ajoutant  AO  membre  à  membre, 

AO  H-  OB  <  AD  -4-  DB. 
De  là  résulte,  à  plus  forte  raison , 

AO  -h  OB  <  AC  4-  CB  ; 
^  C.  Q.  F,  D 
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CHAPITRE  PREMIER 


DES   FIGURES   REGTILIGNES. 


Ge  chapitre  sera  divisé  en  cinq  paragraphes ,  dont  le  premier 
traitera  des  perpendiculaires  et  des  obliques;  le  second ,  des  parai- 
lèles;  le  troisième,  des  triangles  et  de  leur  égalité;  le  quatrième  » 
du  quadrilatère  et  de  ses  différentes  espèces;  le  cinquième,  des 
polygones  et  de  leurs  propriétés  principales. 

§  I".  —  Théorie  des  perpendiculcùres  et  des  obliques. 

TntoaixB  !•'.  (Ftg.  26.)  „      ^ 

^    **         '  F16.  q6. 

N®  59.  — La  perpendiculaire  OG  abaissée  sur  une  droite  AB,  d'un 
point  extérieur  G ,  «fr  /a  /?/ttJ  courte  distance  de  ce  point  à 
la  droite  (*). 

Il  suffît  de  prouver  que  la  perpendiculaire  OG  est  plus  courte 
qae  toute  oblique  CD.  Pour  cela,  faisons  tourner  la  portion  de 
figure  OGD  autour  de  AB  comme  charnière ,  de  manière  à  la  ra- 
battre en  (yGD  ;  nous  aurons 

(yG  =  OG,       O'D  =  OD; 


(^)  Noos  préTenons  une  fois  pour  toulei,  qoe  Jet  énomcis  des  théo- 
rèmes doÎTent  toujoars  être  lus  deux  fois  de  suite:  d^abord^  sans  le  se- 
cours des  leures  de  la  figure,  et  ensuite  avec  ces  mêmes  lettres.  G^est  en 
effet  de  la  première  manière  f\aHlJaut  les  retenir  de  mémoire. 

Ainsi,  le  théorème  actuel  doit  d^abord  s^énoncer  de  la  manière  suivante  : 
^  La  perpendictdaire  abaissée  sur  usîe  droite ,  d'un  point  extérieur,  est  la  plus 
courte  distance  de  ce  point  k  la  droite. 

3 
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de  plus ,  OCO'  étant  une  ligne  droite  (n®  97),  il  en  résulte  (n®  S8  ■  : 

OCO'  <  OD  4-  CD,     ou     2OC  <  2OD; 
et,  par  conséquent,     OC  <  OD;  C,  Q,  F.  D. 

ScoLiE.  —  Cette  perpendiculaire  mesure  donc  la  %>raie  distance 
du  point  à  la  droite, 

p,Q,  ^,  TaÉo&ixK  II.  {Fig,  a6.) 

N®  40. —  Si  d'un  point  O  extérieur  à  une  droite  AB,  on  abaisse  la 
perpendiculaire  OC  sur  cette  droite ,  et  différentes  obliques  OD. 
Oiy,  OE  : 

|0  —  Deux  obliques,  OD,  OD',  qui  s'écartent  également  de  ht 
perpentliculaire  [c'est-à-dire ,  telles  que  l'on  ait  CD  =  Ciy  ] ,  sont 
égales; 

2»  —  De  deux  obliques,  OD,  OE,  qui  s'écartent  inégalement 
de  la  perpendiculaire,  celle,  ÔE ,  qui  s'en  écarte  le  plus  est  lu 
plus  grande, 

1° — Plions  la  Ogure  le  long  de  OC;  les  points  D  et  D'  s^ 
confondront ,  puisque,  par  hypothèse ,  CD=:CD';  donc 

OD  =  OD'. 

•jP  —  Plions  la  figure  le  long  de  AB  ;  nous  aurons 

OD  =  O'D,      OE  =  O'E; 
puis ,  en  vertu  de  la  troisième  proposition  démontrée  au  numéro  oii, 

OD  -4-  O'D  <  OE  -h  O'E,     ou     2OD  <  2OE; 
et,  par  conséquent,     OD  <  OE;  C.   Q.  F.   Il 

iV.  B.  —  S'il  s'agissait  de  deux  obliques  OD',  OE ,  situées  de  part 
et  d'autre  de  la  perpendiculaire,  on  prendrait  d*abord  un. 
distance  CD  =  CD',  c«  qui  donnerait  OD  =:t  OD';  puis,  <lt 
OD  <  OE,  on  déduirait  OD'<OE. 
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CoROLLAiaE.  — £ntre  une  droite  indéfinie  et  un  point  extérieur, 
on  ne  saurait  mener  trais  droites  égales  : 

Sans  quoi,  il  existerait  au  moins,  soit  deux  obliques  égales 
entre  elles  d'un  même  côté  de  la  peq)endiculairey  soit  une  oblique 
égale  à  cette  perpendiculaire  y  ce  qui  est  impossible. 

ScoLiE.  —  Les  réciproques  des  deux  parties  du  théorème  U  sont 
vmies,  et  résultent  évidemment  du  principe  établi  au  numéro  SI. 

Ainsi, —  I* — Deux  obliques  égales  s'écartent  également  de 
la  perpendiculaire  ; 

2° —  De  deux  obliques  inégales ,  la  plus  longue  s'écarte  le  plus 
de  la  perpendiculaire. 

TnioEiME  ni.  {Fig,  27.)  F,g.  2-. 

N»  41. — I** —  Tout  point  E  de  la  perpendiculaire  CD  élevée  sur 
une  droite  AB ,  par  son  milieu  C ,  est  également  distant  des  deux 
extrémités  de  la  droite; 

2® — Tout  point  F  extérieur  à  la  perpendiculaire  est  inégalement 
distant  des  mêmes  extrémités. 

En  effet,  —  i®  —  tirons  les  droites  AE,  BE.  —  Puisque,  par 
hypothèse ,  on  a  CA  =  CB ,  il  en  résuit»  (n«  40) 

EA  =  EB. 

2«  —  Menons  FAl,  FB  ;  et ,  par  le  point  E ,  où  FA  coupe 
CD,  tirons  la  droite  EB.  —  Nous  aurons  (n"  58,  1*») 

BF  <  BE  H-  EF, 

011 ,  à  cause  de   EB  =  EA , 

BF  <  EA  4-  EF; 

et ,  par  conséquent ,  BF  <C[  AF. 

iV.  B,  —  L'extrémité  la  plus  éloignée  du  point  extérieur  F,  est 
toujours  celle ,  A ,  qui  est  située ,  par  rapport  à  la  perpendiculaire , 
du  coté  opposé  à  ce  point  ;  et  vice  versé. 

ScoueI. — Les  réciproques  des  deux  propositions  du  théorème 
III  sont  vraies,  et  résultent  encore  évidemment  du  principe  établi 

au  numéro  91. 

3. 
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FlG. 


36  LIV.   1.  —  CHAP.  I.  —  §  I.  —  PBB.PE1ID.  ET   OBL. 

ScoLiF.  II.  —  La  perpendiculaire  Q3  devant  passer  par  tous  les 
points  qui  sont  également  distants  des  extrémités  A  et  B  de  la 
droite  AB ,  est  dite  le  lieu  cioM^niQUE  de  tous  ces  points. 

N**  49. — GoEOLiAi&E.  —  Ce  lieu  géométrique  étant  une  ligne 
droite,  et  une  droite  étant  déterminée  par  deux  points  (n®  6),  il  en 
résulte  nécessairement  que 
^7'  Si  deux  points  [D,  £,  ou  D,  IV  (fig*  27)],  sont  chacun  à  une 
même  distance  de  deux  autres  points  [A  et  B],  la  droite  [DE  on  DD^], 
menée  parles  deux  premiers,  est  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  la 
droite  qui  Joint  les  deux  derniers. 

N^  45.  —  On  nomme  Bissectrice  d'un  angle  BAC  y  la  droite  AD 
qui  divise  cet  angle  en  deux  parties  égales  :  un  angle  ne  peut  évi- 
demment avoir  qu*«/i^  seule  bissectrice.  —  Gela  posé , 

1 10.  jS.  Théoeème  IV.  (Fig.  28.) 

1  °  —  Tout  point  'E»  de  la  bissectrice  AD  d'un  angle  BAC  est 
également  distant  des  deux  côtés  de  cet  angle; 

2"  —  Tout  point  F  situé  dans  l'angle  et  extérieur  à  la  bissectrice, 
est  inégalement  distant  des  mêmes  côtés, 

i**  —  Soient  abaissées  sur  AB  et  sur  AC  les  perpendicu- 
laires EG  ,  EH  ;  et  plions  la  figure  suivant  AD.  Les  droites  AB, 
AC ,  se  confondront ,  et  par  conséquent  aussi  (n®  Vt)  les  per- 
pendiculaires EG,  EH. 

Donc  EG  =  EH. 

2°  — Abaissons  sur  AB,  AC,  les  perpendiculaires  FG,  FI;  puis, 
du  point  E  où  FG  rencontre  AD ,  menons  EH  perpendiculaire 
sur  AC,  et  tirons  Toblique  FH. 

Nous  aurons  évidemment 

FI  <  FH,     et     FH  <  FE  4-  EH  <  FE  -h  EG; 

d'où ,  à  plus  forte  raison , 

FI  <  FE  -h  EG  <  FG. 
Donc  FI  <  FG. 

N.  B. — On  peut  faire  ici  «ne  remarque  analogue  à  celle  du  n**  4 1. 
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ScoLiE  I.  —  Les  réciproques  des  deux  propositions  sont  vraies. 

ScoLiE  II.  —  La  bissectrice  d*un  angle  est  le  lieu  géométrique 
de  tous  les  points  situés  dans  cet  angle  à  égale  distance  de 
ses  côtés. 

ScoLis  ni.  — Les  bissectrices,  AD,  AD^,  de  deux  angles  adja- 
cents, fiACy  CAB^y  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Car,  puisque  les  angles  BAC,  CAD',  sont  respectivement  moi- 
tiés des  angles  BAC ,  CAB%  dont  la  somme  vaut  2  droits  (n°  89), 
il  s^ensuit  que  DAC  -f-  CAD'  vaut  i  droit.  —  Donc  etc. 

Les  deux  angles  BAD,  B'AIV,  forment  également  une  somme 
égale  à  I  droit. 

§  11.  —  Théorie  des  parallèles. 

THKoaiMX  P^  [Fig.  29.)  Fie.  if). 

N"  44.  — Deux  parallèles ,  AB,  CD,  sont  partout  également  di- 
itantes. 

De  deux  points  E,  F ,  pris  à  volonté  sur  CD,  soient  abaissées  sur 
âB  les  perpendiculaires  £G ,  FH  ;  ces  droites  seront  en  même 
temps  perpendiculaires  sur  CD  (n^  54,  4°);  ^^  ce  seront  en  outre 
(n°  50)  les  plus  courtes  droites  qu'on  puisse  mener  des  points 
K ,  F,  sur  AB ,  ou  des  points  G,  H ,  sur  CD.  —  Ainsi ,  il  suffit  de 
prouver  que  EG  =  FH. 

Pour  cela ,  par  le  milieu  M  de  GH ,  élevons  sur  AB  l'a  perpen- 
diculaire MN;  puis  rabattons  ENMG  sur  FNMH.  Tous  les  angles 
<le  la  figure  étant  droits ,  MG  prendra  la  direction  MH;  et 
coroine  on  a  MG  =  MH,  le  point  G  tombera  sur  le  point  H.  En- 
suite EG  prendra  la  direction  HF,  et  ^E  la  direction  NF  ;  donc 
le  point  E  tombera  en  F,  et  Ton  aura  EG  =  FH.  C.  Q.  F.  D. 

RiciPiuïQUEMEnT  :  —  Deux  droites  qui  sont  partout  également  dis- 
tantes, sont  parallèles  ;  —  car  alors  elles  ne  sauraient  se  rencontrer. 

>'•>  421 .  —  Avant  d'établir  d'autres  théorèmes,  il  est  nécessaire 
<i«?  donner  quelques  nouvelles  définitions. 
Lorsque  deux  droites,  AB,  CD  [fig*  3o  et  3i),  parallèles  ou  con   pic.  30  ci  3i 
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courantes  9  sont  rencontrées  respectivement,  en  deux  points  M,  >, 
par  une  troisième  droite  £F,  cette  droite,  appelée  Sêcaste  ou  Tha^i^ 
VE&SALE ,  forme ,  avec  les  deux  autres ,  huit  angles  qui ,  oonsîder«> 
isolément ,  ou  comparés  deux  à  deux ,  prennent  les  dénomina- 
tions suivantes  : 

Considérés  isolément  : 

i°— les  quatre  angles  AMF,  BMF,  CNE,  DNE,dont  rouvc. 
ture  est  en  dedans  des  deux  parallèles ,  se  nomment  internes  y 

2»  —  les  quatre  angles  AME ,  BME ,  CNF,  DNF,  dont  Fouver 
ture  est  en  dehors,  se  nomment  externes. 

Comparés  deujc  à  deux  : 

i*»  — les  angles  AMF  et  CNE,  ou  bien  BMF  etDT«E,  sont  dit5 
des  angles  internes  d'uw  même  côté  [sous-entendu  de  la  sécantt\ 

20  _  \^  angles  AME  et  CNF,  ou  BME  et  DNF,  sont  dits  o 

TEENES  D*UN  MÊME  CÔTÉ  ; 

3*»  —  les  angles  internes  AMF  et  DNR.,  ou  bien  CNE  et  BMF . 
situés  décotes  différents  par  rapport  à  la  sécante,  sont  nomm*- 
des  angles  alternes-internes  ; 

4°  —  les  angles  externes  AME  et  DNF,  ou  BME  et  CNF,  soi-' 
appelés  alterne^externes. 

On  compte  deux  couples  d'angles  de  chacune  des  quatre  esptc^ 
précédentes. 

5"^ — Enfin,  on  donne  le  nom  d'angles  correspordauts  ai: 
quatre  couples  d'angles  AME  et  CNE ,  AMF  et  CNF,  BME  et  DNE 
BMF  et  DNF,  qu'on  devrait  plutôt ,  d'après  leurs  positions  respe( 
tives,  appeler  angles  interne-externes  d'un  même  côté ^  mais  poiî' 
abréger ,  on  emploie  de  préférence  la  première  dénominati<»ii 

Fic.  3o.  TiiÉORiME  n.  {Fig,  3o.) 

N*  46.  —  Deux  droites ,  \Bj  CD,  sont  parallèles  lorsqu'tlù' 
forment  avec  une  sécante,  EF,  deux  angles  alternes-internes  [AW> 
et  DNM ,  ou  BMN  et  CNM  ]  égaux  entre  eux. 

En  effet ,  admettons  pour  un  moment  que  les  segments  MA . 
NC  ,  par  exemple,  puissent  se  rencontrer;  et,  dans  cette  hypo 
thèse,  faisons y9tVor^r(n''  19)  la  portion  de  plan  AMNC  autour  du 
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point  0  milieu  de  MN,  de  manière  que  OM  vienne  prendre  la  po- 
sition primitive  de  ON,  et  ON  celle  de  OM  ;  alors  le  segment  MA 
prendra  la  position  ND,  et  ND  la  position  MB ,  à  cause  de  Tangle 
AMN  égal  à  DNM ,  et  de  Fangle  BMN  égal  à  CNM ,  d'après  re- 
noncé. Or,  les  segments  MA,  NC,  ne  cessant  pas  de  se  rencontrer 
dans  leur  nouvelle  position ,  il  faut  nécessairement  que  les  segments 
MB,  ND,  avec  lesquels  ils  coïncident  actuellement ,  se  rencontrent 
aussi;  d^où  il  résulterait  que  les  deux  droites  AB,  CD,  auraient 
deux  points  communs  sans  coïncider,  ce  qui  est  absurde.. 

Donc  enfin  les  deux  droites  AB,  CD,  sont  parallèles.  C,  Q.  F.  D. 

iN'°  47.  —  CoBOLLAiEE.  —  Dcux  droiies  sont  encore  parallèles 
dans  les  quatre  cas  suivants  : 

I**  —  lorsque  les  angles  correspondants  sont  égaux  ; 

2*  —  lorsque  les  angles  internes  d*un  même  côté  sont  supplé- 
mentaires ; 

3"  —  lorsque  les  angles  alternes-externes  sont  égaux  ; 

4°  —  lorsque  les  angles  externes  d'un  même  côté  sont  supplé- 
mentaires. 

En  effet,  dans  le  premier  cas ,  soit,  par  exemple, 

angle  AM^  =  angle  Cm-, 
comme  on  a  aussi  (n°  99) 

angle  C^F  =:  angle  ^i^Dj 

il  en  résulte  AMN  =r  MND  ;  et  la  proposition  rentre  dans  le  théo- 
rème principal. 

Quant  au  second  cas,  soit  AMN  supplémentaire  de  MNC; 
comme  MND  est  aussi  supplémentaire  de  MNC,  il  en  résulte 
(n®  28)  AMN  =  MND  ;  et  la  proposition  rentre  encore  dans  le 
théorème  principal. 

Les  iieux  derniers  cas,  qui  sont  d'ailleurs  sans  application , 
se  traiteraient  d'une  manière  analogue. 

TaiomKMB  m.  (jRg.  3i .)  Fie.  3f 

^043. — Deux  droites,  AB,  CD,  convourent  lorsqu'elles  forment 
avec  une  transversale,  EF,  des  angles  alternes-internes  inégaux. 


FiG.  3i 
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Soit  y  pour  fixer  les  idées  ^ 

angie  MJ^D  >  angle  X^^, 

Menons  par  le  point  N  la  droite  C'NlVy  de  telle  manière  qu^ 

Ton  ait 

angle  D'NM  =  angle  AMN  ; 

les  deux  droites  AB,  CD',  seront  parallèles ,  en  yertu  du  ihéo- 
rente  précédent. 

Ainsi  AB,  CD ,  doivent  se  rencontrer  ;  autrement  ^  on  pourrait, 
du  même  point  N ,  mener  deux  parallèles  à  AB  y  ce  qui  est  ab- 
surde (n"54). 

19^  49.  —  Corollaire.  —  La  considération  des  angles  corrv^oA- 
dants,  internes  d'un  même  câié,  etc.,  conduit  ^  ainsi  que  le  théo- 
rème précédent ,  à  quatre  autres  propositions;  mais  nous  nous  bor- 
nerons à  démontrer  la  suivante,  comme  étant  la  seule  qui  doive 
être  d'un  assez  fréquent  usage. 

Deux  droites,  AB,  CD  (fig*  3i),  concourent  lorsqu'elles  for- 
ment avec  une  troisième  £F,  eleux  angles  internes  d'un  même 
côté,  AMN,  MNC,  dont  la  somme  est  inférieure  ou  supérieure  à 

'2  DROITS. 

En  eiTet,  soit ,  par  exemple , 

AMN  -f-  MNC  <  2  droits; 

comme  on  a  (n°  28) 

MNC  -f-  MND  =  2  DROITS , 

il  en  résulte  AMN  <1  MND  ;  et  la  proposition  rentre  dans  le  cfaeo- 
rème  principal. 

N,  B.  —  Il  est  important  d'observer  que 

La  rencontre  des  deux  droites  a  lieu  du  côté  où  la  somme  des 
angles  internes  d'un  même  côté  est  inférieure  à  deux  angles  droits. 

ScoLiE  I. — La  proposition  du  n°  54,  ou  lepostulatum  d'EucuoE, 
n*est,  comme  on  le  voit ,  qu'un  cas  particulier  de  ce  corollaire. 

Fie.  3a.      pjo^.  _  Sc^LiE  II.  —  Lorsque  deux  droites,  AB,  CD  {fig.  32), 
se  coupent,  leurs  perpendiculaires  respectives  se  coupent  aussi. 
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£n  effet,  si  MU  et  PQ  étaient  parallèles,  les  deux  droites  AB  et 
CD  y  étant  alors  perpendiculaires  à  la  fois  sur  chacune  des  deux 
autres  (n^  54, 4**)»  seraient  aussi  parallèles  (n^  5S)  ;  ce  qui  est  contre 
l'hypothèse.  — Donc  etc. 

N**  W.  —  RKCipmoQinacte^  deux  théorèmes  précédents. 

Les  théorèmes  II  et  m  se  trouvant  dans  le  cas  de  la  remarque 
générale  du  n**  91,  il  en  résulte  que  leurs  réciproques^  ainsi  que 
celles  de  toutes  les  propositions  qui  s*y  rattachent ,  sont  vraies. 

Ainsi, —  Lorsque  deux  droites  sont  rencontrées  par  une  sécante, 
suivant  qu'eiies  sont  ou  qu'elles  ne  sont  pas  parallèles, 

I**  —  les  angles  altemes^intemes ,  ou  alternes-externes,  ou 
correspondants,  sont  égaux  ou  inégaux; 

2^  —  les  angles  internes  ou  externes  d'un  même  côté,  sont  ou 
ne  sont  pas  supplémentaires. 

THioAÂMB  IV.  {Jig.  33.)  Fic-  33- 

N<*  tf9.  —  Deux  angles,  BAC,  EDF,  sont  égaux  lorsqu'ils  ont 
leurs  câtés  parallèles  et  dirigés  dans  le  même  sens,  chacun  à  chacun. 

Prolongeons  ,  s'il  est  nécessaire ,  FD  jusqu'à  sa  rencontre  en  I 
avec  AB.  Les  deux  angles  CAB,  FIB,  sont  égaux  comme  corres- 
pondants (n**  tfl);  il  en  est  de  même  des  deux  angles  FIB,  FDE; 
donc  aussi  CAB  =  FDE. 

CoKOLLâias  I.  — Deux  angles,  BAC,  EDF  {Jlg>  34),  sont  encore  fie.  34. 
égaux  lorsqu'ils  ont  leurs  côtés  parallèles  et  dirigés  en  sens  con- 
traire, chacun  à  chacun. 

Prolongeons  DE,  DF,  respectivement  en  E^  F'  ;  les  angles  EDF, 
E'  DP,  sont  égaux  comme  opposés  (n®  99)  ;  mais  les  angles  E'DF% 
BAC,  sont  aussi  égaux  d'après  le  théorème  principal;  donc 

BAC  =  EDF. 

ComoiX4iEE  II.  —  Deux  angles,  BAC,  EDF  {Jig'  35),  sont  sup-  Fie.  35. 
plémentaires  lorsqu'ils  ont  les  côtés  parallèles,   mais  non  dirigés 
n  la  fois  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraire. 

Car,  si  l'on  prolonge  DF  en  F%  on  a  (n^  «$!) 

FDE  -h  EDF'  =  2  droits; 
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mais  BAC  =  EDF'  diaprés  le  théorème  principal;  donc  aussi 

FDE  -+-  BAC  =  a  droits. 

Réciproquement:  —  Si  les  droites  AB,  DE,  sont  pondîmes ,  et 
que  Ton  ait,  soit  ABC  =  DEF,  soit  ABC  =  ly £F%  soit  ABC  sup- 
plément de  DEF"  ou  de  IV  £F,  les  droites  BC ,  EF ,  sont  aussi  pa- 
rallèles. 

La  démonstration  par  V absurde,  semblable  en  tout  point  à 
celle  du  n°48,  est  trop  facile  pour  nous  arrêter. 

N^55. —  ScoLiB. — Lorsque  deux  angles  ont  lesedtés  parallèles, 
leur  position  relative  est  évidemment  une  de  celles  qui  viennent 
d'être  indiquées.  —  Donc ,  en  général , 

Deux  angles  sont  égaux  ou  supplémentaires  quand  ils  ont  leury 
côtés  parallèles  chacun  à  chacun. 

Remarque  oÉifiaALE  sur  les  PARAZiLàLES. 

Fie.  36.  N«  tf  4,  _  Soient  AB,  CD  {/îg>  36),  deux  parallèles  ;  et  supposoii> 
que  d'un  point  quelconque  pris  sur  CD,  on  mène  sur  AB  la  pT- 
pendiculaire  OPet  une  série  d'obliques  OR,  OR',  OR'^ . . .  Les  pie(i^ 
R,  R%  R'',...  de  ces  obliques  seront  d'autant  plus  éloignes  du 
pied  P  de  la  perpendiculaire,  que  les  angles  DOR;  DOR',  DOR'^,  .... 
ou  leurs  alternes-internes  respectifs,  ORP,  OR'  P,  OR'^P, . . . ,  seront 
plus  petits  ;  et  réciproquement.  Ainsi ,  les  angles  DOR  ou  ORP, 
DOR'  ou  OR'P,...,  d'une  part,  pouvant  devenir  plus  petits  que 
tout  angle  donné;  et,  d'autre  part,  les  distances  OR,  0R%...,  ou 
PR,  PR',...,  pouvant  devenir  plus  grandes  que  toute  ligne  don- 
née ,  il  s^ensuit  que  la  droite  CD  peut  être  considérée  comme  la 
limite  dont  s^approchent  de  plus  en  plus  les  droites  OR,  OR',..., 
à  mesure  que  les  points  de  rencontre  R ,  R',  R'', . . .  s'éloignent  du 
point  F,  et  que  les  angles  DOR  ou  ORP,...,  deviennent  plus  petits. 
C'est  ce  que  l'on  exprime  d'une  manière  abrégée  en  disant  que 
Deux  parallèles  sont  deux  droites  qui  se  rencontrent  à  Vinjîm 
en  fmsant  entre  elles  un  angle  nul. 


§  III.  — T&IAKGLT.S.  4^ 

$111.  —  Propriétés  principales  des  triangles. 
—  Théorie  de  leur  égalité. 

[  Foyez  les  n^  SiS,  37,  el  58,  pour  la  définition  du  triangle  et 
les  premières  notions  sur  cette  figure.  ] 

TBéoBiMK  I.  {^Fig,  37.)  ï''«î-  37- 

N**  5tf .  —  Danj  tout  triangle  ABC ,  la  somme  des  trois  angles  est 
égale  à  2  DEDITS. 

Prolongeons  l'un  des  côtés,  AB  par  exemple,  de  manière  à  for- 
mer VdJk^ extérieur  CSù\  puis,  du  point  B,  menons  B£  paral- 
lèle à  AC.  Les  angles  £BD ,  CAB ,  sont  égaux  comme  correspon- 
dants, et  les  angles  EBC,  BCA,  comme  alternes-internes  (n^  Kl)  ; 
donc  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  est  égale  à  la  somme 
des  trois  angles  formés  au  point  B  ;  mais  celle^i  vaut  a  droiis 
(  n®  29  )  ;  donc  aussi 

ABC  -f-  CAB  4-  ACB  =  2  d&oits. 

N.  B, — L*angle  extérieur  CBD  équivaut  évidemment  à  la  somme 
des  deux  angles  CAB,  ACB,  et  par  conséquent  surpasse  chacun 
de  ces  angles.  —  Ainsi , 

Tout  angle  extérieur  d'un  triangle  est  plus  grand  que  chacun 
des  angles  intérieurs  opposés, 

CoHOLLArsE  I.  —  Un  quelconque  des  trois  angles  d*un  triangle 
est  supplémentaire  de  la  somme  des  deux  autres  (n°  28);  d'où  il 
suit  que , 

Si  deux  angles  d'un  triangle  sont  respectivement  égaux  à  deux 
angles  d'un  autre  triangle,  le  troisième  angle  du  premier  est  égal 
tiu  troisième   angle  du  second: 

Car,  chacun  de  ces  deux  derniers  angles  est  le  supplément  d'une 
même  somme. 

CoaoïXAiKE  II.  —  Si  d'un  point  O  intérieur  à  un  triangle  CAB 
(fig»  25),  on  mène  deux  droites  aux  extrémités  de  l'un  de  ses  cô-  ^ »^-  ^^• 
tés,  AB,  l'angle  OAB  formé  par  ces  deux  droites,  est  plus  grand 
que  l'angle  ACB  du  triangle,  opposé  à  ce  côté  ; 

En  effet,  la  somme  d*angles  OAB  +  OBA  étant  évidemment 
moindre  que  CAB-t-CBA,  il  faut ,  par  compensation  ,  que  le  sup~ 
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plémentO  de  la  première  somme  soit  plus  grand  que  le  supplément 
C  de  la  seconde. 

N®tf6. — ScoLiE. — Un  triangle  ne  saurait  apoiràlafois,  ni  iieux 
angles  droits  ,  ni  un  angle  droit  et  un  angle  obtus,  ni  deux  angles 
obtus; 

Car  autrement  il  s'ensuivrait  que  la  somme  des  trois  angles  du 
triangle  serait  plus  grande  que  deux  angles  droits. 

Gela  posé,  on  donne  le  nom  de  taiauglz  ascTAHOLs  à  tout  triangk* 
qui  a  un  angle  droit;  et  le  côté  opposé  à  cet  angle  s'appdie  hypoténuse. 

Le  TBiAKOLB  OBTUSAHGUB  est  cclul  quî  E  uu  angle  obtus;  —  et  le 
TaiAKGLs  AGUTAHOLB  celut  dout  tous  les  augles  sont  aigus.  —  Ces 
deux  dernières  sortes  de  triangles  portent  le  nom  commun  de 

mi  ANGLES  OBLXQUAVGLBS. 

Dans  tout  triangle  rectangle,  les  deux  angles  aigus  sont  cov- 
pLÉMXifTAiAES  l'un  de  Vautre  (n°  S8). 

Ainsi ,  de  ce  que  Tun  des  angles  aigus  d'un  triangle  rectangle 
est  égal  à  l'un  des  angles  aigus  d'un  autre  triangU  rectangle ,  on 
peut  conclure  que  le  deuxième  angle  aigu  du  premier  est  égal  au 
deuxième  angle  aigu  de  Tautre. 

F,g   3g^  TnioaiME  H-  {Fig.  38.) 

N"  57.  —  Si  d'un  point  T>  pris  sur  l'un  des  côtés  AC  d'un  angU 
quelconque  BAC,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  l'autre  côtt 
AB,  cette  perpendiculaire  tombera  intérieurement  à  l'angle,  au 
extérieurement,  suivant  que  cet  angle  est  aigu  ou  obtus. 

D'abord ,  dans  aucun  cas ,  elle  ne  saurait  tomber  en  A ,  puisque 
CA  est  une  oblique. 

Ensuite,  lorsque  l'angle  est  aigu,  la  perpendiculaire  ne  peut 
tomber  sur  le  prolongement  de  AB  en  E',  puisque ,  si  cela  était, 
on  aurait  un  triangle  DAE'  présentant  un  angle  obtus  et  un  angle 
droit,  ce  qui  est  absurde, 

—  Donc  elle  doit  tomber  sur  le  côté  AB. 

Si ,  au  contraire,  Tangle  est  obtus,  la  perpendiculaire  ne  saurait 
tomber  sur  AB  en  E^':  car  on  aurait  encore  un  triangle  DA£" 
présentant  un  angle  obtus  et  un  angle  droit.  —  Donc  elle  tombe 
sur  le  prolongement  de  AB,  par  exemple  en  E. 


T&IAROLKS.  4^ 

GoROLLADLB  I. — La  perpendiculaire  abaissée  de  Tun  des  sommets 
d*un  triangle  quelconque  ABC ,  sur  le  c6té  opposé ,  tombe  au  de- 
dans ou  au  dehors  de  ce  triangle ,  suivant  que  les  angles  adjacents 
à  ce  côté  sont  tous  deux  aigus  ^  ou  l'un  aigu  et  l'autre  obtus, 

ComoixAiaE  n. — Par  conséquent,  la  perpendiculaire  abaissée  du 
sommet  de  Fangle  droit  ou  obtus  d'un  triangle  rectangle  ou  obtus- 
angle,  sur  le  côté  opposé,  tombe  toujours  dans  Tintérieur  du 
triangle,  puisque  alors  les  deux  angles  adjacents  à  ce  côté  sont 
nécessairement  aigus. 

Du  triangle  isoscèle  et  du  triangle  équilatéral. 

Un  TaïAïf OLE  est  dit  scAiims ,  zsoscàle,  ou  iQuiLATiaAL ,  suivant 
qu*il  a  ses  trois  côtés  inégaux,  ou  eleux  de  ses  cdtés  égaux ,  ou  ses 
trois  côtés  égaux» 

Lorsque  lejUriangle  est  isoscèle,  on  nomme  base  le  côté  différent 
des  deux  autres ,  et  sommet  le  point  commun  aux  deux  côtés 


égaux. 


TnioaiME  m.  {Fig.  ^o.)  Fir..  40. 

N®  JS8.  — Dans  tout  triangle  isoscèle,  CAB,  les  angles.  A,  B, 
opposés  aux  côtés  égaux,  CB,  CA,  sont  égaux. 

Soit  élevée  du  point  D ,  milieu  de  la  base  AB ,  une  perpendicu- 
laire DE  sur  cette  base.  Puisque  Ton  a,  par  hypothèse ,  CA=  CB , 
il  s'ensuit  (n®  41,  scolie  II)  que  le  point  G  se  trouve  sur  DE. — Cela 
posé,  faisons  tourner  CDB  autour  de  DC  comme  charnière;  les 
deux  figures  CDB,  CDA,  s'appliqueront  exactement  Tune  sur 
Tautre.  Ainsi ,  l'angle  CBD  ou  CBA  est  égal  à  l'angle  CAD  ou  CAB  ; 
ou  simplement  B  =r=  A. 

CoEOLLAiEE. — Tout  triangle  équilatéral  est  nécessairement  équi- 
angU,  —  puisque ,  les  trois  côtés  étant  égaux  deux  à  deux ,  les 
trois  angles  sont  aussi  égaux  deux  à  deux. 

TH^OKiME  IV.    {Fig.    4l.)  p,^    ^, 

I 

N°  «(9.  —  Si  deux  côtés  d'un  triangle  CAB  sont  inégaux,  à  un 
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plèLs  grand  côié  est  opposé  un  plus  grand  angle,  — X^^est-à-dire 
que  si  Ton  a ,  par  exemple ,  CA  ^  CB,  on  a  aussi  B  ^  A  ]. 

ÉlevoDs  encore,  du  milieu  D  de  AB,  la  perpendiculaire  DE 
sur  AB.  — Puisque  Ton  a,  par  hypothèse,  CA^CB,  il  s'ensuit 
(  n°  41 ,  N.  B,)  que  le  point  C  est  situé ,  par  rapport  à  la  perpen- 
diculaire DE,  du  même  côté  que  le  point  B  ;  et  si  Ton  joint  le  point 
B  au  point  I  où  AC  rencontre  DE,  on  aura  (n®  41)  AI  =  IB; 
<l*où ,  en  vertu  du  théorème  précédent , 

angle  IBA  =  angle  lAB, 

et  par  conséquent 

CBI  -h  IBA  >  lAB,     ou     angle  B  >  angle  A. 

TaioEiMB  V. 

N*»  60.  —  RicipaoQUBinsHT  :  — i^ — Si  deux  angles  d'un  triangle 
sont  égaux,  les  côtés  opposés  sont  égaux  [et  le  triangle  estisoscéle]  ; 

2?  —  Si  deux  angles  sont  inégaux,  au  plus  grand  angle  est  op- 
posé un  plus  grand  côté. 

Cette  double  proposition  est  une  conséquence  nécessaire  du 
principe  établi  au  numéro  91,  et  se  démontrerait  facilement  par 
l'absurde  au  moyen  des  deux  théorèmes  précédents. 

^^  61.  —  SooLXB  IMPORTANT  sur  le  triangle  isoscels. 
£mc.  4o.  La  droite  DE(>f^.  4o)  menée  par  le  milieu  delabaseet  perpen- 
diculairement à  cette  base,  devant  passer  par  le  sommet  opposée, 
et  divisant  en  même  temps  l'angle  C  en  deux  parties  ^ales  [ainsi 
que  cela  résulte  de  la  superposition  des  deux  figures  GDB ,  €3)A  ] , 
se  trouve  ici  remplir  quatre  conditions  essentiellement  différentes, 
savoir  :  —  i  ** —  de  passer  par  le  milieu  de  la  base;  —  a*»  —  d*  être  per- 
pendiculaire à  cette  base  ;  —  3» — de  passer  par  le  sommet à\x  triangle  ; 
—  4**  —  ^®  diviser  Tangle  au  sommet  en  deux  punies  égales. 

Or  on  sait  (n«»  6, 97, 45)  que  deux  de  ces  conditions  st^ffisent 
pour  déterminer  une  droite  :  ainsi  la  droite  qui  remplira  tleux 
de  ces  conditions  satisfera  nécessairement  aux  deux  autres. 

De  là  résultent  plusieurs  autres  théorèmes ,  parmi  lesquels 
nous  nous  bornerons  à  énoncer  les  suivants  : 


T&IANGLES.  4? 

i» — ija  droite  qui  Joint  le  sommet  d'un  triangle  isoscèle  au  milieu 
de  la  base,  est  en  même  temps  perpendiculaire  à  cette  base,  et  ai- 
me V angle  au  sommet  en  deux  parties  égales; 

2»  —  La  bissectrice  de  rangle  au  sommet  d'un  triangle  isoscèle 
passe  par  le  milieu  de  la  base,  et  lui  est  perpendiculaire  ;  —  etc. 

Toutes  ces  propositions  se  démontrent  par  la  réduction  à  Vab- 
sunk,  et  à  Taide  du  théorème  III. 

De  l'égalité  des  triangles. 
Lemmb  TomiàMXJXTAL  pour  l'égalité  des  figures, 

N®  6fl.  —  Toute  figure  rectiligne  convexe,  ABCDE  {fig.  4^)»  ^^^'  4^- 
étant  actuellement  placée  dans  un  plan,  on  peut  la  disposer  dans 
ce  plan,  dételle  manière, — i® — que  l'un  de  ses  côtés,  AB,  prenne 
une  position  déterminée,  AB\  sur  une  droite  AX  tirée  indéfiniment 
dans  un  seul  sens  à  partir  d'une  des  extrémités.  A,  de  ce  c6té,  et 
— 2« —  que  la  figure  se  trouve  entièrement  située  dans  celle  que  l'on 
voudra  des  deux  régions  du  plan  (n<»  i  I)  par  rapport  à  cette  droite. 

En  effet,  on  peut  d'abord,  à  Taide  d'un  pivotement  (n**  19) 
autour  du  point  A,  faire  prendre  au  polygone  une  position 
AB'C'iyE^  telle  que  AB'=  AB  soit  dirigée  suivant  AX. 

On  peut  ensuite  y  si  cela  est  nécessaire,  rabattre  la  nouvelle 
figure  de  Fautre  côté  de  AB'  pris  pour  charnière  {vP  18 )  :  elle 
prend  alors  [si  elle  ne  Tavait  déjà  acquise  par  le  premier  mouve- 
ment] la  position  AB'C'D^E". 

Les  conditions  de  l'énoncé  sont  nécessairement  satisfaites. 

ScoLiK.  — Supposons,  en  outre,  que  Ton  transporte  le  troi- 
sième polygone  de  manière  que  le  sommet  A  vienne  prendre  po- 
sition  en  un  point  arbitraire  O ,  et  le  point  B'  en  un  certain  point 
de  la  droite  OZ  menée  parallèlement  à  AX ,  et  dans  le  même  sens 
que  celte  dernière  :  —  de  cette  manière ,  le  troisième  polygone 
se  trouvera  représenté  par  OPQRS,  situé  par  rapport  à  OZ 
comme  AB'C"D"E''  Tétait  par  rapport  à  AX. 

Cela  posé,  les  deux  figures  OPQRS ,  AB'C"D"E",  auront  néces- 
sairement tous  leurs  côtés  parallèles  deux  à  deux  et  de  même  sens. 
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En  effet,  puisque  OP  et  AB'  sont  parallèles  et  de  même  sens , 
et  puisque  l'on  a  d'ailleurs 

angle  OPQ  t=  angle  ABfCj 

il  s'ensuit  (n*^  59,  réciproque),  que  PQ,  B'C^  sont  parallèles  et 
de  même  sens.  —  Même  raisonnement  par  rapport  aax  antres 
cdtés. 

On  exprime  cette  dernière  propriété  en  disant/  d'une  manière 
abrégée,  que  la  figure  AB'C^D''  E"",  pour  venir  en  OPQRS ,  a  été 
transportée  parallèlement  à  elle-même;  et  c'est  dans  cette  situation 
relative  des  deux  polygones ,  OPQRS ,  AB'C"  D^  E'^,  que  Ton  a 
coutume  de  considérer  les  figures  quand  on  veut  établir  les  condi- 
tions de  leur  égalité. 

Fao.  44.  TaioaÂMB  VI.  {Fig.  440 

N®6S. — Deux  triangles  sont  égaux,  —  soit  i** — lorsqu'ilsont  un 
côté  égal  adjacent  à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun  ; —  soit 
2^  —  lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux 
chacun  à  chacun; —  soit  3^  —  lorsqu'ils  ont  les  trois  côtés  égaux 
chacun  à  chacun. 

PaamuL  cas. — Soient  les  deux  triangles  ABC,  A'B'C,  dans  les- 
quels on  suppose  AB=A'B',  et  les  angles  A,  B,  respectivement 
égaux  aux  angles  A'  et  B'. 

Portons  le  triangle  A'B'C  sur  le  triangle  ABC ,  de  manière  qne 
le  côté  A'B'  coïncide  avec  son  égal  AB.  — A  cause  de  l'égalité  des 
angles  A'  et  A,B'  et  B ,  les  côtés  A'C,  B'C,  prendront  respective- 
ment les  directions  de  AC,  BC;  et  le  point  C,  rencontre  de  A'C, 
B'C,  coïncidera  avec  le  point  G,  rencontre  de  AC,  BG.  Les  deux 
triangles  se  recouvrant  alors  parfaitement,  sont  donc  égaux. 

DBuxiiifx  CAS.  —Soient  AB=A'  B',  AC  =A'C,  et  Y  angle  A  égal 
à  Vangle  A'. 

Portons  le  triangle  AIB'G  sur  le  triangle  ABC,  de  manière  qne 
A'B'  coïncide  avec  son  égal  AB. —  Comme  on  a 

angle  A!  =  angle  A  ^ 

la  droite  A'C  prendra  la  direction  AC  ;  et ,  à  cause  de  A'C'=:  AC, 
le  point  C  tombera  en  C;  donc  le  côté  B'C  coïncidera  avec 


ou    T&IAUTGLV.  ^q 

le  o6té  BCi  et  les  deux  triangles  se  recouvriront  encore  ^paHkite* 

ment. 

TROisiin  CAS.  —  L*égalité  des  deux  triangles  serait  démontrée 
si  Ton  pouvait  prouver  cpie  Fangle  A'  est  égal  à  Tangle  A,  puis- 
qu'alors  la  proposition  rentrerait  dans  le  cas  précédent.  Or,  je  dis 
que  Tangle  A,  par  exemple ,  ne  saurait  surpasser  l'angle  A'. 

En  efTet,  portons ,  comme  précédemmeat^'le  tringle  A'B'C 
(fig.  44 )>  sur  le  triangle  ABC,  de  manière  que  A'B'  coïncide  Fie.  44 
avec  AB.  —  L'angle  A'  étant  supposé  plus  petit  que  l'angle  A,  le 
côté  A'C  prendra  une  direction  AC  intérieure  à  Tangle  BAC,  le 
point  C  liHubant  eo  C*»  par  exemple  [extérieuffemenl  k  ABC];  de 
sorte  que  le  triangle  A'B'C  se  trouvera  dans  la  position  ABC". 

Cela  posé ,  soient  AL  la  bissectrice  de  l'angle  CAC\  et  L  son 
point  d'intersection  avec  BC;  menons  LC".  —  Les  deux  triangles 
ALC',  ALC,  ainsi  formés,  sont  égaux  comme  ayant  un  angle 
^al ,  l'angle  en  A ,  compris  entre  deux  côtés  égaux  chacun  à  cha- 
cun ,  savoir  :  AL  commun ,  et  AC"  =  AC  ;  d'où  résulte  LC"  =  LC. 

Mais  dans  le  triangle  BLC'',  on  a 

BC"<BL4-LC", 
ou  BC'<BL4-LG,     ou  enfiu    B'C<BC, 

ce  qui  est  contre  VhfpotJwse; 

donc  angle  A'  =  angle  A  ; 

Donc,  etc. 
iV.  B.  —  La  démonstration  est  absolument  la  même,  soit  que  le 
point  C  tombe  hors  du  triangle  ABC ,  comme  dans  la  figure  ac- 
tuelle, soit  qu'il  tombe  au  dedans.  Quant  au  cas  où  il  tomberait 
sur  le  côté  BC,  l'absurdité  du  résultat  B'C'<;[BC  [d'où  nous  avons 
conclu  la  fausseté  de  l'hypothèse  A'  <[  A]  se  reconnaît  immé- 
diatement. 

N^  M. — Scoi^FE. — Le  moyen  de  démonstration  qui  vient 
d'être  employé  pour  le  troisième  cas  d'égalité ,  nous  conduit  à 
cette  nouvelle  proposition  qui  sera  d'im  assez  fréquent  usage  dans 
la  suite  : 

Lorsque  deux  côtés ,  AB,  AC  {fig.  44 )>  ^'^'^  triangle  ABC  sont  Fie.  44. 
égaux ,  chacun  à  chacun ,  à  deux  côtés ,  k!  B'J  A'C,  d'un  antre 

4* 
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triangle  A'B'C,  suivant  que  l'angie  A  compris  par  les  premiers  est 
plus  grand  on  plus  petit  que  r angle  A'  compris  par  les  derniers, 
le  troisième  côté  du  premier  triangle  est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  le  troisième  côté  du  second  triangle. 

Nous  croyons  supeiilti  de  donner  la  démonstration  de  celte 
proposition  y  parce  que,  sauf  la  conséquence,  elle  serait,  en  Xowi 
points ,  semblable  à  celle  que  nous  avons  donnée  plus  haut. 

RÉciPROQUEMEXïT  :  —  Lorsquc  deux  côtés  d*un  triangle  sont 
égaux  y  chacun  à  chacun  y  à  deux  côtés  d'un  autre  triangle,  Vangle 
compris  par  les  premiers  côtés  est  plus  grand  ou  plus  petit  qut 
l'angle  compris  par  les  derniers ,  suivant  que  le  troisième  calé  du 
premier  triangle  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  troisième  eôtt- 
du  second. 

Cette  réciproque,  en  vertu  du  n**  21 ,  est  une  conséquence  né- 
cessaire de  la  directe  et  du  tnjiùièmc  cas  du  théorème  précédent. 

fie.  45.  Théorème  VII.  [Fig.  45.) 

N*»  65.  —  Deux  triangles,  ABC ,  A'B'C,  rectangles  [en  A  et  A*] 
soht  égaux  : 

Soit,  I**  —  lorsqu'ils  ont  l' hypoténuse  égale  et  un  angle  ai§u 
égal,^  =  B';  \ 

Soit,  2"  —  lorsqu'ils  ont  l'hypoténuse  égale  ctjun  côté  de  l'angle 
droit  égal,  AB  =  A'B'. 

1®  —  Les  deux  angles  aigus  C,  C,  étant  respectivement  les 
compléments  des  angles  égaux  B,  B'  (n**  156),  sont  aussi  égaiu 
entre  eux;  dès  lors,  les  deux  triangles  ont  un  côté  égal  adjacent.» 
deux  angles  égaux  chacun  à  chacun:  et  la  proposition  rentre  dans 
le  premier  cas  du  n"  65. 

a®  —  Portons  le  triangle  A'B'G'sur  le  triangle  ABC,  de  manière 
que  A'B'  coïncide  avec  son  égal  AB.  — Comme  les  deux  angles  A,  W 
sont  droits,  le  côté  A'C  prendra  la  direction  de  AC;  et  je  dis  qu'en 
même  temps  B'C  prendra  celle  de  BC.  Car  supposons,  pouriui 
instant,  que  B'C  prenne  une  direction  différente  de  BC,  et  telle 
que  BD  :  le  triangle  A' B'C  serait  alors  représenté  par  le  triangl^. 
ABD,  et  Ton  aurait  B'C  =  BD;  d'où,  à  cause  de  B'C'=:BC  par 
hypothèse,  on  déduirait  BC  =  BD ,  résultat  absurde (n®  40). 
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Ainsi  WC  doit  nécessairement  tomber  sur  BC  ;  donc ,  les  deux 
triangles  A^B'Cy  ABC,  se  recouvrant  parfaitement,  sont  égaux. 

Remarques  importantes  sur  i 'égalité  des  triangles,  et  sar  l'usage 

de  cette  théorie. 

N**  66.  —  ScoLiE  I.  —  Dans  les  différents  cas  d*égalilé  qui 
viennent  d'être  traités ,  nous  avons  supposé,  à  priori,  les  deux 
triangles  situés  dans  un  même  plan  et  disposés  de  la  même  manière. 
Or,  c'est  une  supposition  permise  d'après  le  lxmkk  établi  au  n®  68  ; 
en  effet,  après  avoir  d'abord  {n?  B)  ramené ,  s'il  n'y  était  pas,  le 
triangle  A'  B'C  dans  le  même  plan  que  ABC ,  on  peut  toujours  le 
ùm  tourner  ou  pivoter,  le  renverser  si  cela  est  nécessaire,  le  rap^ 
procher  même  du  premier  [scolie  du  même  numéro)^  de  manière 
que  deux  côtés  supposés  égaux  dans  ces  triangles,  deviennent  pa- 
rallèles et  de  même  sens. 

N**  07.  —  ScoLiK  n.  —  Bien  que,  dans  la  composition  d'un 
triangle ,  il  entre  toujours  six  éléments,  savoir  :  trais  côtés  et  trois 
angles;  cependant ,  pour  être  assuré  qu'il  y  a  égalité  entre  deux 
triangles ,  il  n'est  pas  nécessaire  de  savoir  à  priori  que  les  six 
éléments  de  l'un  sont  ^anx ,  chacun  à  chacun ,  aux  six  éléments 
de  l'autre.  Trois  de  ces  égalités  suffisent,  en  général,  pour  entraî- 
ner l'égalité  des  deux  triangles. 

Toutefois,  il  faut  observer  d'abord  que ,  parmi  les  éléments  don- 
nés comme  égaux ,  il  y  ait  au  moins  un  côté.  Car ,  soit  le  triangle 
KBC{fig.  4^)  dans  lequel  on  a  mené  B'C  parallèle  à  BC  ;  les  deux  Fie.  45. 
triangles  ABC,  A^B'C,  ont  les  trois  angles  égaux  chacun  à  chacun, 
savoir  :  l'angle  A  commun ,  et  les  angles  B  et  B',  C  et  C^  respecti- 
vement égaux  comme  coi'respondants  (n°  ^1).  Or,  ces  deux  trian- 
gles sont  évidemment  inégaux. 

De  plus,  comme  on  entend  (n°  18)  par  figures  égales,  deux 
figures  qui  peuvent  être  superposées,  il  est  clair  que ,  du  moment 
où  la  superposition  de  deux  triangles  est  opérée  , 

A  des  côtés  égaux  sont  opposés  des  angles  égaux  ; — et  réciproque- 
ment.  —  Ainsi ,  une  seconde  condition  nécessaire  pour  entraîner 
régalité   de   deux   triangles   avec  trois  éléments  donnés  comme 
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égaux  y  est  que  chaque  angle  ou  chaque  cAté  donné  comme  égal, 
soit  ou  puisse  être  considéré  comme  oppose  à  un  côté  ou  à  un  tm^lt 
égal  dans  les  deux  triangles. 

Cette  double  restriction  en  apporte  nécessairement  beaucoup 
au  nombre  des  cas  d^égalitc,  lesquels,  ainsi  qu'on  peut  facile- 
ment le  reonnaitre ,  se  réduisent ,  pour  les  triangles  obliquangles, 
à  quatre  essentiellement  différents,  dont  les  trois  principaux  ont 
fait  l'objet  du  numéro  65  :  ceux-ci  sont  les  seuls  dont  nous  auroDS» 
par  la  suite,  à  faire  usage. 

Le  cas  où  Ton  supposerait  que  les  deux  triangles  ont  deux 
angles  égaux  cliacun  à  chacun ,  ainsi  que  le  côté  opposé  h  Vnn 
d'eux  ^  ce  cas ,  disons-nous ,  rentre  évidemment  dans  le  premier 
du  n*'  63 ,  puisque  (n®  tf  tf )  le  troisième  angle  est  aussi  égal  dans 
les  deux  triangles. 

Quant  au  quatrième  cas,  essentiellement  distinct  des  précédents, 
nous  y  reviendrons  plus  tard. 

l^""  68.  —  ScoLiE  ni.  —  L'usage  principal  de  la  théorie  des 
triangles  égaux  est  de  simplifier  une  foule  de  démonstrations ,  en 
rendant  inutiles  des  superpositions  de  figures,  que  souvent,  sans 
le  secours  de  cette  théorie,  on  serait  obligé  d'opérer  pour  constater 
l'égalité  de  certaines  droites ,  de  certains  angles  qui  entrent  dans 
ces  figures. 

§  IV.  —  Du  quadrilatère  et  de  ses  différentes  espèces. 

F,G.47.  THl.OKeMF.I-.  (^7^.47.) 

N**  69.  —  Dans  tout  quadrilatère  ABCD,  la  somme  des  angles 
est  égale  à  4  Droits. 

Tirons  la  diagonale  AC  ;  la  somme  des  angles  du  quadrilatère 
est  évidemment  égale  à  celle  des  angles  des  triangles  ABC ,  ADC. 
Or,  dans  chaque  triangle,  la  somme  des  angles  vaut  2  droits 
(n*  W);  donc,  etc. 

Corollaire. — Si  deux  des  angles  d'un  quadrilatère  sont  rlroitSf 
les  deux  autres  sont  supplémentaires  (n"  28). 

N"  70.  —  ScoLie.  —  Deux  angles  qui  ont  leurs  c6tés  [  proloo- 
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gés  s'il  est  nécessaire]  perpendiculaires  chacun  à  chacun ^  sont 
égaux  ou  supplémentaires;  —  [c'est-à-dire  (n^  98)  égaux  s'ils 
sont  de  même  espèce ,  supplémentaires  s*ils  sont  d'espèce  diffé- 
rente]. 

En  effet  y  observons  d'abord  que ,  pour  tout  angle  donné  BAC 
(Jig.  48),  on  peut  toujours  trouver  un  point  O  intérieur  tel  ^  que  Fie.  43. 
les  perpendiculaires  abaissées  de  ce  point  sur  AB,  AC,  déter- 
minent, avec  ces  côtés,  un  quadrilatère  convexe  ADOE.  [Il  suffît 
pur  cela  que  les  deux  angles  OAB ,  OAC,  soient  aigus  (n*"  tf7)  ; 
or,  si  Tangle  BAC  est  aigu ,  tout  point  intérieur  jouit  de  la  pro- 
priété énoncée;  et  s*il  est  obtus,  on  peut  prendre  un  point  quel- 
conque de  la  bissectrice  AL.  ] 

Cela  posé,  quelle  que  soit  la  position  par  rapport  à  l'angle 
BAC ,  d'un  second  angle  B'A'C  [  qui  n'est  pas  représenté  sur  la 
figure,  parce  que  cette  position  relative  est  très-variable],  on 
peut  du  moins  affirmer  que  les  côtés  de  l'angle  B'A'C  sont  (n*^  58) 
respectivement  parallèles  à  ceux  de  l'angle  DOE  du  quadrilatère 
ADOE,  et  par  suite  (n<»  55),  que  les  angles  B'A'C,  DOE,  sont 
égaux  ou  supplémentaires.  Or,  dans  le  quadrilatère  ADOE ,  les 
deux  angles  en  A  et  en  O  sont  supplémentaires  [n'*  09 y  coroL); 
donc  les  deux  angles  BAC,  B'A'C,  sont  supplémentaires  ou  égaux; 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 


Du  parallélogramme  et  de  ses  variétés. 

N**  71.  —  On  nomme  PAKALLiLOGRAMMs  un  quadrilatère  ABDC 
{Jig.  49)  ^^'^^  '^^  côtés  opposés  sont  parallèles  deux  à  deux.  —  Fie.  49* 
D^ou  il  résulte  nécessairement 

I"  que  —  Deux  parallélogrammes^  ABDC,  A'B'D'C,  sont 
égaux  quand  ils  ont  un  angle  égal  [  A  =r  A'  ]  compris  entre  côtés 
égaux  chacun  à  chacun. 

Car  si  l'on  place  l'angle  A'  sur  l'angle  A ,  comme  on  a  en  outre 

A'B'  =  AB,     A'C  =  AC, 
les  points  B%  0%  tomberont  respectivement  sur  les  points  B ,  C. 
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Dès  lors  B'iy,  dV,  devront  prendre  ies  directions  de  BD,  CD; 
autrement,  il  s^ensoivrait  qne  d'un  même  point,  B  ou  C,  Ton 
pourrait  mener  deux  parallèles  à  une  même  droite,  ce  qui  est  ab- 
surde (n*^  54). — Ainsi  les  deux  figures  se  recouvriront  parfaitement 

2^  Que  —  Dans  tout  paralléiogmmme ,  ies  angles  opposés  [A 
et  D,  B  et  C]  s^mt  égaux (n<>  «ft,  coroil.  I) ; 

et  3^  que  aiciFiLOQUxiixirT  :  —  Si  ies  angies  opposés  d'un  qua- 
drilatère sont  égaux ,  la  figure  est  un  parallélogramme. 

En  effet,  on  a  (n<»  69) 

A-hB-|-D-f-C  =  4  angles  droits  ; 

mais,  par  hypothèse, 

A  =  D,     et    B  =  C; 

donc  cette  égalité  revient  à  ces  deux-ci  : 

<  aA  -h  aB  =  4  ^^^^  \       J1V      cA-f-B=a  droiu  » 
(  aD  -h  2C  =  4  droits  y         ^       (D-hC  =  2  droits  Y 

Ainsi  (n**  47)  les  côtés  AC  et  BD,  AB  et  CD,  sont  parallèles  detix 
à  deux  ;  C  <?.  F.  D, 

Fio.  49*  THioaiMsII.  {Pig-  49*) 

N^  78.  — Dans  tout  parallélogramme  ABDC,  les  édités  opposés 
[AB  et  CD,  AG  et  BD]  sont  égaux  deux  à  deux. 

Menons  la  diagonale  AD,  et  comparons  les  deux  triangles  ABD, 
AGD  :  Os  ont  d'abord  le  côté  commun  ADj  de  plus,  les  denx 
angles  DAB,  ADC,  sont  égaux  (n**  ttt)  comme  altemes-intemes;  et 
les  deux  angles  CAD ,  ABD,  sont  aussi  égaux,  par  la  même  raison. 
Ainsi,  ces  deux  triangles  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal  ad- 
jacent à  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun.  Donc  les  côtés  VU , 
AC,  opposés  aux  angles  égaux  DAB,  ADC,  sont  égaux,  ainsi  que 
les  cotés  CD,  AB,  opposés  aux  angles  égaux  CAD,  ADB  (v<>x»  !<* 
scoUelLàxx  n*»  67);  C.  Q.  F.  D. 

RiciPBO^KUEMXirT  :  —  Si  les  côtés  opposés  d*vn  quadrilatrrc  ABDC 
sont  égaux  deux  à  deux,  la  figure  est  un  parallélogramme  ; 
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Car  alors  les  deux  triangles  ABD,  AUG,  oixt  les  trois  cotés 
égaux  chacun  à  cbacan  ;  d'où  l'on  conclut  (n°  67,  ^scolie)  : 

angle  BAD  =  ahgle  ADC ,     et     angle  DAC  =  angle  ADB  ; 

donc  (n"*  46}  les  droites  AB  et  CD ,  BD  et  AC  ^  sont  parallèles  deux 
à  deux. 

N°  75.  —  ScoLiE.  —  Le  théorème  précédent  peut  encore  s'é- 
noncer de  la  manière  suî^nte  : 

Les  parties  de  parallèles  comprises  entre  parallèles  sont  égal  es  i^)  : 
—  proposition  qui  renferme,  comme  cas  particulier,  le  théo- 
rème I"  du  h°  44.  ^ 

Théoukme  IU.  (Fig.  %.)  jp,^  ^^ 

N°  74.  — Si  deux  côtés  opposés,  AB,  CD,  d'un  quadrilatère 
ABCD ,  sont  égaux  et  parallèles ,  la  figure  est  un  parallélogramme, 

£q  eflfet,  menons  la  diagonale  AD:  les  deux  triangles  ABD, 
ACD,  ont  le  côté  AD  commun,  et  AB=sCD  par  hypothèse;  de 
plus ,  puisqu'on  suppose  en  outre  AB  parallèle  à  CD ,  les  angles 
alternes-internes  DAB ,  ADC,  sont  égaux  (n°  51).  Ainsi  les  deux 
triangles,  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux,  sont 
égaux  ;  d'où  U  résulte  (n®  67)  que  l'angle  CAD  opposé  au  côté  CD 
est  égal  à  Tangle  ADB  opposé  au  côté  AB  ;  donc  (n®  46)  les  deux 
droites  AC,  BD,  sont  parallèles.  —  Donc,  etc. 

Ro  7i5.  —  CoKOLLAiRE  I.  —  Dans  tout  parallélogramme  ABDC 


{*)  On  peat  démontrer  calte  proposition  mhb  le  secours  de  la  théorie  de 
régal îté  des  triangles,  en  opérant,  par  119  simple  pivotement,  la  saperposi- 
tioD  des  deux  fl^jures  ACD,  ABU  :  —  Faites  tourner,  comme  au  n^  46,  le 
triangle  ACD  autour  du  milieu  I  de  AD,  de ihanîèro  que  lA  vienne  6\'ippU- 
qiier  sur  ID ,  et  ID  sur  lA.  Puisque  Ton  a ,  en  yertu  du  parallélisme, 

angle  CAD  =  angle  ADB ,    el    angle  CDA  =  angle  BAD , 

les  droites  AC,  DC,  prendront  les  directions  des  droites  DB,  AB,  et  rrci- 
proqncment  :  ainsi  les  deux  figures  ABD,  ACD,  se  recouvriront  parfaite- 
ment^ et  Ton  aura 

AC  =  BD,     AB  =  bC. 

4* 
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{fg,  49)9  ia  droite  [£F  ou  GH]  qui  joint  ies  milieux  [E  »  F,  ou  G»  H] 
de  deux  c6tés  pmrallèles,  est  égal»  et  parallèle  aux  deoM  aujtres, 

€ar,  de  ce  que  les  droites  AE,  BF,  soBt  égales  comme  moido 
de  lignes  égaies  AC,  BD,  et  de  co  que  A£  est  parallèle  à  BF,  il 
s'ensuit  (n*74)  que  ABFE  eaft  un  parallélogramme;  et  Ton  a 

EF=*AB  =  CD. 

On  démontrerait  de  même  que 

GH  =  ACc=BD. 

Corollaire  n.  —  Enjoignant  les  extrémités  £ ,  F,  ^  deuxper- 

F«.  ^' pcndiculaires  égales ,  GE,  HF  {^g.  29),  menées  à  une  même  droite 

AB  [dans  la  même  région],  on  obtient  une  parallèle  à  cette  droite. 

C'est  encore  une  conséquence  évidente  du  théorème  principal. 

Fi«.  5o,  Théorème  IV.  [Fig,  5o.) 

19®  76.  —  Les  diagonales,  AD^  BC,  d'un  parallélogramme  se 
coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales. 

Soit  O  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales  ;  les  triangles 
AOC,  DOB,  sont  égaux  comme  ayant  un  côté  égal  [AC  =  BD] 
adjacent  à  des  angles  égaux  chacun  à  chacun ,  savoir  : 

CAO  =  ODB,     ACO  =  OBD; 
donc  (n«  67) 

AO  =  OD,  BO  =  OC. 

N,  £,  —  Le  point  O  est  dit  le  centre  du  parallélogramme. 

Rl^ciPROQUSMENT  :  —  Si  ies  diagonales  d'un  quadrilatère  se 
coupent  mutuellement  en  deux  parties  égaies,  la  figure  est  un 
parallélogramme. 

Car,  de  OA==OD  et  B0=OC ,  on  dédoit  Tégalité  des  triangles 
AOC,  BOD  (n*>'65,  2«  cas)\  d'où,  par  suite, 

AB  =  CD,     AC  =  BD; 

ainsi  (n®  74)  ABDC  est  un  pacallélograrame. 

ScoLis. — La  plus  grande  AD  des  deux  diagonales  d'unparallé- 
Fie.  5o.  logramme  ABGD  {fig,  5o)  est  la  diagonale  opposée  au  plus  grand 
angle^ 
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En  effets  les  deux  triangles  AGD»  G4By  ont  le  côté  commun  AC  ; 
de  phis,  le  côré  CD  est  égal  à  AB.  D'ailleurs,  Tangle  AC3>  est  plus 
grand  que  j*angle  CAB;  donc,  en  verta  du  gcoUe  n°  64,  le  côté 
AD,  opposé  à  ACD,  esl  plus  grand  que  le  côté  GB,  opposé  à  CAB. 

> 

Du  losange. 

Pî®  77.  —On  appelle  Losaugb ,  ou  quelquefois  Rhombe  (*),  un 
quadrilatère  ASDQ  [fig»  Si)  dont  tous  les  côtés  sont  égaux,  pic.  5i. 

Le  losange  n*étant  alors  (n*'78,  récip.)  qu'une  variété  du  pa- 
rallélograDime,  jouit  nécessairement  de  toutes  les  propriétés  de 
celuirci.  —  Ainsi  par  exemple  (uP  71), 

Deuje  losanges  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  càté  égal  et  un 
angle  égal, 

lilais  il  est  une  autre  propriété  fort  importante,  particulière  au 
losange,  que  nous  allons  démontrer. 

Théorème  V.  {Ftg,  5i.)  Fio.  5i. 

N*  78. — Les  diagonales  d'un  losange  se  coupent  à  angles  droits. 

G>rapar9ins  les  deux  triangles  AOB ,  AOC.  Ils  ont  le  côté  com- 
mun AO,  le  côté  OC  égal  à  OB  (i^^"  76),  et  le  côté  AC  égal  à  AB, 
par  la  nature  du  losange.  Donc  ces  deux  triangles  sont  égaux 
(n«  65,  3"  cas);  d'où  l'on  déduit 

angle  AOC  =  angle  AOB. 

Ainsi  les  quatre  angles  en  O  sont  droits. 

RtaP&OQUBMXNT  :  —  Si  les  diagoncHes  d'un  quadrilatère  se 
coupent  à  angle  droit  et  mutuellement  en  deux  parties  égales,  la 
figure  est  un  losange. 

Car  alors  les  quatre  triangles  AOB,  AOC,  BOD,  COD,  sont 
égaux  (n**  63 ,  3*  cas)  ;  et  Ton  a 

AB  =  AC  =:  BD  =  CD. 


(*)  De  cette  expression  dérÎTe  celle  do  rhomboïde,  que  Ton  emploie  quel- 
quefois pour  désigner  fo  parallélogramme,  et  celle  de  rhomboèdre,  lignifiant 
UD  corps  qni  a  pour  faces  6  losanges. 

4' 
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|r  ScoLKB. — En  devenant  stir  là  {Proposition  directe,  on  voit»  d*apRs 
l'égalité  des  deux  triangles  AOB,  AOG,  que  les  angles  CAO,  OAB, 
opposés  aux  côtés  égatoc  OC,  OB,  sont  égaux;  d*où  iisait  que 

Dans  un  losange,  chaque  diagonale  divise  en  deua:  partia 
égales  les  angles  qui  lui  correspondent  [c'est-à-dire  >  qui  ont  pour 
sommets  les  extrémités  de  cette  droite]. 

Au  reste,  ces  trois  propositions  peuvent  étre^acîlement  dé- 
duites de  la  théorie  des  perpendiculaires  (n*'  4i],  ou  de  celle  des 
triangles  isoscèles  (n®  61),  abstraction  faite  de  Tégalité  des  triangles. 

Du  rectangle. 


c«.^ 


Fie.  5a.  N'»  79.  — Le  Rectangle  est  un  quadrilatère  ABDC  {fig-  52 
dont  les  quatre  angles  sont  droits.  —  C'est  aussi  un  parallélo- 
gramme dont  deux  côtés  contigus  sont  perpendiculaires  entre 
eux;  d*eii  il  résulte,  en  vertu  de  la  théorie  des  parallèles ,  que  les 
quatre  angles  sont  droits,    • 

Deux  rectangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  deux  Côtés  contigus 
égaux  chacun  à  chacun. 

La  propriété  caractéristique  du  rectangle ,  celle  qui  la  distingue 
d*un  parallélogramme  queleonqfae,  consiste  en  ce  que: 

Fie.  5s.  TnéoRÂHE  VI.  (Fi'g.  52.) 

Les  deux  diagonales  d'un  rectangle  sont  égales. 

En  effet,  les  deux  triangles  BAC,  ACD,  sont  égaux  coname 
ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun, 
savoir:  Tangle  droit  CAB^ACD,  AC commun,  etAB  =  GD; 
d'où  l'on  déduit  £C  =  AD. 

RiciPEOQUEMENT  :  —  Si  les  diagonales  d'un  quadrilatère  ABDC 
sont  égales  et  se  coupent  en  parties  égales,  la  figure  est  un  rec- 
tangle. 

D^abord,  ABDC  est  un  parallélogramme  (n®  76,  réciproquc]\ 
ainsi ,  tout  se  réduit  à  prouver  que  les  deux  angles  en  A  et  en  C 
sont  égaux,  puisque  leur  somme  vaut  2  droits  (n®  1(1).  Or  on  a* 
|iar  hypothèse,  et  à  cause  des  propriétés  du  parallélogramme, 

AO  =  OC=:OB; 
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d  OÙ  il  suit  que  les  triangles  AOC,  AOB,  sont  isoscèles,  et  donnent 
(n«  «0)  angle  CAO  =  angle  ACO, 

angle  QAB  =  angle  OB  A  =  angle  OCD; 

donc 

CAO  -h  OAB  =  ACO  4-  OCD,     ou     CAB  =  ACD; 

C.  Q.  F.  D. 

Du  carré, 

^o  0Q,  .  x^e  Ckhxk  est  un  quadrilatère  (fig.  53),  dont  tous  les  Fio.  53. 
côtés  sont  égaux,  et  dont  tous  les  angles  sont  droits. 

Cette  figure  est  donc  à  la  fois  un  cas  particulier  du  losange ,  et 
un  cas  ];>articulier  du  rectangle* — [Ce  qui  la  distingue  surtout  du 
losange,  c'est  que,  dans  celui-ci,  les  quatre  côtés  sont  égaux  sans 
être  à  angles  droits.  ] 

Ainsi  —  Le  carré  a  ses  deux  diagonales  égales,  comme  le  rec- 
tangle ;  —  et  ces  diagonales  se  coupent  à  angles  droits,  comme 
celles  du  losange. 

En  outre,  les  quatre  triangles  AOB,  AOC,  GOD,  DOB,  sont 
isoscèles,  rectangles,  et  égaux  entre  eux,  c'est-^à-dire  superpo- 
sables;  tandis  que,  dans  le  losange  {fig.  5i),  ces  triangles  sont^i^*-  ^'* 
aussi  rectangles,  ^aux  et  superposables ,  sans  être  isoscèles ,  et 
que,  dans  le  rectangle,  ils  sont  isoscèles  sans  être  égaux. 

En  un  mot,  le  carré ,  par  sa  forme  symétrique,  peut  être  con- 
sidéré comme  le  plus  simple  des  polygones. 

Du  trapèze, 

Ii<*8i.  —  Nous  ne  pouvons  nous  dispenser  ici  de  faire  connaî- 
tre une  antre  espèce  de  quadrilatère  dont  les  propriétés  se  lient 
naturellement  à  celles  du  parallélogramme. 

LeTaAPÂZB  est  un  quadrilatère  ABDC  [fig.  54)  dont  deux  côtés  ^-  ^4* 
seulement,  AB,  CD,  sont  parallèles,  —  Ces  côtés  sont  dits  les  bases 
du  trapèze  ;  et  la  perpendiculaire  IK  commune  à  ces  deux  bases , 
en  est  la  hauteur.  —  F/es  deux  côtés  non  parallèles  sont  dits  les 
rôtcs  latéraux. 
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sommets»  la  somme  des  angles  du  polygone  est  évidemiiient  égak 
à  celle  des  angles  de  tous  les  triangles  ainsi  formés.  Or,  dans  chaque 
triangle ,  la  somme  des  trois  angles  est  égak  à  a  droits  (n?  M)  ;  et 
il  y  a  autant  de  triangles  qu'il  y  a  de  côtés  moiMs  deux  (n**  83)j 
donc  9  etc.  * 

N°  M,  ScolieI.  —  Soit  n  le  noml»e  des  côtés;  on  a  »  pour 
Texpression  abrégée  de  la  somme  des  angles  du  polygone , 

2(11  —  a),     ou    2ii  —  4 

en  efîectuant  la  multiplication  d'après  les  règles  connues  de  U 
multiplication  algébrique. 

La  dernière  expression  fournit  un  autre  énoncé  de 

La  somme  des  angles  d*un  polygone  :  elle  s'obtient  en  doublaia 
le  nombre  des  côtés,  et  retranchant  4  du  résultat  [  Tangle  drtnt  étamt 
toujours  pris  pour  unité]. 

On  démontre  directement  la  proposition  ainsi  présentée,  en 
ayant  recours  au  deuxième  mode  de  décomposition  indiqué  ao 
Fœ.  56.  numéro  85.  Il  est  visible,  en  effet  [fig.  56),  que  la  somme  des 
angles  du  polygone  est  égale  à  celle  des  angles  de  tous  les  triangles 
qui  ont  leur  sommet  en  0 ,  diminuée  de  la  somme  de  tous  les 
angles  formés  autour  de  ce  point,  laquelle  ^t  (n®  51)  égale  à 
4  droits  ;  donc,  etc. 

Faisons  successivement ,  dans  les  deux  expressions  précédentes , 

71=3,  /2  =  4s     ^=5,     /i=6^...;  il  vient  ainsi, 

d'après  la  première , 

axi,  aXa,     ax3,     ax4>"*'>     o**    2,  4»  6,  8,..., 
et  d'après  la  deuxième, 

6—4»  ^ — 4>  10  — 4>   la— v4>»*-»>    ®*^     ^>  4»  ^»  8,..., 
suivant  que  les  polygones  ont  3,  4»  5,  6,...  côtés, 

résultat  qui  s'accorde  avec  les  théorèmes  des  n^  W  et  69 

N®  86.  —  ScoLiE  n.  —  Si  le  polygone  donné  est  cqniangle , 
c'est-à-dire  si  tous  ses  angles  sont  égaux,  on  a,  pour  l'expres- 
sion de  chacun  des  angles , 

1  (n  —  a)  a»  —  4 

— i -^      ou      -. 

n  n 
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Ainsi,  dans  ie  triangle  é^uilatéral  (n^  68),  chacun  des  angles 

6  —  4         2  „      ,     , 
vaut — 5—^  ou  «  d  angle  €/ro// 

Dans  le  cafré  (n°  80) ,  chaque  angle  vaut       .      ou  i  droit. 

6    8 
On  trouverait  égalenient  ^>  tt,  — , . . .,  pour  Vaugle  à\\npcn^ 

tagonej à*VLVL  hexagone ,  d'un  heptagone,, . .,  supposé  équiangle. 

Enfin,  Texpression revenant  h.  %  —  5,  prouve  que 

An  delà  de  quatre  côtés,  chaque  angle  d*un  polygqne  équiangle 
est  toujours  obtus, 

m 

Theoeàhe  il  {Fig.  55  et  56.)  Fie.  55  et  56. 

N**  87.  —  Dbns  tout  polygone  convexe  ABCDEFG,  si  Ton  pro- 
longe tous  les  côtés  dans  le  même  sens  (*) ,  la  somme  des  angles 
extérieurs,  aBC ,  bCJ} ,  cDE , . . . ,  ainsi  formés,  est  égale  à  4  bboits. 

En  effet,  on  voit,  d'après  \di  figure  et  d'après  le  n**  29,  que  les 
angles,  tan^  intérieurs  qu'extérieurs,  formés  aux  points  A,  B, 
C, .  . .,  déterminent  une  somme  totale  égale  à  autant  de  fois 
2  droits  qitil  q-  a  de  sommets  ou  de  côtés  dans  le  polygone  \ 
ainsi  (n^  BIS)  cette  somme  surpasse  de  4  angles  droits  celle  des  angles 
intérieurs;  donc  il  reste  nécessairameat  4  droits  pour  la  somme 
des  angles  extérieurs, 

AuTHEMENT  :  —  Si  d'un  point  0  [fig-  S*])  pris  arbitrairement  Fie.  57. 
dans  le  plan  du  polygone ,  on  mène  O/',  0^',  Oc', . . . ,  respective- 
ment parallèles  à  Aa,  Bb,  Ce,...,  et  de  même  sens  que  ces  droites, 
les  angles  a'Ob'  et  aBb^  b'Oc^  et  bCcy,,,y  sont  égaux  chacun  à 
chacun  (n**  M);  donc  la  somme  des  angles  a'O^',  l&'Oc',...,  est 
égale  à  celle  des  angles  aBb^  bCc,»,.  Mais  la  première  vaut 
4  angles  droits  [n^  SI)  :  donc  aussi,  la  seconde  vaut  4  angles  droits. 


(*]  Cette  esprosBioii,  dans  le  méntaens,  signifie  que,  si  Ton  faisait  le  tour 
an  polygone  en  suÎTant,  par  exemple,  Tordre  A,  B,  C,  D, ...,  il  fAudrait, 
arant  de  tourner  pour  pai&er  d^un  côté  AB  au  suirant  BC,  puis  do  BC  à 
CD,...,  prolonger  toujours  en  avant,  par  exemple,  te  côté  que  Pon  quitte, 
AB<i,BC*,CDc,.... 

4** 

i 
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ScoLiB.  —  Um  polygone  convexe  ne  saurait  apoir  pJâu  de  tmt 
angles  aigus; 

Car  s^il  y  en  avait  seulement  quatre,  il  s*ensuîvndt  que  h 
somme  des  angles  extérieurs,  correspondants  serait  déjà  pius 
grande  que  4  droits. 

« 

Conditions  d*égalité  dans  deux  potygones  conpejges. 

Tniowhm  TU. 

'  N**  88.  —  Deux  polygones  comvexes  se  confondent  nécessaireoKDt 
lorsqu'ils  ont  les  mêmes  sommets. 

D*abord,  toutes  les  droites  qui  ioigneiR  ces  sommets  deux  à 
deux  [côtés  ou  diagonales]  coïncident.  —  En  outre,  Un  côté  du 
premier  polygone  ne  saurait  être  une  diagonale  dusecond  ;  car,  si 
cela  était  y  il  s^ensuivrait  (n°  56,  S'*)  que  les  sommtts  du  premier 
polygone  ne  seraient  pas  toys  situés  dans  la  même  région  par  rap- 
port à  ce  côté  ;  ce  qui  implique  contradiction  avec  la  nature  da 
polygones  convexes  (n**  50). 

Donc,  puisque  les  côtés  de  Tun  coïncident  avec  Les  côtés  de 
Tautre,  chacun  à  chacun,  les  deux  polygones  se  confondent. 

Fw.  58.  TnioRiME  IV.  {Fig.  58.) 

N»89.  —  Deux  polygones  j  ABCDEF,  A'B'C'D'E'F',  sont  égau^ 
lorsque  y  ayant  un  côté  égal  [AF  =  A'F'],  ils  sont  tels,  en  outre, 
ique  les  distances  respeetives  des  extrémités  [A  et  A',  F  et  Y'^tie  it 
côté  h  tous  les  autres  sommets  B,  C,...,  B',  C',...,  soient  égales, 
chacune  à  chacune ^  et  disposées  de  la  même  manière: 

€*est>à-dire  si  Ton  a 

AB  =  A'  B',     AC  =  A'C,     AD 
puis       FB  =  F'B',     FC  =  F'C',     FD 

£n  effet,  faisons  mouvoir  [comme  au  n°6!2]  le  second  polygone 
dans  son  plan,  de  telle  manière  que  le  côté  A!W  vienne  prendre 
position  sur  son  égal  AF.  —  Puisque,  par  hypothèse,  on  a 

AB  =  A'B',     et     FB  =  F'B', 

les  deux  triangles  ABF,  A'B' F',  sont  égaux  (n"  65,  d!^  cas),  ets*ap- 
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pliqueront  exactement  F  un  sur  Vautre  ;  donc  le  point  B'  tombera 
en  B.  —  De  même,  puisque 

AC  =  A'C     FC  =  F'C 

le  point  C  tombera  en  G.  Et  ainsi  de  tous  les  autres  sommets  D  et 
D',  E  et  E',...  des  deux  polygones.  —  Donc  (n®  88)  les  deux  poly- 
gones se  recouvriront  parfaitement ,  et  sont  par  conséquent  égaux. 

Scous  I.  —  En  disant  dans  Ténoncé ,  que  les  distances  égales , 
AB  et  A' B%  AC  et  A'C, . . . ,  FB  et  F'B',  FC  et  F'C, . . . ,  sont  disposées 
delà  même  manière ,  nous  entendons  que  les  lignes  A'B',  A'C',..., 
F'  B',  F'C, . . . ,  suivent  entre  elles  le  même  ordre  de  position  rela- 
tive, que  leurs  égales  AB,  AC, . . . ,  FB,  FC , . . .  :  en  d'autres  termes, 
ces  lignes  sont  ou  peuvent  être  toujours  supposées  T'âiv/Z^/^j  deux 
à  deux  et  de  même  sens.  —  (Voir  le  scolie  du  lemme  n^  62.) 

Cependant ,  il  est  bien  entendu  que  le  théorème  précédent  n'en 
subsisterait  pas  moins  lors  même  que  les  deux  polygones  n'au- 
raient pas  actuellement  la  position  indiquée  par  \k  figure  58.  Fie.  58. 

N^  90. — SooLiK  II.  —  Si  Ton  désigne  par  n  le  nombre  des  côtés 
de  chacun  des  polygones,  le  nombre  des  données  supposées  égales 
dans  le  théorème  précédent,  est  évidemment  égal  à  (2/1  —  3).  Car 
le  nombre  des  sommets  autres  que  A,  F,  ou  A%  F',  étant  [n  —  2) 
pour  chaque  polygone,  on  a  2  (/i  —  2),  ou  (2^1  —  4)>  P^ur  le 
nombre  des  couples  de  distances  égales 

AB=A'B',   AC  =  A'C',...,  etFB  =  F'B',    FC  =  F'C, 

Mais  à  ce  nombre  (2/1  —  4)  ^  ^^^^  ajouter  i ,  à  cause  de  AF=A'  F'. 
Ainsi ,  le  nombre  total  des  données  est  égal  à 

(2/1 — 4  "•"  0     ^"     (2"  —  3). 

On  peut  conclure  de  là,  par  induction,  que  le  nombre  des  don« 
nées  égales  nécessaire  pour  établir  l'égalité  de  deux  polygones  » 
est  (2/1  —  3) ,  /i  exprimant  le  nombre  des  côtés. 

Ainsi,  le  nombre  des  données  est ,  pour  le  triangle ,  2X3  —  3, 
ou  3;  pour  le  quadrilatère ,  2  X  4  —  ^>  ou  5;  etc. 

Mais  il  y  a ,  comme  pour  le  triangle  (\i"  67),  des  restrictions  à 
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établir.  Par  exemple ,  si  Ton  fait  entrer  les  angles  en  considén- 
tion ,  //  faut  que  les  angles  supposés  égaux  soient  on  paissent  étrt 
regardés  comme  compris  entre  des  côtés  respectivement  égaux,  con- 
dition qui  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  nature  des  figures 
superposables. 

En  outre,  on  ne  doit  jamais  donner  plus  de  [n — i) angles  égaux 
dans  les  deux  figures ,  puisque  (n*^  84)  la  somme  des  angles  doit  être 
la  même  pour  deux  polygones  d'un  même  nombre  de  côtés,  etc. 

Voici  trois  nouveaux  cas  d'égalité  qu'il  est  utile  de  connaître  : 

Fie   58.  TnioniME  V.  [Fig.  58.) 

N«9i.— />eiu?  polygones  [de  n  côtés],  ABCDEF,  A'B'CD'E'F, 
sont  égaux , 

Soit  1°  —  lorsqu'ils  ont  {n  —  i  )  côtés  consécutifs  égaux  ehacMin  à 
chacun ,  ainsi  que  les  (n  —  a)  angles  compris  entre  ces  côtés; 

Soit  7?  —  lorsqu'ils  ont  (/i  —  2)  côtés  consécutifs  égaux  chacun 
à  chacun,  ainsi  que  les  angles  qu'ils  font  entre  eux  et  avec  les  deux 
autres  ; 

Soit  3^  —  lorsqu'ils  sont  composés  d'un  même  nombre  de  triangles 
égaux  chacun  à  chacun  et  disposés  de  la  même  manière  [ABC  et 
A'B'C,  ACD  et  A'C'D', . . .]. 

Nous  renvoyons,  pour  la  démonstration  des  deux  premiers  cas^ 
an  mode  de  superposition  indiqué  à  la  fin  du  n®  69.  Seulement , 
observons  que ,  dans  le  premier  cas ,  lorsqu'on  auhi  opéré  la  su- 
perposition du  (/i  —  I  )*'•**  côté  D'E'  avec  son  égal  DE,  comme  les 
points  F'  et  F ,  E'  et  E ,  coïncideront,  le  /i'*'^  côté  E' F'  sera  né- 
cessairement égal  au  /i"*'^  côté  EF  ;  et  les  deux  angles  lï  E'  F, 
Y/ Y* A!  y  seront  aussi  respectivement  égaux  aux  angles  DEF,  EFA , 
à  cause  de  la  superposition.  —  Donc  il  suffit  de  [in  —  3)  éléments 
[côtés,  angles]  supposés  égaux. 

Même  raisonnement  par  rapport  au  second  cas. 

Quant  au  troisième ,  on  peut  opérer  directement  la  superposi- 
tion des  différents  triangles  supposés  égaux  dans  les  deux  poly- 
gones ,  et ,  par  suite ,  celle  des  deux  polygones  eux-mêmes  ;  —  ou 
bien  on  peut  dire  :  —  Les  triangles  A'B'C,  ABC,  étant  supposés 
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égaux,  il  s^ensiiit  que  leurs  côtés  et  leurs  angles  sont  égaux  chacun 
à  chacun.  Pareillement,  les  triangles  A'C'D',  ACD,  étant  supposés 
égaux,  leurs  angles  et  leurs  côtés  sont  respectivement  égaux; 
et  ainsi  de  suite.  —  D'où  il  est  facile  de  conclure ,  —  i^  que  les  cô- 
tés des  deux  polygones  sont  égaux  chacun  à  chacun  ;  —  et  2?  leurs 
angles  sont  aussi  égaux  comme  composés  d'angles  reconnus  égaux 
dans  les  triangles.  —  Ainsi  le  troisième  cas  rentre  dans  les  deux 
premiers. 

N*»92. — ScoLiE. — Nous  observerons,  par  rapport  à  ce  troisième 
cas,  que,  comme  on  a(n**84)  dans  chaque  polygone,  (n —  2) 
triangles  dont  le  premier  exige  3  données  et  les  autres  chacun  2 , 
cela  fait  en  tout 

3  H-  2 (/i  —  3) ,     ou     34-2»  —  6 ,     ou    bien  enfin  (2/1  —  3) 

données  supposées  égales ,  comme  ci-dessus. 

Ajoutons,  pour  ce  même  cas,  que  par  Texpression  assemblés 
de  la  même  manière,  on  doit  entendre  que  les  triangles  égaux 
qui  composent  les  deux  polygones,  y  sont  assemblés  de  telle  façon 
que  les  angles  égaux  chacun  à  chacun  de  ces  triangles  forment 
par  leur  réunion ,  des  angles  égaux  chacun  à  chacun  dans  les  deux 
polygones.  Autrement ,  ces  polygones ,  quoique  composés  de  par- 
ties égales  et  superposables  chacune  à  chacune ,  ne  seraient  pas 
eux-mêmes  superposables. 

N**  95.  — ScoLiE  GÉMESAL  SUT  tous  Ics  cas  d'égalité  précédents. 
Les  réciproques  des  propositions  comprises  dans  les  énoncés 
des  théorèmes  IV  et  V  sont  des  conséquences  nécessaires  et  évi- 
dentes de  la  nature  àe&  figures  égales  et  superposables. 

On  nomme  côtés  et  angles  homologues,  les  côtés  et  les  angles 
respectivement  superposables  dans  deux  figures  reconnues  égales; 
sommets  homologues ,  les  sommets  d'angles  homologues;  diago- 
nales homologues,  les  diagonales  qui  joignent  deux  sommets  ho« 
mologues.  —  En  général ,  on  appelle  points  homologues,  deux 
points  qui ,  avec  les  extrémités  de  deux  côtés  homologues,  forment 
deux  triangles  égaux  et  disposés  de  la  même  manière  dans  les 
deux  polygones.  Enfin ,  deux  droites  homologues  sont  deux  droites 

5. 
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qui  joignent  des  pointe  homologues  ;  et  les  portions  de  ces  droites , 
limitées  par  des  pointe  homologues,  sont  nécessairement  égales. 

§  VI.  —  Théorèmes  dwers. 

Nous  terminerons  le  premier  chapitre  par  quelques  propositions 
qui ,  sans  faire  partie  essentielle  de  la  théorie ,  n'en  sont  pas  moins 
utiles  ou  curieuses  à  connaître, 

FiG.  59.  TnioRèMB  I.  {Fig.  Sg.) 

N^  04.  —  Dans  tout  triangle  ABC,  un  angle C  est vkoiTj  aigu, 
ou  OBTUS ,  suisfant  que  la  droite  CD  qui  Joint  le  sommet  de  cet  angle 
au  milieu  D  du  côté  opposé  AB,  est  ïgale  y  supàiiieub£  ,  ou  iitfé- 
RiEU&E ,  à  la  moitié  AD  de  ce  côté. 

i°  — Soit  CD  =  AD  =  DBj 

il  en  résulte  (n""  68) 

angle  CAD  =  angle  ACD,       angle  CBD  =  angle  WD  \ 

ce  qui  fait  voir  que  l'angle  total  C  est  égal  à  A  -f-  B. 
Or,  on  a  (n«  »tf } 

^  A-hB-|-C=2  droits; 

donc  l'angle  C ,  moitié  de  cette  somme ,  vaut  x  droit. 

aP—  Soît  CD  >  AD  ou  >  DB; 

il  en  résulte  (n^  IS9) 

CAD  >  ACD,     CBD  >  BCD; 

d'où      a/ï^/c  A-f-«/ïg^fcB>ACD-^BCD,   ou  A-4-B>C; 
et  comme  on  a  A-+-B-hC=2  droits , 

il  faut  nécessairement  que  C  soit  <^  i  droit,  c'est-à-dire  qu'il  soit 
aigu. 

3«— Soit  CD  <  AD  ou  <  DB; 

il  s'ensuit 

CAD  <  ACD,        CBD  <  BCDj 
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d'où  A-t-B<C; 

or  A-|-B-+-C  =  2  droits; 

donc,  C  ]>   I  droit. 

ScoLiR.  —  Cette  proposition  peut  servir  à  faire  connaître  immé- 
diatemeni  Tespéce  d'un  angle  dans  un  triangle  donné. 

THéoAèME  II.   {Fig.  60.)  Fie.  60. 

N"  9».  —  Les  bissectrices  kM^  BB',  CC,  des  trois  angles  d'un 
triangle  y  ABC,  se  coupent  en  un  même  point  O. 

En  effet ,  considérons  d*abord  les  deux  bissectrices  CC  et  AA'  ; 
on  a  vu  (n^  45)  que  tout  point  de  la  première  est  également  distant 
des  côtés  CA  et  CB ,  et  que  tout  point  de  la  seconde  est  également 
distant  de  AG  et  de  AB  \  donc  le  point  O  où  elles  se  rencontrent,  est 
à  égale  distance  des  trois  droites  AC,  CB,  BA.  Ainsi  (n^  45,  scolie  I  ) 
ce  point  appartient  aussi  à  la  bissectrice  BB'. 

Scolie,  —  Si  l'on  prolonge  les  cotés  AC ,  AB ,  en  L ,  I ,  et  que 
l'on  considère  les  bissectrices  des  deux  angles  LCB,  CBI  [les- 
quelles ,  comme  on  l'a  vu  au  n°  45,  scoL  III ,  font  des  angles  droits 
avec  ce  et  BB'  ] ,  ces  deux  bissectrices  se  coupent  en  im  point  O' 
situé  sur  la  bissectrice  de  l'angle  A.  —  Cela  est  évident,  puisque  le 
point  &  est  également  distant  de  AC  et  de  AB. 

Théorâme  m.  [Fig.  6i.)  Fïc.  6i. 

N°  96.  —  Les  perpendiculaires  élevées  par  les  milieux  A',  B',  C, 
des  trois  côtés  d'un  triangle  y  se  coupent  en  un  même  point. 

D'abord,  les  deux  perpendiculaires  CI,  B'K,  se  rencontrent 
toujours  (n®  KO,  scol.  II)  en  un  certain  point  O,  lequel  (n**  41) 
est  également  distant  de  A  et  de  B,  de  A  et  de  C ,  et  par  consé- 
quent des  deux  points  B,  C.  Donc  ce  même  point  appartient 
(n*»  41 ,  scol.  I)  à  la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  A'  de  BC. 

Sr-oi.iE.  —  La  rencontre  des  trois  perpendiculaires  peut  avoir 
lieu  ,  tantôt  au  dedans,  tantôt  aujbihors  du  triangle. 
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f,4.  6a.  THiomÈME  IV.  (Fig.  62.) 

N"  97.  —  Les  perpendiculaires  AA',  BB',  CC,  abaissées  des  trois 
sommets  d'un  triangle  sur  les  côtés  respectivement  opposes,  se  cou- 
pent en  un  m^me  point. 

Menons ,  par  les  trois  points  A,  B»  C,  des  droites  B^Cy  A^", 
A"B",  respectivement  parallèles  à  BC,  AC,  AB. —- Puisque ,  par 
construction,  CB  est  parallèle  à  AB",  et  AB  parallèle  à  CB",  il 
s'ensuit  (n°  71)  que  ABCB",  ACBC",  sont  des  parallélc^rammes  ; 
donc  (n^  72)  on  a 

CB  =  AB"  =  AC"  : 

ainsi  le  point  A  est  le  milieu  de  B''C'\  On  prouverait  de  même  que 
les  points  B  et  C  sont  les  milieux  respectifs  de  A^Cy  A"B";  donc 
les  perpendiculaires  AA',  BB',  CC,  se  trouvent  élevées  par  les  mi- 
lieux des  côtés  A'^B",  A"C",  B"C",  du  triangle  A"B"C"  ;  et  la  pro- 
position rentre  dans  le  théorème  précédent. 

ScoLix.  —  La  rencontre  des  trois  perpendiculaires  peut  encore 
avoir  lieu  au  dedans  ou  au  dehors  du  triangle. 

Fie.  63.  THioBèME  V.  (Fig.  63.) 

N®  98.  —  Les  droites  AA%  BB%  CC',  menées  des  trois  sommets 
d'un  triangle  aux  milieux  des  côtés  respectivement  opposés,  con- 
courent en  un  même  point. 

Considérons  d'abord  les  deux  droites  AA',  CC  ;  et  soit  O  leur 
point  de  rencontre.  Menons  la  droite  A'C,  et,  après  avoir  pris 
les  milieux  A' ',  C,  de  OA,  OC,  tirons  A"C".  La  droite  A'C  passant 
par  les  milieux  de  CB  et  de  AB,  est  parallèle  à  AC  (n""  Bit,  scoL  III)  ; 
par  la  même  raison ,  la  droite  A"C"  est  aussi  parallèle  à  AC;  donc 
(n*"  54,  S*")  les  droites  A'C,  A^C,  sont  parallèles  entre  elles  ;  et  de 
plus,  elles  sont  égales  chacune  à  la  moilié  de  AC  (n°B9,  scoL  III). 

Cela  posé ,  les  deux  triangles  OAX',  OA"C',  sont  égaux  comme 
ayant  un  côté  égal  [A'C  =  A"CJ  adjacent  à  deux  angles  égaux 
chacun  à  chacun  [CA'O  =  C"A"0,  A'CO  —  A'C'O  (n"  51)];  et 
de  leur  égalité  l'on  peut  conclure  qnc  OC  :=  OC,  OA'  =  OV. 
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Or,  on  a  d'aillam^,  par  construction,  OC"  =  C"C,  OA"  =  A" A; 
d'où  Ton  voit  que  le  point  O  est  situé  sur  les  droites  A  A'  et  CC, 
aa  tiers  de  chacune,  à  partir  de  CB  et  de  AB. 

On  démontrerait  de  même ,  en  considérant  les  droites  AA',  BB', 
que  leur  point  de  rencontre  doit  ;se  trouver  au  tiers  de  AA',  à 
partir  de  CB  ;  donc  nécessairement,  les  trois  droites  AA',  BB',  CC', 
se  rencontrent  en  un  même  point  intérieur  Oi 

ScoLiE.  —  Ce  point  se  trouve  placé,  pour  chaque  côté  du 
triangle,  sur  la  droite  qui  joint  le  milieu  de  ce  côté  avec  le  sommet 
opposé ,  au  tiers  à  partir  du  côté ,  ou  aux  deux  tiers  à  partir  du 
sommet.  —  C'est  une  conséquence  de  la  démonstration  qui  vient 
4'étre  donnée. 

THÉORiME  VI.  {Fig,  64)  FiG.  64. 

N**  99-  —  Dans  un  parallélogramme  quelconque  ABDC,  soient 
menées  les  bissectrices  des  quatre  angles  : 

Si  Von  Joint  le  point  de  rencontre  E  des  bissectrices  de  deux  angles 
adjacents  à  un  même  côté  AC ,  avec  le  point  de  rencontre  F  des  bis- 
sectrices des  angles  adjacents  au  côté  BD  opposé  au  premier,  la 
droite  EF  ainsi  menée  est  —  1**  —  parallèle  aux  deux  autres  côtés, 
et —  2*  —  égale  à  la  difféwence  de  deux  côtés  contigus  [AB — AC]. 

Prolongeons  d'abord  les  bissectrices  opposées,  CE ,  BF ,  jusqu^à 
leurs  rencontres  respectives  en  G  et  en  R  avec  AB  et  CD. 

A  cause  des  parallèles  AB ,  CD ,  Tangle  CGA  est  égal  à  l'angle    ' 
GCD9  et,  par  conséquent,  égal  à  ACG ,  qui,  comme  GCD,  est 
moitié  de  ACD.  En  outre,  les  deux  angles  ACG,  KBA,  sont  aussi 
égaux  comme  moitiés  des  deux  angles  égaux  ACD ,  ABD  ;  donc 

angle  CGA  =  angle  KJBA. 

Les  deux  droites  CG ,  KB,  sont  alors  parallèles  (n?  ÎS2 ,  récip.)  ;  et 
la  figure  CGBK  est  an  parallélogramme. 

D'aillenrs,  le  triangle  ACG  est  isosccle,  à  cause  de  l'égalité  des 
angles  en  C  et  en  G;  ainsi  (n®  61)  la  bissectrice  AE  divise  CG  en 
deux  parties  égales;  et  Ton  a  CE  r=r  FX}.  -^  On  démontrerait  de 
même ,  en  considérant  le  triangle  DKB  ,  que  KF  =  FB  ;  donc  • 

5* 
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i"*  £F  est  parallèle  à  Afi  ou  CD  ; 

2»  EF  =  GB  =  AB  —  AG  =  AB  ^  AC. 

C.  Q.  F.  D. 

ScoLiE. — Les  deux  triangles  AEG,  AEG,  étant  rectangles  (n^KI), 
ainsi  que  les  deux  triangles  DFK,  DFB,  il  s*ensuit  que ,  si  Ton  pro- 
longe DF  jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  GG ,  et  AE  jusqu'à  sa  ren- 
contre en  L  avec  BK ,  on  forme  un  parallélogramme  rectangle  EIFL. 
Ce  rectangle  devient  un  carré  si  la  figure  proposée  est  elle-même 
un  rectangle  y  puisque  alors  les  diagonales  EF,  IL,  respectivement 
parallèles  à  AB ,  CD ,  et  à  AC ,  BD ,  se  coupent  à  angles  droits 
(  voyez  le  n**  80).  Enfin ,  ce  rectangle  s'évanouit  ou  se  réduit  à  un 
point  quand  la  figure  proposée  est  un  losange,  puisque,  dans  ce 
cas ,  les  bissectrices  se  confondent  deux  à  deux. 

F,c.  47.  •  THÉoEàME  Vn.  (  Fig.  47 .  ). 

N®  09  his.  —  Dans  tout  quadrilatère  ABCD ,  les  deux  tiroiies 
EF ,  GK ,  qui  Joignent  les  milieux  respectifs  des  côtés  opposés,  et 
la  droite  IL,  qui  joint  les  milieux  des  deux  diagonales ,  concourent 
en  un  même  point,  et  se  divisent  mutuellement  en  deux  parties  égales. 

Menons  les  droites  IG,  GL,  LK,  Kl.  Puisque  dans  le  triangle 
BAD ,  les  points  L  et  G  sont  les  milieux  de  BD  et  AD,  il  s'ensuit 
(n*^  82)  que  la  droite  LG  est  parallèle  à  AB  et  égale  à  sa  moitié. 
Pareillement ,  dans  le  triangle  ABC ,  la  droite  IK ,  qui  joint  les 
milieux  de  CA,  CB ,  est  parallèle  à  AB  et  égale  à  sa  moitié.  Donc 
les  droites  LG,  IK ,  sont  égales  et  parallèles  ;  ainsi  (n^  74)  la  figure 
IGLK  est  un  parallélogramme  dont  IL  et  GK  sont  les  diagonales. 
Par  conséquent,  ces  droites  se  coupent  en  un  point  G,  qui  est  le 
milieu  de  chacune  d'elles  (n®  76). 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  la  figure  EIFL  est  un 
parallélogramme  dont  IL,  EF,  sont  les  diagonales.  D'où  il  suit  que 
la  droite  EF  passe  par  le  même  point  G,  et  y  est  divisé  en  deux 
parties  égales  ;  —  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

N.B.  —  Lorsque  ABCD  est  un  parallélogramme,  les  points  I,  L, 
se  confondent  avec  le  point  G;  et  les  figures  IGLK,  EIFL,  se  ré- 
duisent aux  deux  droites  GK,  EF. 
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TRioRiàHE  Vin.  [Fig.  65.)  Fie.  65. 

N°  100. — Dans  un  polygone  convexe  de  n  côtés ,  le  nombre  total 
des  diagonales  est  représenté  par^ —, 

Concevons  que  l'on  ait  joint  un  premier  sommet  A  à  tous  les 
autres  [abstraction  faite  des  sommets  voisins  B,  G];  il  est  clair 
qu'on  obtient  d'abord  un  nombre  de  diagonales  exprimé  par 
(«-3). 

Gomme  on  ''peut  faire  le  même  raisonnement  pour  cbacun  des  n 
sommets ,  il  s'ensuit  que  le  nombre  total  des  droites  de  jonction 
obtenues  de  cette  manière  serait  [n  —  3)  /i. 

Mais  observons  que ,  pour  opérer  ainsi ,  il  faudrait  tracer  deux 
fois  la  même  droite.  Donc  le  nombre  véritable  des  diagonales  vlesx 
réellement  que  la  moitié  du  nombre  qui  vient  d'être  exprimé. 

Donc  enfin —  est  l'expression  du  nombre  total  des  dia- 
gonales différentes. 

Faisant  successivement ;i  z=:  3,     4»     ^9    6,     79-  •  •> 

(n  —  3)  «  ^  f 

on  trouve • —  =  o,     a,     5,     g,   i4>-«  •  • 

Ainsi  y  dans  la  figure  actuelle,  qui  est  un  heptagone  y  on  peut 
vérifier  qu'il  7  a  i4  diagonales. 


?*» 
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CHAPITRE  IL 

DU  CERCLE  ET  J)Z  SES  COMBINAISONS  AVEC  LA  LIGNE 

DROITE. 


N°  iOI.  —  Aux  définidons  et  propositions  préliminaires  établies 
aux  n°'  I5y.  .  .  .,  16,  il  est  nécessaire  d*en  ajouter  quelques  autres. 

Observons  d*abord  que 

Une  ligne  droite  ne  saurait  rencontrer  une  tirconférenct  de 
eercle  en  plus  de  deux  points  : 

ÇkTf  si  ces  deux  lignes  pouvaient  avoir  trois  points  (communs, 
en  joignant  ces  points  au  centre  du  cercle,  on  aurait  alors  (n^  13' 
trois  droites  égales  menées  d'un  même  point  à  une  même  droite, 
ce  qui  est  absurde  (n°  40,  coroL),  —  De  là  il  sukque 

La  circonférence  de  cercle  est  t^ne  ligne  convexe  (n**  56). 

Cela  posé,  on  nomme  Sécante  à  un  cercle,  toute  droite  Afi 
Fio.  66.  (fig'  66)  qui  traverse  le  cercle  de  manière  à  rencontrer  sa  cîrcou- 
férenoe  en  deux  points  C,  D.  Ia partie  CD  de  cette  droite,  inté- 
rieure au  cercle,  est  dite  (n"  14)  une  corde  du  cercle;  et  les  pro- 
longements CA,  DB ,  de  cette  corde,  sont  les  parties  extérieures  de 
la  sécante. 

N^  i02.  —  On  définit  ordinairement  la  Tangente  au  cercle, 
une  droite  qui  n'a  qu'un  point  commun  avec  la  circonférence  (^). 
Or,  on  obtient  «ne  pareille  droite  en  menant,  par  un  point  quel- 
conque I  de  la  circonférence ,  une  perpendiculaire  PQ  au  rayon 
01  ;  car,  si  Ton  joint  le  point  O  avec  tout  autre  point  H  de  la 
perpendiculaire,  on  a  nécessairement  OH  [>  01  (n°  39)  ;  ainsi ,  tout 
point  de  cette  droite,  autre  que  le  point  I ,  est  àtué  hors  du  cercle. 

Lorsqu'une  droite  est  tangente  à  un  cercle,  réciproquement,  le 

(^)  Nous  adopteroQS,  pour  le  moQODt,  cette  définition,  sauf  à  y  revenir 
plus  tard,  et  spécialement  dans  VAppendice  aui  deux  premiers  livres,  lors- 
que nous  traiterons  des  courbes  en  général  et  de  leurs  tangentes. 
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cercle  est  dit  tangent  à  la  droite;  et  le  point  qui  leur  est  commun , 
se  nomme  le  point  de  tangence  ou  de  contact. 

Ha  propriété  de  la  tangente,  d*étre  perpendiculaire  au  rayon 
qui  passe  par  le  point  de  contact ,  en  est  une  propriété  caracté- 
risiiqtt€}  car,  si  l'on  conçoit,  réciproquement ,  une  droite  ayant 
un  seul  point  commun  avec  la  circonférence,  et  dont  tous  les 
autres  soient  extérieurs  au  cercle,  la  distance  du  centre  au  point 
commun  est  plus  courte  que  toutes  les  autres  lignes  qu^on  peut 
mener  du  centre  à  la  droite  ;  donc  (n<*  59)  ce  rayon  est  perpendi- 
culaire k  la  droite. 

Il  résulte  de  là  évidemment , 

I**  que  —  Par  un  point  donné  d'une  circonférence ,  on  ne  peut 
mener  qu'une  tangente; 

et  2®  que — Par  un  point  intérieur,  on  ne  peut  en  mener  aucune; 

en  outre  3",  que — Les  perpendiculaires ,  MN,  PQ,  menées  par 
1rs  extrémités  d'un  diamètre  IL ,  à  ce  diamètre ,  sont  des  tangentes 
parallèles  entre  elles  ; 

et  4**  enfin  que ,  asciPROQUEMEiTT,  —  Deux  tangentes  parallèles 
ont  leurs  points  de  contact  situés  aux  extrémités  d*un  même  dia- 
mètre ,  et  sont  perpendiculaires  à  ce  diamètre. 

N**  tOS.  — On  dit  qnnnpolygoneesll  iNScaiT  à  un  cercle  lorsque 
tous  ses  sommets  sont  situés  sur  la  circonférence  ;  les  côtés  de  ce 
polygone  sont  alors  des  cordes  du  cercle.  —  Un  polygone  est  cia- 
cosrsoLiT  au  cercle,  quand  tous  ses  côtés  sont  des  tangentes. 

Chacun  des  angles  du  premier  polygone  est  ce  qu'on  nomme  un 
angle  inscrit  dans  le  cercle  ;  et  chacun  des  angles  du  second  est 
nn  angle  circonscrit. 

Observons  à  ce  sujet  que,  si  les  deux  tangentes  QP,  Q'P 
{/^g*  66),  viennent  à  se  rencontrer  en  un  certain  point  P,  les  Fie.  66« 
deux  portions  PI,  PI'  de  ces  tangentes,  comprises  entre  leur  point 
de  concours  et  les  points  de  contact,  sont  égales. 

Car,  en  menant  par  le  centre  du  cercle ,  et  par  le  point  P,  la 
droite  POG,  et  pliant  la  figure  Q'PG  suivant  PQ,  on  pourra  faire 
coïncider  les  points  I',  I  (n°  14),  et  par  suite  les  deux  portions  de 
droite  PI',  PI. 

Remarquons  encore  qtie  ces  deux  tangentes  dctenninent  sur  la 
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circonférence  deux  portions  distinctes,  l'une  TKI  tournant  bd 
convexité  vers  le  point  P,  l'autre  présentant  à  ce  même  point,  o* 
que  l'on  nomme  sa  concavité. 

Cette  dernière  remarque  nous  sera  bientôt  très-utile. 

Ces  notions  étant  établies,  indiquons  la  division  du  présent 
chapitre.  Nous  le  composerons  de  quatre  paragraphes.  Le  premier 
paragraphe  traitera  des  propriétés  des  cordes ^  des  sécantes,  et  des 
tangentes;  le  second,  de  la  mesure  des  angles;  le  troisième,  dfs 
polygones  inscrits  et  circonscrits;  le  quatrième  enfin,  des  cvrcU^ 
sécants  y  tangents,  extérieurs  ou  intérieurs  l'un  à  l'autre. 

$  I.  —  Des  cordes,  des  sécantes ,  et  des  tangentes. 

Fie.  66.  Théorème  I".  {Fig.  66.) 

K°  i04.  — Le  diamêtn.',  IL ,  du  cercle  est  la  plus  grande  de  touu  » 
ses  cordes. 

Si  l'on  mène  aux  extrémités  d'une  corde  quelconque  CD ,  1ô 
deux  rayons  OC ,  OD ,  on  a  ainsi  (n^  58) 

OC  -h  0D>  CD; 

et ,  par  conséquent , 

01  4-  OL  >  CD,     ou     IL  >  CD. 

Fie.  67.  Théorème  II.  (Fig.  67.) 

N"  lOtf.  —  La  perpendiculaire  01  abaissée  du  centre  d'up 
cercle  sur  une  corde  AB ,  divise  cette  corde  en  deux  parties  égalts . 
ainsi  que  les  arcs  qu'elle  soutend. 

Prolongeons  CO  jusqu'en  D ,  et  plions  la  figure  le  long  du  dia- 
mètre CD.  D'abord,  les  deux  demi-cercles  DBC,  DAC,  se  con- 
fondront (n°  15).  Ensuite,  comme  les  deux  angles  en  I  sont  droits, 
lA  et  IB  devront  prendre  la  même  direction  ;  et  les  points  A  ,  B,  se 
confondront  également;  donc 

1» lA  =  IB; 

2" arc  AC  =  arc  CB  y 

et  arc  AD  =  arcDB;  C.  Q.  F.  D. 

N"  106.  ScoLiE.  —  La  droite  CD  remplit  évidemment  ces  W/zy 


CO&DSS,    SÉCANTES,    TANGENTES.  77 

conditions  différentes,  savoir:  —  i°  —  elle  passe  par  le  centre  du 
(t?rcle; — 7? — par  le  point  I  milieu  de  la  corde  AB  ; — 3**  et  4** — par 
les  points  C ,  D,  milieux  des  arcs  ACB ,  ADB  ;  —  5®  —  enfin ,  elle  est 
perpendiculaire  à  AB.  — Or,  deux  de  ces  conditions  entraînant  né- 
cessairement toutes  les  autres,  il  en  résulte  autant  de  théorèmes  dis- 
tincts qu'on  peut  faire  de  combinaisons  avec  5  choses  prises  2  à  2, 

c'est-à-dire,  conformément  à  la  théorie  des  combinaisons,  -, 

oa  10. 

Ainsi  Ton  pourrait  établir  ici  dix  propositions  distinctes  [y  com- 
pris le  théorème  précédent]  ;  mais  nous  nous  bornerons  à  citer  les 
sfflvantes,  comme  les  seules  susceptibles  de  se  reproduire  souvent  : 

I®  —  La  perpendiculaire  ID ,  élevée  à  une  corde  AB  par  son 
milieu  I ,  passe  par  le  centre ,  et  par  les  milieux  des  arcs  corres- 
pondants; 

2*  —  La  droite  01 ,  menée  par  le  centre  et  par  le  milieu  I  d'une 
forde  AB,  est  perpendiculaire  à  cette  corde,  et  passe  par  les  milieux 
des  arcs  f 

3*  —  La  droite  OC ,  menée  par  le  centre  et  par  le  milieu  C  d'un 
^rc,  est  perpendiculaire  à  la  corde  soute ndante ,  passe  par  son 
milieu ,  et  par  celui  du  second  arc  ;  —  etc. 

Toutes  ces  propositions  se  démontreraient,  soit  directement ,  soit 
par  la  réduction  à  l'absurde,  avec  le  secours  du  théorème  principal. 

Nous  observerons  seulement  que  de  la  seconde  proposition  qui 
vient  d^étre  énoncée  il  résulte  encore ,  que 

Deux  cordes  qui  se  coupent  mutuellement  en  deux  parties  égales, 
t«r  nécessairement  des  diamètres. 

Car  si  elles  ne  passaient  pas  par  le  centre,  la  droite  qui  join- 
àrvx  le  centre  à  leur  point  milieu ,  serait  à  la  fois  perpendiculaire 
Ji  deux  droites  ooncourantes;  ce  qui  est  absurde  (n°  27). 

TaioEiME  m.  {Fig,  68.)  ^'*'  ^" 

V  107.  —  Dans  un  même  cercle  : 

Les  arts  AC ,  BD ,  compris  entre  deux  cordes  parallèles  AB , 
<D ,  sent  égaux  ; 
Et  il  en  est  de  même  si  Tune  des  cordes  devient  une  tangente 
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PQ ,  OU  bien  si  les  deux  droites  sont  des  tangentes,  telles  que  M!f 
etPQ. 

Peemier  cas.  —  Abaissons  du  point  O  la  perpendiculaire  OL. 
commune  aux  deux  cordes;  elle  contiendra  (n°  lOiS)  le  milieu  de 
chacun  des  arcs  soutendus  par  AB  ,  CD  ;  et  l'on  aura 

arc  KL  =  arc  LB,  arc  CL  z=  arc  LD; 
d'où  Ton  déduit 

arc  AL  —  arc  CL  =  arc  LB  —  arc  BD , 
ou  arc  AC  =  arc  BD. 

Deuxième  cas.  —  Soient  la  corde  AB  et  la  tangente  MN.  —  Joi- 
gnons le  centre  O  avec  le  point  de  contact  L  de  la  tangente  M>  ; 
cette  droite  est  à  la  fois  perpendiculaire  à  MN  (n°  ^OH),  et  à  sa  pa- 
rallèle AB  ;  ainsi  (n**  105)  les  deux  arcs  AL,  LB ,  sont  égaux. 

Teoisixme  cas.  —  Soient  les  tangentes  parallèles  MN,  PQ.  — (h 
a  reconnu  (n**  i05,  4^)  que  TX)I  est  un  diamètre  ;  ainsi  les  arcs 
LAI  9  LBI ,  sont  des  demi- circonférences  (n®  15)  ;  ces  arcs  sont  dooc 
égaux. 

ScoLiE.  —  Les  réciproques  des  deux  dernières  parties  de  cette 
proposition  sont  vraies  sans  restriction ,  et  se  démontreraient  fa- 
cilement par  la  réduction  à  l'absurde,  —  Quanta  la. première  par- 
tie, il  faut,  pour  que  la  réciproque  soit  vraie,  l'énoncer  aio^* 

Quand  les  arcs  [d'un  même  cercle]  compris  entre  deux  droites 
qui  ne  se  rencontrent  pas  dans  le  cercle,  sont  égaux,  tes  dcuz 
droites  sont  parallèles  ; 

Et  elle  se  démontrerait  aussi  par  Tabsurde. 

Fie.  69.  THÉORiME  IV.  {Flg.  69.) 

N*>  108.  —  Dans  un  même  cercle ,  ou  dans  des  cercles  égaux  . 

i®  —  A  des  arcs  égaux  correspondent  des  cordes  égales,  et  ces 
cordes  sont  également  distantes  du  centre  ; 

2°  —  Si  deux  arcs  sont  inégaux ,  et  moindres,  chacun ,  qu'une 
demi-<irconférence ,  —  Au  plus  grand  arc  correspond  la  plui 
grande  corde;  et  celle-ci  est  la  moins  distante  du  centre. 
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Observons  d'abord  que  y  deux  cercles  de  même  rayoa  étant 
toujours  soperposableSy  rien  n*empéche  de  supposer  que  les  cordes 
appartiennent  à  un  même  cercle. 

Gela  posé  y  —  i^  —  considérons  d*abord  les  arcs  égaux  AEB, 
CFD  ;  et  abaissons  du  centre  0  les  perpendiculaires  OK ,  OL,  sur 
les  cordes  Afi,  CD.  Tirons  le  diamètre  MON  par  le  milieu  M  de  Tare 
âC  ,  et  plions  la  figure  suivant  MN  :  il  est  clair  que  les  points  C ,  D, 
viendront  s'appliquer  sur  les  points  A,  B;  et  alors ,  la  corde  CD 
coïncidant  avec  la  corde  AB  >  il  en  sera  de  même  des  perpendicu- 
laires OL ,  OR. 

Donc  AB  =  CD,     et      OK  =  OL. 

7? — Soit  y  en  second  lieu,  arc  AB  ]>•  are  CF. 

Plions  la  figure  suivant  le  diamètre  MON  :  comme  on  a 
arc  AB  ]>  arc  A£ ,  le  point  F  tombera  nécessairement  en  un  point 
E  situé  entre  A  et  B  ;  et  le  milieu  de  l'arc  AE ,  que  détermine 
(n°  105)  la  perpendiculaire  01  abaissée  du  centre  sur  la  corde 
AE,  sera  plus  voisin  du  point  A  que  le  milieu  de  Tare  AB  que 
détermine  la  perpendiculaire  OK  abaissée  sur  AB;  donc  le  point  K 
doit  être  placé  entre  le  point  B  et  le  point  G  où  01  rencontre  AB. 

On  a  par  conséquent ,  AK,  moitié  de  AB,  plus  grand  que  AG, 
et ,  à  plus  forte  raison  ,  plus  grand  que  AI  moitié  de  AE  ;  d'où 

AB  >  AE     ou     AB  >  CF. 

On  a  pareillement 

OK    <  OG       (n»59), 
^,  à  fortiori,  OK  <  01;  C.  Q.  F.  D. 

N**  109.  —  ScoLiB  I.  —  Les  réciproques  de  ces  deux  proposi- 
tions, qui  sont  d'ailleurs  de  deux  espèces  pour  chacune  d'elles,  se 
déduiraient  plus  facilement  du  principe  établi  au  n?  Si . 

Ainsi,  Ton  peut  affirmer  que,  dans  un  même  cercle  ou  dans 
des  cercles  égaux , 

I*  —  ji  des  cordes  égales  correspondent  des  arcs  égaux;  —  et 
€fs  cordes  sont  également  distantes  du  centre  ; 

2°  —  A  une  plus  grande  corde  correspond  un  plus  grand  arc; 
—  et  cette  plus  grande  corde  est  la  moins  distante  du  centre. 
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Ensuite , 

lO  —  Deux  cordes  également  distantes  du  centre,  sont  égaies: 
—  et  elles  soutendent  des  arcs  égaux  ; 

2**  —  De  deux  cordes  inégalement  distantes  du  centre  ,  cellt 
qui  est  la  plus  voisine  du  centre ,  est  la  plus  grande;  —  et  elk 
soutend  un  plus  grand  arc. 

N.  B,  —  Il  est  bien  entendu  y  toutefois ,  que  les  arcs  considéra 
ici  sont  moindres  qu'une  demi- circonférence  ;  autrement,  ii 
faudrait  modifier  ces  propositions  j  dans  ce  qu'elles  ont  de  relatif 
aux  arcs. 

Fie.  67.  W  i  10.  —  ScoLiB  n.  —  La  distance  01  {fig.  67)  du  centre  à  hw 
corde  AB ,  varie  entre  zéro  et  le  rayon.  Elle  est  nulle  quand  k 
corde  passe  pai*  le  centre  ;  et  elle  devient  égale  au  rayon  quand  U 
corde,  que  Ton  peut  concevoir  se  mouvant  parallèlement  à  elle- 
même  de  O  en  C ,  vient  prendre  position  suivant  la  tangente  MO, 
droite  qui  (n®  i02)  est  aussi  perpendiculaire  à  0€. 

D'où  Ton  peut  conclure ,  en  passant,  que  la  tangente  est  uoe 
corde ,  ou  plutôt  une  sécante,  dont  les  deux  points  d'intersection  sf 
réunissent  en  un  seuL 

On  peut  encore  démontrer  cette  propriété  de  la  tangente  de  k 
manière  suivante  :  —  Menez,  d'un  point  quelconque  A  de  la  cir- 

FiG.  70.  conférence  {fig.  70),  une  droite  AB  qui  la  rencontre  en  un  second 
point  C  ;  et  concevez  que  cette  droite  fasse  une  révolution  entière 
autour  du  point  A ,  dans  le  sens  AC'AC.  La  droite  AB ,  dans  ct> 
mouvement ,  prendra  les  positions  successives  AB',  AB'\  AB",..., 
au-dessus  de  AB ,  puis  Kb,  Ab\ . . . ,  au-dessous  de  AB  ;  en  même 
temps»  le  point  C  prendra  les  positions  C,  C,  C*',...,  c,  c',..,, 
en  se  rapprochant  du  point  A  pour  s'en  écarter  ensuite.  Or  il  est 
clair  que  la  droite  AB ,  pour  passer  de  la  position  AB*  par  exem- 
ple ,  à  la  position  Ab ,  aura  dû  se  confondre  avec  la  tangente  MA> 
qui  est  une  position  intermédiaire ,  et  qu'au  mémo  instant ,  K- 
point  C,  pour  passer  de  C  en  c,  aura  dû  tomber  en  A.  Donc  U 
tangente  MAN  est  réellement  une  des  positions  de  la  sécante,  a 
c'est  celle  pour  laquelle  les  doux  points  d'intersection  se  sont  rrnni^ 
en  un  seul;  C  Q.  F,  D 
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SœuftlII.  — La  portion  Cl (Jig.  67)  du  rayon  OC,  comprise  Fie.  (>;. 
fntre  le  milieu  d*un  arc  et  sa  corde  ^  se  nomme  (n**  14)  la  flâghe 
(le  cet  arc  ;  et  cette  flèche  suit  évidemment  une  marche  inverse  de 
celle  de  la  perpendiculaire  01  :  elle  est  égaie  au  rayon  lorsque  la 
rorde  passe  par  le  centre,  et  devient  mtdle  quand  la  corde  vient  à 
se  confondre  avec  la  tangente. 

Tn^OBiME  V.   {¥\g,   7ï.)  Fie.  71 

N^  119.  —  De  toutes  les  cordes  menées  par  un  même  point  I 
intérieur  à  un  cercle,  la  plus  grande  est  le  diamètre  AIB;  et  la 
plus  petite  est  la  perpendiculaire  CD  à  ce  diamètre, 

La  première  partie  du  théorème  est  déjà  démontrée  (  n°  104). 

Pour  démontrer  la  seconde  »  abaissons  sur  une  corde  quelconque 
KIE'  différente  de  CD ,  la  perpendiculaire  OK  ; 

nous  aurons  OK  •<  01 ,         (n*  30)  ; 

donc  la  corde  EE'  est  plus  grande  que  CD  (n"  109,  scot.)  ;  donc,  etc. 

N*»  liS.  ScOLiE.  —  1°  —  Le  plus  grand  de  tous  les  segments  de 
droites  menées  d'un  point  intérieur  I  aux  différents  points  dUinc 
circonférence,  est  le  segment  Ik  qui  passe  par  le  centre;  le  plus 
petit  est  le  prolongement  IB  du  premier. 

2**  —  De  deux  segments  quelconques ,  lE,  IF,  le  plus  grand  est 
relui  lE  qui  fait  le  plus  petit  angle  [aàga  ou  obtus]  avec  le  segment 
MAXIMUM  lA,  oxxle  plus  grand  angle  [obtus  ou  aigu]  avec  le  seg- 
ment MnVIMUM  IB. 

En  effet,  i*  —  Soit  un  segment  quelconque  lE;  et  menons  \e 
rayon  OE. 

En  comparant  d'abord  lA,  lE,  nous  avons 

lA  =  OA  4-  01  =  OE  4-  01  ; 
mais         OE  H-  01  >  lE     (n"  50 ,  i  •)  ;  donc     I A  >  JE. 
Comparant  ensuite  IB ,  lE ,  nous  avons 

IB==  OB  ^  01  =  OE  —  01; 
mais         OE  — OI<IE     (même  n")i  donc     IB<IE. 

2"  —  Soient  deux  segments  quelconques  lE,  IF;  et  menons 
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OE ,  OF.  —  Lesdeux  triangles  lOE ,  10F,  ont  le  côté  01  commun, 
et  le  côté  OE  égal  au  côtéOF;  mais  Tangle  compris  lOE  du  pre- 
mier triangle  est  plus  grand  que  l*angle  lOF  du  second  triangle; 
donc  (n'^  64) 

IE>IF;  C.  Ç.  F.  D. 

N,  B.  — La  corde  CD  perpendiculaire  au  diamètre  AB  est  la  seule 
qui  donne  lieu  à  deux  segments  égaux,  OCr=  OD.  Pour  toute  autre 
corde  EE',  le  segment  de  corde  lE  compris  dans  le  plus  grand  seg- 
ment de  cercle  CAD ,  est  plus  grand  que  le  segment  de  corde  res- 
tant lE'  compris  dans  le  plus  petit  segment  de  cercle  CBD . 

Et  en  comparant  deux  cordes  quelconques  EE',  FF',  on  voit  fa- 
cilement que ,  si  l'un  des  segments  lE  de  la  première  est  plus  grand 
qu'un  segment  IF  de  la  seconde ,  c'est-à-dire ,  si  angle  Hk<^anglr 
F'IA,  par  compensation ,  le  segment  lE'  restant  de  la  première, 
sera  plus  petit  que  le  segment  IF'  restant  de  la  seconde,  puisque 
Ton  aura  alors  angle  FIB  >  angle  E'IB. 

N°  114.  —  ScoLix  II.  —  On  parvient  à  des  résultats  analogues, 

Fie.  7îi.  en  supposant  que  les  droites  partent  d'un  point  extérieur  {fig.  7a)  ; 

mais  au  moyen  de  la  remarque  qui  termine  le  n®  105,  on  peut 

comprendre  toutes  les  propriétés  relatives  à  ce  second  cas,  dans  un 

seul  énoncé  beaucoup  plus  concis  : 

La  distance  d'un  point  extérieur  1  à  la  partie  concave  de  ia  cir- 
conférence, est  d'autant  plus  grande,  et  sa  distance  à  la  partie 
convexe  est  d'autant  plus  petite,  que  la  direction  sur  laquelle  se 
compte  cette  distance ,  se  rapproche  davantage  de  celle  qui  contient 

le  centre. 

Nous  nous  dispenserons  de  démontrer  les  diverses  propositions 
que  comporte  cet  énoncé  ,  parce  que  les  démonstrations  sont,  en 
tous  points ,  semblables  à  celles  du  scolie  précédent  ;  setilement , 
nous  ferons  deux  observations  assez  importantes  : 

Premiàhehent,  la  ungente  IL ,  qui  peut  être  considérée  comme 
la  limite  commune  entre  la  partie  concave  du  cercle  et  la  partie 
convexe ,  est  à  la  fois  le  minimum  des  droites  menées  à  la  partie 
concave ,  et  le  maximum  des  droites  menées  à  la  partie  convexe. 

En  SECOND  LIEU,  lorsqu'uue  droite,   telle  que  lE,  part  d'un 
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point  extérieur  I,  et  va  rencontrer  la  circonférence  en  deux 
points  £y  E'y  on  nomme  ordinairement  sécante  entière ^  le  segment 
de  cette  droite  qui  aboutit  à  la  concavité ,  et  partie  extérieure 
de  cette  sécante ,  le  segment  qui  aboutit  à  la  convexité.  Or,  il  ré- 
sulte évidemment  de  ce  qui  précède,  que  si  une  sécante  entière  est 
plus  grande  qu'une  autre,  par  compensation ,  la  partie  extérieure 
de  la  première  est  moindre  que  la  partie  extérieure  de  Tautre. 
[Voyez  la  fin  du  scolie  précédent.) 

§  II.   —  Mesure  des  angles. 

Le  titre  de  ce  paragraphe  peut  sembler,  au  premier  abord ,  une 
'  espèce  d'anticipation  sur  le  second  livre ,  dont  l'objet  principal 
^oitétre  (n°  25)  la  mesure  des  grandeurs  géométriques  comprises 
dans  un  plan.  Cependant,  il  est  très-utile,  quoiqu'à  la  rigueur  on 
pût  s'en  dispenser,  de  donner  dès  à  présent  la  théorie  de  la  nie- 
sure  des  angles,  théorie  d'où  dépendent  un  grand  nombre  de  pro- 
priétés des  figures  rec^tilignes ,  abstraction  faite  de  leur  étendue. 

Propositions  et  questions  préliminaires. 

N"  iltf.  P&CHiiBB  QUESTION.  —  Déterminer  la  commune  mesure 
de  deux  droites,  et  par  suite,  leur  rapport  numérique. 

On  nomme  ordinairement  gommuhe  hesukb  de  deux  droites  don- 
nées de  longueur,  la  plus  grande  droite  susceptible  d*étre  contenue 
an  nombre  entier  de  fois  dans  chacune  d*elles  (*). 

Le  principe  qui  sert  de  base  à  la  recherche  de  la  commune  me- 
mrcy  analogue  au  principe  sur  lequel  s'appuie  la  détermination 
du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres,  consiste  en 
ce  que 

La  commune  mesure  de  deux  droites  est  égale  à  la  commune 
mesure  entre  la  plus  petite  des  deux  droites  et  le  reste  de  leur  di- 
vision, reste  qu'on  obtient  en  retranchant  celle-ci  de  la  plus  grande 
blutant  de  fois  que  cela  est  possible. 


{*)  Il  Berait  plus  exact  de  dire  :  In  plus  grande  commune'  mesure .  comma 
on  dit  :  le  plus  grand  commun  diviseur  d«  deux  nombre». 
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Or,  comme  la  démonstration  de  ce  dernier  principe  ne  dîfienp 
pas  essentiellement  de  celle  du  premier,  nous  nous  contenterons 
de  renvoyer  à  V Arithmétique.  —  Cela  posé,  voici  en  cpioi  consiste 
le  procédé  pour  obtenir  cette  commune  mesure  : 

Portez  [à  l'aide  du  compas  (n°  iiS)  ]  la  plus  petite  droite  sur  la 
plus  grande  autant  de  fois  que  cela  est  possible; 

S'il  n'y  a  pas  de  reste,  la  plus  petite  droite  est  la  conunane  me- 
sure ;  mais  si  vous  en  obtenez  un , 

Portez  le  reste  sur  la  plus  petite  droite  autant  de  fois  que  possible  : 

Si  vous  n'obtenez  pas  un  nouveau  reste,  le  premier  est  la 
commune  mesure  ;  mais  s'il  y  en  a  un , 

Portez  le  second  reste  sur  le  premiery  et  continuez  cette  série 
d'opérations  jusqu'à  ce  que  vous  obteniez  un  reste  susceptible  d'étrr 
contenu  un  nombre  exact  de  fois  dans  le  reste  précédent  : 

Dans  ce  cas ,  le  dernier  reste  obtenu  est  la  commune  mesure 
cherchée. 

En  Arithmétique ,  après  avoir  obtenu  le  plus  grand  commun 
diviseur,  on  divise  chacun  des  deux  nombres  proposés  par  ce 
commun  diviseur;  et  le  quotient  des  deux  résultats  est  la  frac- 
tion  ou  le  nombre  fractionnaire  qui  exprime  le  rapport  des  deux 
nombres  proposés,  réduit  à  sa  plus  simple  expression. 

Mais  ici,  pour  obtenir  le  rapport  numérique  des  deux  droites, 
ce  qui  forme  la  seconde  partie  de  la  question  que  nous  nous 
sommes  proposée,   il  est  nécessaire  d'exprimer  numériquement 
les  opérations  graphiques  qui  constituent  le  procédé. 
Fie.  ^1      Pour  fixer  les  idées,  soient  A  et  B  [fig.  ^3)  les  deux  droites 
données  [  A  étant  plus  grand  que  B  ]  ;  et  supposons  qu^après 
avoir  porté  B  sur  A ,  3  fois ,  on  ait  obtenu  un  reste  R  ;  que  ce 
reste  R ,  porté  2  fois  sur  B ,  ait  donné  le  reste  R'  ;  que  ce  second 
reste ,  porté  i  fois  sur  R ,  ait  donné  le  reste  R"  ;  et  quVnfin  R" 
soit  contenu  4  ^ois  exactement  dans  ce  reste  R'.  On  aura ,  en  con- 
séquence ,  les  égalités  suivantes  : 
A  =  3B4-R,     B  =  2R-f-R',     R=iR'-hR",     R=:4R''. 

Or,  si  Ton  remonte  successivement  de  la  dernière  aux  précé- 
dentes, on  obtient  d'abord 

R  =r  4R"  -t-  R'  =  5R% 
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puis  B  =  2  X     5R''  -h  4R"  =   4R'» 

puis  enfin      A  =  3  X   i4R"  -h  5R"  =  47 R". 
D'où  l'on  voit  que  la  commune  mesure  R'^  est  contenue  47  fois 

An 

dans  A ,  et  i4  fois  dans  B  ;  donc  -^  est  le  rapport  numérique  des 
deux  droites. 

N,  B.  —  Le  nombre  fractionnaire  auquel  on  parvient  ainsi ,  est 
toujours  irréductible  ;  car  si  l'on  désigne  en  général  par  a  la  com> 
raune  mesure  trouvée  par  le  procédé  ci-dessus,  par  m  et  n  \es 
deux  nombres  qui  expriment  respectivement  combien  de  fois  a 
se  trouve  contenu  dans  A  et  dans  B»  on  a  A  =  //ia,  B  =  /ia; 

A  m 

d  où  -—=:—.  Or,  si  /y?  9  /t ,  avaient  un  facteur  conunun  X^ ,  il  en  ré- 
B        n 

sulterait  A  =  m'k  a ,  B  =  /l'A  a  ;  et  alors  Aa.  serait  une  mesure  com- 
mune de  A  et  B  ;  se  ne  serait  donc  pas  ta  plus  grande,  ce  qui  est 
contraire  à  la  définition. 

N®  116.  Deuxiàmb  question.  —  Déterminer  la  commune  mesure 
de  deux  arcs  d'un  même  cercle,  ou  de  cercles  égaux;  et,  par  suite, 
Itur  rapport  numérique. 

Tonte  la  difficulté  consiste  ici  à  savoir  comment  on  porte  plu- 
sieurs Uns  de  suite  un  plus  petit  arc  CD  (fig,  74)  sur  un  plusp^     /^ 
grand  AB,  tous  deux  étant  décrits  avec  le  même  rayon. 

Pour  cela ,  on  prend  une  ouverture  de  compas  égale  à  la  corde 
de  Tare  CD,  et  Ton  porte  cette  distance  sur  Tare  AB,  de  A  en  £, 
de  £  en  F,  de  F  en  G.  On  trouve  ainsi  que  Tare  AB  contient 
l'arc  CD  trois  fois  par  exemple,  avec  un  reste  GB;  les  arcs 
AE,  EF,  FG,  sont  égaux  à  l'arc  CD  (n°  108),  puisque,  par  con- 
struction, leurs  cordes  sont  égales. 

L'ensemble  des  opérations  nécessaires  à  la  détermination  de  la 
commune  mesure  de  deux  arcs,  est  d'ailleurs  le  même  que  pour 
deux  droites  ;  ainsi ,  il  serait  superflu  de  s'y  arrêter. 

N®  117.  —  Rema&que  importante  sur  les  lignes  [et,  en  géné- 
ral ,  sur  les  grandeurs]  incommensurables  entre  elles. 

Nous  avons  supposé  dans  le  n®  lltf,  qu'après  un  certain 
nombre  d'opérations,  on  finissait  toujours  par  arriver  à  un  reste 
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des  angles  et  celui  des  arcs  ont  les  mêmes  valeu»  approximaiive5, 


m    m'    m" 


—  y—Ty  -17  V  î  c^  Q^'iï  ïï^est  pas  un  seul  de  ces  nombres  frac- 
/«     n      n  ' 

tionnaires ,  qui ,  exprimant  le  rapport  des  angles  avec  une  certaine 

approximation ,  n'exprime  aussi  le  rapport  des  arcs  avec  le  ménu' 

degré  d'approximation. 

Or,  concevons  le  plus  petit  angle  A'CÏ  B'  divisé  en  n  parties 

égales,  et  portons  une  de  ces  parties  m  fois  consécutives  sur  l'ani^lo 

AOB  à  partir  de  OA.  — Puisque,  par  hypothèse ,  le  rapport  âts 

angles  est  compris  entre  —  et ,  cette  opération  donne  lieu  a 

un  reste  angulaire  moindre  que  le  -  de  A'0'B^  Maintenant,  il  est 

n 

facile  de  voir  que  Tare  A'B'  se  trouve  alors  divisé  en  n  parties  éga)e5, 

et  que  l'arc  AB  contient  un  nombre  m  de  ces  mêmes  parties, 

avec  un  resrp*  qui  est  nécessairement  moindre  que  Tune  d'elles; 

d'où  il  résuhe  que  le  rapport  des  arcs  est  lui-même  compris  entiv 

m       m  -h  i 

—  et  . 

fi  n 

Donc  —  représente ,  avec  le  même  degré  d'approximation  [cVst- 
n 

à-dire  h  -  près],  le  rapport  des  angles  et  cehii  des  arcs. 

Comme  le  même  raisonnement  s'appliquerait  aux  autres  nom- 
bres — ^,  -77  ,.••>  OB  est  en  droit  de  conclure  (n**  117)  que 

Las  angles  sont  proportionnels  aux  arcs  qui  leur  corrcspoMdi'ftt. 

La  rkgiproquk  est  vraie  et  se  démontrerait  de  la  même  manière. 

Thkoeème  il 

N®  1 19.  — L'angle  au  centre  a  pour  mesure  l'are  de  cercle  com- 
pris entre  ses  côtés» 

Cet  énoncé  signifie  que ,  si  Ton  rapporte ,  d'une  part ,  Taugle 
proposé  à  V angle  droit  qui  est  Vanité  naturelle  des  angles  [comme 
riant  celui  de  tous  les  angles  dont  on  se  forme  l'idée  la  plus  nette] , 
ot  d'autre  pai't^  l'arc  décrit  du  sommet  de  l'angle  donné ,  comme 
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rentra  y  au  quadittnt,  c'est-à-dire  au  quart  de  ia  circonférence 
doDt  Tare  fait  partie,  le  rapportée  l'angle  à  Tangle  dmii  est  égal 
I  n°  118)  au  rapport  de  Tare  au  quadrant;  ou  bien 

angle  AOB   :    i  angle  droit   :  :    arc  AB   :    i  quadrant  - 

(T  (pii  veut  dire  que  le  nombre  abstrait  qui  exprime  le  rapport  de 
Tare  à  son  unité ,  ou  la  mesure  de  l'arc  (n^  S) ,  exprime  en  même 
temps  la  mesure  de  l'angle. 

N.  S.  —  On  écrit  alors ,  pour  abréger,  et  conformément  à  l'é- 
noncé, 

,    AOB  =  AB  ; 

mais,  pour  comprendre  le  véritable  sens  de  cette  égalité,  il  faut 
supposer  l'angle  et  l'arc  rapportés  à  leurs  unités  respectives. 

N*  120.  —  ScoLiE  I. —  Afin  de  pouvoir  mesurer  plus  facilement 
les  arcs ,  et  par  conséquent  les  angles ,  on  est  convenu  [dans  le 
iYstème  lies  anciennes  mesures]  de  diviser  la  circonférence  entière 
fn  36o  parties  égales  appelées  degrés  ,  chaque  degré  en  60  parties 
(-gales  appelées  minutes ,  chaque  minute  en  60  secondes,  chaque 
seconde  en  60  tierces,  etc.  :  —  cette  méthode  de  division  est  dite 

SEXAGÉSIMALK. 

Il  en  résulte  que  le  quadrant  vaut  90  degrés  [qu*on  indique 
ainsi  :  90**],  puis  90  X  60  ou  54oo  minutes  [ou,  pour  abréger, 
^4^'])  puis  5400  X  60  ou  324000  secondes  [ou  824000''];  et 
ainsi  de  suite. 

Veut-on  exprimer  un  arc  qui  ne  renferme  pas  un  nombre  exact 
^  d^rés?  On  dit ,  par  exemple,  que  cet  arc  vaut  47"i9'a4'S  ®^ 
qu'il  est  de  47" '9'  24". 

On  dit  encore  quelquefois ,  par  abréviation ,  que  l'angle  lui- 
aéme  est  de  ^'j^j^'t.^".  Mais  pour  obtenir  dans  ce  cas,  le  nom- 
^t  abstrait  qui  exprime  le  rapport  de  l'angle  à  l'angle  droit ,  il 
faut,  d'après  les  règles  de  l'arithmétique  : 

»"  —  Convertir  47*** 9'  24"  en  secondes ,  ce  qui  donne  1 7o364"  ; 

^"  —  Diviser  ce  nombre  par  824000 ,  nombre  de  secondes  que 
'ootientle  quadrant, 

f\     .  '    '  170364  ,  11 

Un  trouve  ainsi  -—-7 pour  \r  rapport  dcmantlc. 

324000  *  ■  * 


9©  1,1V.    I.    CHAP.    11.    §    II. 

Dans  le  système  métrique  actuel ,  la  division  des  arcs  est  dite 
GEirrisiMALE  ;  on  conçoit  le  quadrant  divisé  en  loo  parties  égales 
appelées  grades  [la  circonférence  entière  en  4oo  g'^^^]j  chaque 
grade  en  loo  parties  égales  appelées  minutes  centésimales,  chaque 
minute  en  loo  secondes ,  etc 

Le  grade  se  désigne  par  la  lettre  initiale  ^,  et  les  minutes, 
secondes, . . . ,  comme  ci-dessus. 

Ainsi,  un  arc  ou  un  angle  de  23  grades  35  minutes  43  secondes, 
s'écrit  :  23' 35' 43",  ou  plus  simplement  encore  :  oS233543,  le 
quadrant  étant  ici  pris  pour  unité;  et  cette  fraction  décimale  donne 
immédiatement  le  rapport  de  Tangle  à  Tangle  droit. 

N<*  191.  —  ScouK  n.  —  Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur 
ces  principes  qui  ne  sont  guère  utiles  que  dans  la  Trigonome- 
trîe  ;  et  nous  nous  bornerons  à  observer  que  ^  comme  le  quadrant 
vaut  d'une  part  go**,  et  de  l'autre  lOo',  il  s'ensuit  qu'cM  seul 
degré  vaut  ^  de  grade,  et,  réciproquement,  un  seul  grade  vaut 
■^  de  degré;  ce  qui  donne  le  moyen  d'évaluer  un  certain  nombre 
de  degrés,  minutes ,  et  secondes  sexagésimales,  en  grades,  minutes 
et  secondes  centésimales,  et  réciproquement. 

I 

I 
Mesures  des  angles  excentriques. 

Tout  angle  cfui  a  son  sommet  ailleurs  qu'au  centre,  est  dit  1.5, 

ANGLE  EXCENTRIQUE. 

On  donne  en  particulier  le  nqm  d'ANGLE  inscrit  à  tout  angle 
qui  a  son  sommet  sur  la  circonférence  et  dont  les  cAtés  traversent 
le  cercle  [voyez  le  n®  105). 

F»c  76.  Théorème  m.  [Ffg,  76.) 

N°  189.  —  Tout  angle  inscrit  [formé  par  deux  cordes]  a  pour 
mesure  la  moitié  de  l'arc  compris  entre  ses  côtés. 

Il  peut  se  présenter  trois  cas,  suivant  que  le  centre  est  placé  sur 
l'une  des  deux  cordes,  ou  entre  les  deux  cordes,  ou  hors  d«3 
l'angle  formé  par  ces  cordes. 

Premier  cas.  —  Soit  Tangle  BAD  dont  un  côté  AD  passe  par 
le  centre  0.  —  Tirons  OB  ;  l'angle  BOD  extérieur  au  triangle  AOBj 
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(  st  égal  à  BAO  +  OBA  (  n®  ttS  ) ,  et  par  conséquent  égal  à  2 BAC, 
puisque  ce  triangle ,  étant  isoseèle ,  donne  OBA  ==  BAO  ;  ainsi 
ron  a  BAO  =  7  BOD.  Mais  BOD  =  BD  (n<>  118);  donc  BAO ,  ou 
BAD,  vaut  7  BD,  ou  bien  a  pour  mesure  -j  BD. 

Deuxikms  cas.  —  Soit  un  angle  BA€  comprenant  le  centre. 
—  On  a  évidemment,  d'après  la  figure ,  BAC=rBAD  +  DAC; 
or,  d'après  ce  qui  vient  d*ètre  dit , 

BAD  =  iBD,       DAC  =  |DC; 
donc  BAC    =  |(BD  -h  DC)  =  |BC. 

T&oisiKME  CAS.  —  Soit  l'angle  BAC^  tel ,  que  le  point  O  est  situé 
AD  dehors.  —  On  a,  au  contraire,  BAC'  =  BAD  —  DAC,  et  par 
suite,  BAC  =^(BD  — DC')  =  |BC'. 

y*  1 115.  —  CoaoïXAiaE  I.  —  Tout  angle  inscrit,  AGD ,  dont  les 
côtés  pussent  par  les  extrémités  d'un  diamètre  AD ,  est  un  angle 
droit. 

Car,  en  vertu  du  théorème  principal,  il  a  pour  mesure  la 
moitié  de  Tare  ACD ,  qui  est  une  demi-circonférence  ;  il  a  donc 
pour  mesure  un  quadrant, 

xV.  B. — Ce  corollaire  peut^encore  se  déduire  du  théorème  établi 
AU  n«  M  ;  car  en  tirant  OG ,  on  a  OG  =  OA  =  OD;  d'où  il  suit 
que  Tangle  en  G  du  triangle  GAD  est  droit, 

y  IM.  —  CoROLLAïKE  II.  —  L'angle  MAB  [ou  ^AB]  formé 
par  une  corde  et  une  tangente ,  a  aussi  pour  mesure  la  moitié 
de  i'arc  compris  entre  ses  côtés. 

Tirons  le  diamètre  AOD.  L'angle  MAD  est  droit  {d?  109)  et  a 
pour  mesure  un  quadrant,  ou  y  AGBD  ;  Tangle  BAD  a  également 
pour  mesure  \  BD;  donc  MAD  —  BAD,  c'est-à-dire  l'angle  MAB, 
A  pour  mesure  y  AGB. 

Si  Ton  considère  Tangle  obtus  NAB ,  on  a  N AB  =  NAD  +  DAB  ; 
rf V.ù  KAB  =  f  ACD  4-  4-  DB  =  1 ACDB. 

iV':  B,  —  Cette  proposition  ressort  plus  immédiatement  encore 
de  (relie  de  Tangle  inscrit ,  lorsque  l'on  considère  la  tangente  comme 
U  iifnitedi's  sécantes.  —  {^"oyez  1c  ïV  110.) 
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Fie   77.  TaioaiME  IV.  (Fig,  77.) 

N**  183.  —  Tout  angle  excentrique ,  BAC  ou  BA'C,  formé  par 
deux  parties  de  cordes,  AB,  AC,  ou  par  deux  sécantes,  A'B,  A'C, 
a  pour  mesure  la  demi^somme ,  4^  (BC  4-  B'C  ),  ou  la  demi-diffi- 
renee ,  j  (BC  —  DE) ,  des  arcs  compris  entre  ses  côtés  [indéfiniment 
prolongés ]y  suivant  que  le  sommet  est  intérieur  ou  extérieur  iM 
cercle. 

P&EMiEE  CAS.  —  Tirons  la  corde  BC  ;  on  a  (b**  55) 

BAC  =  BC'A  H-  C'BA; 

or,  fes  angles  BCA,  C'BA,  ou  BC'C,  C'BB',  ont  pour  mesures 
respectives  (n°  129)  i^BC,  tB'C;  donc  l'angle  total  BAC  a  pour 
mesure  |BC -h  |B'C'. 

Second  cas.  —  Joignons  encore  le  point  C  au  point  £  ;  on  a 

BEC  =  EA'C  H-  ECA'; 

<1  où  EA'C  ou  BA'C  =  BEC    —  ECA'  ; 

or  BEC  =  |BC,  ECA'  =  |ED  (n»  l««); 

donc  BA'C=  |(BC  — 4ED)=:  |(BC  —  DE). 

N.  B.  —  Comme  cas  particulier,  on  peut  voir  que 
Fie.  72.       L*angle  circonscrit  LIM  [fig»  72)  a  pour  mesure  la  demi-dijft- 
rcnce  entre  l'arc  concave  LAM  et  l'arc  convexe  LBM  ; 

Mais  on  démontre  encore  directement  cette  proposition  en  tirant 
les  cordes  BL,  BM. 

N**  126.  —  ScoLiE  sur  les  angles  excentriques  en  général.  — 
Les  différentes  mesures  qui  viennent  d*étre  établies  pour  toutes  les 
espèces  d'angles  dont  le  sommet  n'est  pas  au  centre ,  doivent  être 
considérées  comme  des  mesures  tout  à  fait  secondaires;  car 

La  mesure  naturelle  d'un  angle  est  l'arc  de  cercle  compris  entre 
SCS  côtés  et  décrit  de  son  sommet  comme  centre,  —  [on  plutôt 
(  n"  118)  1r  rapport  de  cet  arc  nu  qundrnnt\  I 
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Les  autres  mesures  ont  uniquement  pour  objet  île  faire  recon- 
naître, dans  les  figures  circulaires,  les  relations  de  grandeur  qui 
paivent  exister  entre  certains  angles. 

Cest  ainsi,  par  exemple,  qu'on  peut  affirmer,  à  l'inspection  de 
\k  figure  77,  que  des  trois  angles  BAC ,  BEC ,  BA'C ,  le  plus  grand  Fie.  77. 
est  BAC ,  le  moyen  est  BEC ,  et  te  pkis  petit  est  BA'C ,  puisque  Ton 
a fn»»  180  et  mis) 

BAC  =  -^ (BC  -h  B'C),      BEC  =  ^BC,      BA'C=  i(BC—  DE). 

Actuellement,  si  l'on  considère  l'angle  inscrit  ACB  {fig,  78),  et  F»**'  78- 
pron   retranche  de  la  circonférence  entière  Tare  ANB  compris 
entre  les  côtés  de  cet  angle,  l'arc  restant  ACC'C'B,  ou  le  segment 
ie  cercle  correspondant,  sera"  Varc  ou  le  segment  auquel  l'angle 
^CB  rst  dit  inscrit. 

Cela  posé,  il  résulte  évidemment  du  théorème  m  (n®  ISS)  et 
In  corollaire  II  (n®  i9A)  que 

Toas  les  angles  inscrits,  ACB,  AC  B, . . ,  à  m/i  même  segment ,  ainsi 
[ue  l'angle  ÀSL  formé  par  la  corde  AB  de  ce  segment  et  la  tan- 
gente menée  à  l'une  des  extrémités  de  la  corde ^  sont  égaux  entre 
'&r  .-  —  car  ils  ont  même  mesure. 

xV.  B. —  Le  segment  de  cercle  ACC'C'B  est  dit  un  skgmcnt  c.k- 
»ABLE  de  Tangle  ACB. 

Tous  les  angles  inscrits  à  une  demi  ^circonférence  [ou  à  un  demi- 
erele^y  sont  droits, — ainsi  que  nî>us  Tavons  déjà  démontré  au 
numéro  1S3. 

^  III.  —  Propriétés  des  polygones  inscrits  et  cir^ 
conscrits  à  des  circonférences  de  cercle,  —  (Voyez 
le  n''  105.) 

Théorxmr  I.  (  Fig.  60  et  (>  1 .)  Fie.  60  cl  61 . 

N**  €47.  —  Tout  triangle  CXh  est  à  la  fois  inscriptiblr  et  c/>- 
3n.icr7j?tiblc, 

I.a  i>«KMiÈaE  PAATix  de  cette  proposition  peut  encore  s*énoncer 
insi  : 
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Par  trois  points  A,  B,  C,  non  en  ligne  droite ,  il  est  toajom 
possible  de  faire  passer  une  circonférence. 

Or,  c^est  une  conséquence  nécessaire  du  théorème  étabti  aa  ;i«- 

Fic.  6i.  niéro  96;  car  le  point  O  {fig»  6i)  étant,  par  sa  position ,  également 

distant  des  trois  points  A ,  B,  C ,  il  s'ensuit  que  la  circonférence 

décrite  de  ce  point  comme  centre  avec  le  rayon  OA ,  passerait 

également  par  les  deux  autres  points  B  ,  G. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que,  par  les  trois  mêmes  points  A,  B, C, 
on  ne  peut  faire  passer  qu'une  seule  circonférence ,  puisque  le  cen- 
tre ne  saurait  être  que  le  point  O. 

iV.  B.  —  Si  les  trois  points  A ,  B ,  C  étaient  en  ligne  droite,  \^. 
perpendiculaires  élevées  par  les  milieux  de  AB ,  BC ,  AC ,  seraieoi 
parallèles  (n*"  58)  ;  et ,  dans  ce  cas ,  il  n'y  aurait  plus  de  centre 
ou  (n**  M)  le  centre  serait  situé  à  V infini. 

Quant  à  la  oeuxième  partie  de  la  proposition ,  elle  se  déduit 
Fie.  60.  également  du  théorème  établi  au  numéro  W  ;  car  le  point  O  [f^.  ^\ 
étant  à  égale  distance  des  droites  AB ,.  AG ,  BC  ,  il  en  résulte  qiM 
le  cercle  décrit  du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  Ij 
perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  AB ,  passera  nécessaire 
ment  par  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  même  poio 
sur  les  deux  autres  côtés.  En  outre,  ce  cercle  sera  (n°  108}  tan^cA 
intérieurement  aux  trois  côtés  du  triangle  ;  et  l'on  aura  ainsi  u| 
cercle  inscrit  à  ce  triangle. 

FiG.  60.  ScoLiK  I.  —  Si  l'on  considère  Tespace  indéfini  LGBI  {fig-  601  d( 
terminé  par  le  côté  GB  du  triangle  elles  prolongements  CL,  CI ,  (h 
deux  autres ,  et  qu'on  mène  les  bissectrices  des  angles  LGB ,  IBC 
le  point  O'  où  elles  se  rencontrent  est  également  distant  des  tro 
droites  GB ,  CL ,  BI  ;  ce  qid  donne  un  nouveau  cercle  langent  an 
trois  côtés,  cercle  que  l'on  appelle  ex-inscrii  pour  exprimer  qu  il  e 
placé  hors  du  triangle.  —  Le  point  O'  se  trouve  en  même  tem] 
placé  sur  la  bissectrice  AA'  de  Tangle  A.  —  (  f^ojrez  n®  OU,  scoL) 
Nous  aurons  occasion  de  revenir  sur  ces  propositions  dans 
chapitre  des  problèmes. 

N®  188. — SooLiK  n. —  Le  thiwème  du  n°  94  nous  apprend  <*i 
Fir..  59.  c^orc  f|ue,  si  le  triangle  ABC  (fig,  5ç))  est  rectangle  en  C,  le  cent 
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du  cercle  circonscrit  se  trouve  placé  au  milieu  de  Thypoténuse 
AB  f  puisqu'alors  les  trois  distances  DA ,  DB,  DC ,  sont  égales. 

Si  le  triangle  est  isoscéle ,  le  centre  du  cercle  circonscrit ,  comme 
celui  du  cercle  inscrit ,  se  trouve  placé  sur  la  bissectrice  de  l'angle 
opposé  à  la  base  (n°  Gi). 

Enfin ,  lorsque  le  triangle  est  équilatéral ,  les  centres  des  deux 
cercles  se  confondent;  ce  que  Ton  exprime  en  disant  que  les  deux 
cirton/érrnces  sont  concentriques. 

TheoeemeII.  (Fig.  79.)  Fie.  79. 

N®  129.  —  Dans  tout  quadrilatère  insent  ABCD,  la  somme 
da  angles  opposés  y  pris  deux  à  deux,  est  égale  à  2  d&oits. 

£n  effet  y  les  deux  angles  en  B  et  en  D,  par  exemple,  ont  (n°  I2S) 
pour  mesure ,  Tun  \  ADG ,  Tautre  7  ABC  ;  donc  leur  somme  a  pour 
mesure  la  moitié  de  la  circonférence  totale  ADGB  ,  ou  une  demi- 
circonférence.  —  Donc ,  etc. 

RÉciPROQnBMRNT.  —  Un  quadrilatère  ABCD  est  inscriptihle  lorS' 
^ueles  angles  opposés  y  forment ,  deux  à  deux,  une  somme  égale 

à  2  DROITS. 

En  effet,  si  le  cercle  mené  par  les  trois  points  A,  B,  C,  cercle  qu'il 
est  toujours  possible  de  construire  (n°  127),  ne  passait  pas  par  le 
(piatrième  point  D ,  ce  point  serait  intérieur  ou  extérieur  au  cercle. 

Supposons-le  d'abord  intérieur,  et  prolongeons  AD  [ou  CD] 
jasqu  à  sa  rencontre  en  D'  avec  la  circonférence  ;  nous  aurons , 
<i'aprés  la  proposition  directe , 

ABC-+-AD'C  =  2  droits; 

mais,  par  hypothèse ,        ABC  4-  ADC  =  2  droits; 

donc  AD'CnrADC, 

ce  qui  est  absurde  (n**  5tf,  N.  B.). 
Même  raisonnement  si  le  point  D  était  extérieur. 
Donc  le  quadrilatère  est  inscriptible. 

ScouB. — Ce  théorème  fournissant  une  propriété  caractéristique 
en  qnadrilalère  inscriptible ,  nous  apprend  que  le  rectangle  et  le 
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carré  sont ,  parmi  les  paraUétogrammes,  les  seuls  quadrîlatèrfs  qui 
la  possèdent;  car  il  n*y  a  que  ces  figures  pour  lesquelles  les  angles 
opposés  puissent  être  à  la  fois  égaux  et  supplémentaires.  —  Les 
diagonales  du  i*ectangle  ou  du  carré  sont  alors  des  diamètres  du 
cercle  circonscrit.  —  (  Voyez  le  scolie  du  n**  128.) 

F'c-  80.  THioBÈMmin.  (/7^.  80.) 

N°  150.  —  Dans  tout  quadrilatère  circonscrit  ABCD,  ia  sommt 
de  deux  côtés  opposés  [AB  -|-  DCJ  est  égaie  à  la  somme  des  deux 
autres  [AD  -h  BC]. 

On  a,  en  effet (n<>  105), 

AE  =  AK,     EB  =  BF,     CG  =  CF,     GD  =  DK; 

d*où ,  en  ajoutant  ces  quatre  égalités  membre  à  membre , 
AE  -h  EB  -h  CG  -h  GD  =  AK  -h  BF  -h  CF  -h  DK, 

ou  AB  -+-  CD  =  AD  -h  BC; 

C.  Q.  P.  D. 

RiciPROQUEMKiTTy — Si  la  somme  de  thux  côtés  opposés,  AB-I-DC , 
est  égale  à  la  somme  des  deux  autres ,  AD  -f-  BC,  le  quadrilaUrc 
est  circonscriptible. 

On  peut  toujours  (n°  127,  scolie  l)  décrire  un  cercle  tangent  aiii 
trois  côtés  AB ,  BC ,  CD  ;  et  il  reste  à  prouver  qu'il  est  nccessairp-' 
ment  tangent  au  quatrième  AD.  Or,  admettons  pour  un  instasl 
que  cela  ne  soit  pas  :  le  côté  AD  sera  alors ,  ou  une  sécante  au  cer- 
cle ,  ou  une  droite  extérieure  à  ce  cercle  ;  et ,  dans  les  deux  cas , 
on  pourra  mener  parallèlement  à  AD  (n°  110) ,  une  tangente  A^D* 
ou  A^'D",  différente  de  AD. 

Soit,  par  exemple,  A'D'  cette  droite;  on  a,  par  hypothèse, 

AB  -f-  CD  =  AD  -h  BC; 
mais ,  en  vertu  de  la  proposition  directe ,  on  a  aussi 

A'B  -h  CD'=  A'D' H-  BC; 
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d'où  Ton  déduit  9  en  retranohaDt,  membre  à  membre ,  la  première 
égalité  de  la  seconde , 

A'A  -h  DD'  =  A'iy  —  AD , 
et,  par  conséquent, 

A'iy  =  A'A  -H  DD'  H-  AD, 

résultai  absurde  (n*^  «S). 
Même  conclusion  en  considérant  la  tangente  A"D''. 
Donc  la  réciproque  est  vraie, 

Sgolis.  —  Le  losange  et  le  carré  sont  les  seuls  parallélogrammes 
àrcomcriptibles  y  puisqu*il  n^y  a  que  ces  deux  variétés  du  parallé- 
logramme pour  lesquelles  la  somme  de  deux  côtés  opposés  puisse 
être  égale  à  la  somme  des  deux  autres. 

Dans  le  carré,  le  cercle  circonscrit  et  le  cercle  inscrit  sont  néces- 
sairement concentriques. 

Des  polygones  réguliers. 

N"  151.  —  On  nomme  ainsi  tout  pofygone  qui  est  à  la  fois  équi- 
latéral  et  équiangle,  —  La  possibilité  de  polygones  de  cette  sorte 
ne  saurait  être  révoquée  en  doute  :  car,  si  l'on  conçoit  qu'après 
avoir  divisé  une  circonférence  de  cercle  en  un  certain  nombre  de 
parties  égales,  en  6  par  exemple,  on  ait  joint  par  des  droites  con- 
sécutives les  points  de  division  A ,  B ,  C ,  D ,  £ ,  F  {fig.  8i),  toutes  pi^,  31 , 
les  cordes  de  jonction  seront  égales  (n®  108),  et  les  angles  seront 
égaux,  comme  inscrits  à  des  segments  égaux  (n"  196);  donc  le 
polygone  ABCDEF  sera  régulier. 

Le  triangle  équilatéral  et  le  carre  sont  des  polygones  réguliers. 

THiOEÀMElV.   {Fig,  8l.)  FiG.  81. 

Tout  polygone  régulier  est  à  la  fois  inscHptible  et  circonscrip* 
iiblc. 

Soit  ABCDEF  un  polygone  régulier  quelconque  ;  et  par  trois 
sommets  consécutifs  A ,  B ,  G,  faisons  passer  (n?  127)  une  circon- 
ierence  de  cercle  :  je  dis  qu'elle  passera  également  par  les  autres 
sommets. 
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En  effet,  joignons  le  point  O,  centre  du  cercle,  aux  points 
A ,  B,  Cy  D  ;  nous  formerons  ainsi  trois  triangles  OAB,  OBC,  OCD. 

Gela  posé ,  comparant  les  deux  triangles  OAfi ,  OBC ,  on  voit 
que  OB  est  commun ,  AB  =  BC  par  hypothèse ,  et  OA  =  OB  ; 
donc  ces  deux  triangles  sont  égaux  (n^  65 ,  3^  cas).  De  plus ,  ils 
sont  isoscèles ,  à  cause  de  OA  =  OB  ;  ainsi  Ton  a 

BAO  =  ABO  =  OBC  =  OCB. 

En  second  lieu ,  les  deux  triangles  OBC ,  OCD,  sont  aussi  égaux  : 

car  on  a  OC  commun,  BC  =  CD  par  hypothèse,  et 

angle  BCO:=a/i^/<?  OCD,  comme  on  vient  de  le  voir^  donc  ils 
sont  égaux  (n®  65,  a*  cas).  D'od  l'on  déduit 

OD  =  OB  =  OC  =  OA. 

Ainsi  la  circonférence  doit  passer  par  le  point  D. 

On  démontrerait  de  même,  par  la  comparaison  successive  des  tri- 
angles OCD  et  ODE,  ODE  et  OEF,...,  que  OE  =  OC,  OF=OD,... 
Ainsi  la  première  partie  de  la  proposition  est  démontrée. 

Quant  à  la  seconde  partie ,  observons  que ,  si  du  point  O  Ton 
abaisse  OG ,  OK ,  01 , . . . ,  perpendiculaires  sur  AB ,  BC ,  CD,.. . , 
toutes  ces  perpendiculaires  seront  égaies ,  comme  appartenant  à 
des  triangles  égaux  ;  d'où  il  suit  que  le  cercle  décrit  du  point  0 
comme  centre  avec  le  rayon  OG,  passera  également  par  les 
points  K,  I, . . .,  et  de  plus  sera  tangent  aux  càtès  du  polygone 
(n^  IM).  Ce  qui  démontre  la  deuxième  partie  de  la  proposition 
énoncée. 

N**  I5ft.  —  ScoLiz  I.  —  Le  point  0 ,  centre  du  cercle  mené  par 
les  trois  points  A ,  B,  C,  est  dit  le  centre  du  polygone  régulier,  à 
cause  de  la  double  propriété  qui  vient  d'être  démontrée. 

Tous  les  triangles  OAB,  OBC,  OCD,...  sont  isoscèles  y  puisque  Ton 
a  vu  que 

OA  =  OB  =  OC  =  OD  =  OE  = ; 

d*où  il  suit  que  les  droites  OA,  OB,  OC, sont  les  bissectnrr^ 

des  angles  du  polygone. 
Le  rayon   du  cercle  circonscrit  est  dit  aussi  le  kayon  du  /•«" 
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fygwie  réguiier,  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  en  est  dit  I'akk- 
THÈME.  —  1a  flèche  de  chacun  des  arcs  sontendus  est  la  différeno9^ 
entre  le  rayon  et  l'apothème  du  polygone  [voyez  le  n°  I II). 

N**  IS5.  —  ScoLiE  n.  —  Si  Ton  désigne  par  n  le  nombre  des 
côtés  d*un  polygone  régulier ,  chacun  des  angles  du  polygone 
pour  valeur  numérique 

til^lJl,     ou     a  -4     (no  86). 
n  fi 

Chacun  des  angles  AOB,  BOC,...,  dit  angle  au  centhe  du  polygone , 

est  égal  à  —,  comme  il  est  évident. 
fi 

Ceci  prouve  que ,  dans  les  polygones  réguliers  d'un  méfne  nofnbre 

decôiés,  tous  les  angles  ont  la  ffiéfne  valeur  fiuffiérique ,  quelle  que 

soit  d'ailleurs  la  grandeur  des  côtés.  Les  angles  au  cefitre  sont  aussi 

tous  égaux  entre  eux. 

Tnio&iME  V.  {Fig.  82.)  Fie.  Sa. 

N°  134.  —  Si  f  par  les  sommets  A  ,  B,  C,  D,  £,...  d'un  poly- 
gofie  réguiser  déjà  inscrit  à  une  circonférence  de  cercle,  on  méfie 
des  tangentes  à  cette  circonférence,  on  formera  eùnsi  un  polygone 
circonscrit  A'B'C'iyE'  [d'un  même  nombre  de  côtés]  qui  sera 
régulier. 

£d  effet,  ces  tangentes  déterminent  évidemment,  avec  les  côtés 

AB,  BC,  CD,...  du  polygone  inscrit,  une  série  de  triangles  AA'B, 

BB'C,  CC'D,...  tous  égaux  entre  eux  et  isoscèles  :  car  on  a,  d'une 

part, 

AB  =  BC  =  CD  =  DE  =...; 

et  d'antre  part,  les  angles  A'AB,  A'BA,  B'BG,  B'CB,  CCD, 
C'DC , . . . ,  sont  égaux  comme  ayant  même  mesure. 

De  là  il  résulte 

lo —  que  iQug  les  angles  A',  B',  G%...  du  polygone  circonscrit 
sont  égaux  ; 

2«  — que         AA'  =  A'B  =BB'  =  B'C  =  CC'  =  . . .; 

O*  qui  donne  par  conséquent 

A'B'  =  B'C  =  CD'  =...; 

7- 
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donc  ce  polygone ,  ayant  ses  angles  tous  égskuji  entre  eux ,  ainsi 
que  ses  côtés ,  est  régulier;  C.  Q.  F,  D. 

N®  I5U.  —  ScoLiE.  —  Tirons  les  droites  OA ,  OB,  OC , . . . ,  puis 
OA',  OB',  OC, . . . ,  droites  qui  seront  (n^  1511  )  les  bissectrices  des 
angles  en  A,  B ,  C,... ,  et  en  A%  B',  C%...  Cela  fait,  de  ce  que  les 
deux  polygones  ont  un  même  nombre  de  côtés,  il  s'ensuit  (n®  155) 
que  les  angles  au  centre,  AOB,  BOG,...  du  polygone  inscrit,  sont 
égaux  aux  angles  au  centre,  A'OB',  B'OG',...  du  polygone  circon- 
scrit. Ainsi  les  bissectrices  0A%  OB',  OC',...  des  angles  au  centre 
de  celui-ci,  sont  en  même  temps  les  bissectrices  des  angles  au 
centre  du  premier  ;  c'est-à-dire  que  Ton  a 

angle  KO  A!  =  angle  A'OB  =  angle  BOW  =..., 

et  par  conséquent 

arc  AI  =  arc  IB  =  arc  BK  =  arc  KG  = . . . 

De  là  résulte  une  nouvelle  position  que  pourra  prendre 
le  polygone  circonscrit.  En  effet ,  faisons  pipoter  le  polygone 
A'B'G'iyE'...  autour,  du  point  O,  dans  le  seosBI,  de  manière 
que  le  point  B ,  milieu  de  Tare  IBK,  vienne  tomber  en  I ,  milieu 
de  Tare  AIB;  les  points  K,  G,  L,...  prendront  en  même  temps 
les  positions  respectives  B,  K,  C,...;  et  les  tangentes  A'B%  B'C', 
G'D',."  deviendront  A"B'',  B"G",...;  ce  qui  donnera  le  nouveau 
polygone  circonscrit  A''  B''G''  D'* . . . ,  parfaitement  égal  au  premier , 
et  dont  les  côtés  seront  respectivement  parallèles  aux  côtés  AB, 
BG ,  GD, ...  du  polygone  inscrit. 

Nous  aurons ,  par  la  suite,  occasion  de  considérer  à  la  fob  deux 
polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés,  Fun  inscrit, 
Tautre  circonscrit  ;  et ,  suivant  les  circonstances ,  nous  prendrons 
le  polygone  circonscrit  dans  l'une  ou  dans  l'autre  des  deux  posi- 
tions que  nous  venons  d'indiquer. 

§  IV.  —  Des  cercles  sécants ^  tangents ^  extérieurs  et 

intérieurs  les  uns  aux  autres. 

N**  156.  —  On  a  vu  (n**  iS7)  que,  par  trois  points  non  situés 
4»i  ligne  droite,  on  peut  toujours  faire  passer  une  circonférence  de 
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cercle,  et  qu'on  ne  peut  en  faire  passer  qa*une;  d*oùil  suit  néces- 
saireioent  que 

Jkttx  circonférences  ne  sauraient  avoir  trois  points  communs  sans 
se  confondre. 

Mais,  deux  cercles  étant  tracés  sur  un  même  plan ,  il  peut  ar* 
river  que  leurs  circonférences  n'aient  aucun  point  commun,  ou 
bien  qu'elles  aient  un  ou  deux  points  communs,  '•^  Dans  ce  dernier 
cas,  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  est  une  corde  commune  aux 
deux  cercles  (n**  1 4). 

De  plus ,  on  nomme  uone  des  csirrafis  la  droite  menée  par  les 
deux  centres. 

Enfin  y  la  ligne  circulaire  étant,  d'après  sa  définition  (n**  15), 
une  courbe  fermée  et  rentrante  sur  elle-même ,  on  peut  affirmer 
que ,  quand  une  circonférence  de  cercle  a  en  même  temps  un 
]^mt  intérieur  et  un  point  extérieur  à  une  autre  circonférence, 
ces  deux  lignes  se  rencontrent. 

Gela  posé ,  voici  deux  propositions  qui  peuvent  être  considé- 
rées comme  fondamentales  dans  la  théorie  que  nous  avons  à 
établir  : 

Théoeâms  I. 

N"  157. —  Si  deux  circonférences  de  cercle  ont  deux  points  com- 
muns,  la  ligne  des  centres  est  perpendiculaire  à  ta  corde  com^ 
mune,  et  divise  cette  corde  en  deux  parties  égales. 

En  effet,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  cette  corde , 
devant  passer  par  les  centres  des  deux  cercles  (n°  106),  n'est 
antre  chose  que  la  ligne  des  centres;  donc ,  etc. 

THioEÈMB  n.  (Ffg,  83.)  Fie.  83. 

N*  158.  —  Lorsque  deux  circonférences  ont  un  seul  point  com- 
mun, ce  point  appartient  à  la  ligne  des  centres. 

En  effet,  soient  d'abord  O,  0%  les  centres  des  deux  cercles;  et 
supposons  que  le  point  commun  aux  deux  circonférences  puisse 
être  placé  au-dessus  de  la  droite  00',  en  M  par  exemple  ;  abaissons 
MP  perpendiculaire  sur  OO',  et  prolongeons  cette  perpendiculaire 
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d'une  longueur  PM'=PM.  On  a  nécessairement  OM'=OM  {a?  40), 
et  par  la  même  raison,  0'M'=  CM;  d'où  il  suit  que,  le  point 
M  appartenant  aux  deux  droonférenoesy  le  point  M' leur  appar- 
tient aussi.  Ces  circonférences  auraient  donc  alors  detue  pointi 
communs,  ce  qui  est  contre  Vhypoth^e;  donc,  etc. 

N°  159.  —  Avant  de  passer  à  d'autres  propriétés ,  nous  exami- 
nerons d'abord  quelles  peuvent  être  les  positions  relatives  de  deux 
cercles  tracés  sur  un  même  plan. 
Fw.  8 }  Soient  O,  O'  {fig,  84),  les  centres  de  deux  cercles  décrits  avec  des 
rayons  inégaux;  et  supposons  qu'aux  extrémités  A  et  B ,  A'  et  B', 
des  diamètres  situés  dans  la  ligne  des  centres,  on  ait  élevé  sur  cette 
ligne  des  perpendiculaires,  GG'  et  KK',  II'  et  LU  :  les  deux  pre- 
mières droites  seront  (n**  iOft)  tangentes  au  cercle  O,  et  le  com- 
prendront entièrement;  il  en  sera  de  même  des  deux  autres 
droites  par  rapport  au  cercle  0^ 

Gela  posé,  admettons  que  le  cercle  O,  restant  fixe  dans  son 
plan,  ainsi  que  ses  deux  limites ,  GG',  KK',  le  cercle  O',  ou 
plutôt  la  bande  II'LL'  qui  le  renferme ,  glisse  ou  se  meuve  paral- 
lèlement à  elle-même ,  de  manière  que  le  point  O'  se  rapproche 
continuellement  du  point  O  :  il  est  facile  de  reconnaître  ainsi,  que 
les  positions  relatives  des  deux  cercles  se  réduisent  à  cinq  essen- 
tiellement différentes  : 

Fic.  84.  I®  —  La  bande  II' LL'  peut  être  placée  comme  dans  Wfig»  84. 
—  Dans  ce  cas ,  les  deux  cercles  sont  tout  à  fait  extérieurs  l'un  à 
Vautre^  puisqu'ils  sont,  l'un  à  gauche  de  RK',  l'autre  à  droite  de 
II',  et  que  les  droites  KK',  II',  sont  séparées  par  la  distance  BA'. 

FiG.  8^.  2^  —  Supposons  maintenant  que  la  limite  II'  {fig.  85)  vienne  à 
s'appliquer  sur  KK^ — Dans  cette  nouvelle  position,  la  droite  KK' 
sera  une  tangente  commune  aux  deux  cercles ,  lesqueb ,  étant 
d'ailleurs  situés  entièrement,  l'un  à  gauche,  l'autre  à  droite  de  KK.', 
n'auront  que  le  seul  point  B  commun ,  et  seront  encore  extérieurs 
l'un  à  l'autre.  —  On  dit  alors  qu'ils  sont  tangents  extérieurentent. 

Z^  —  La  bande  11' LL',  continuant  à  se  mouvoir,  arrivera 

Fie.  S6.  dans  une  position  telle  que  II'  [fig.  86)  soit  à  gauche  de  KK',  la 

seconde  limite  LL'  restant  A  droite. — Dans  ce  cas,  les  deux  bandes 
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auront  une  partie  commune  II'KJK.';  et  il  en  sera,  par  conséquent, 
de  même  des  deux,  cercles  qui  auront  MBA' M  pour  surface  com- 
mune. Les  circonférences  se  couperont  donc  nécessairement  en 
deiii  points  M ,  It  ;  et  les  deux  cercles  sont  dits  alors  des  cercles 
sécants. 

4°  —  Supposons  la  seconde  limite  UJ  parvenue  à  s'appliquer 
sorKK'  [fig*  87),  la  première  II^  restant  toujours  intérieure  à  la  Fie-  B7. 
bande  GG'KS.%  ce  qui  suppose  que  le  cercle  (V  soit  moindre  que 
le  cercle  O  :  il  est  aisé  de  voir  que  le  cercle  (y  aura  tous  ses 
points,  autres  que  le  point  B'  [qui  est  venu  se  confondre  avec  le 
point  B],  situés  intérieurement  au  cercle  O.  -^  En  effet,  si ,  par  le 
centre  O,  on  tire  une  droite  quelconque  qui  rencontre  les  deux  cir- 
conférences  aux  points  M ,  N,  et  qu*on  joigne  le  centre  (Y  au  point 
N ,  le  triangle  OO"  N  donnera  (n^*  88) 

ON  <  OC  H-  O'N  <  OCy  -h  O'B  <  OB  <  OM. 

.\insi  tous  les  points  de  la  ciroonféreiice  O'  sont  intérieurs  à  la  cir- 
conférence O;  et  les  deux  circonférences  sont  dites  alors  tangentes 
intérieurement» 

5^  —  Enfin ,  lorsque  (^g.  88)  les  limites  IF,  LL',  seront  toutes  Fic.  88. 
les  deux  placées  dans  la  bande  GG^KK',  la  circonférence  O'  sera 
tout  à  £ut  intérieure  à  la  circonférence  0  ;  et  ces  deux  circonfé- 
rences n'auront  aiira/i /wi/i/  commun,  —  En  effet,  tirant  la  droite 
OX  et  le  rayon  O'  N ,  on  aura 

ON  <  00'  -h  O'N  <  OO'  -h  O'A'  <  OA; 

ce  qui  prouve  que  le  point  N  est  intérieur  à  la  circonférence  O. 

iV.  B,  —  Il  peut  arriver,  comme  cas  particulier  de  celuî-d ,  que 
les  points  O,  O',  viennent  à  se  confondre  :  alors ,  les  deux  circon- 
férences serontconcentriques  (n®  1S8)  ;  elles  se  confondraient  même, 
si  de  plus  leurs  rayons  étaient  égaux. 

Les  cinq  positions  relatives  que  nous  venons  d^énumérer  sont 
évidemment  les  seules  vraiment  différentes  que  les  deux  cercles 
paissent  avoir  ;  car,  si  la  limitQ  GG'  venait  passer  au  point  A,  puis  à 
Si  gauche,  on  retomberait  sur  les  circonstances  déjà  examinées. 

Ceci  admis  y  on  comprendra  facilement  les  propositions  sui7 
vantes  : 
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F.C.  84  et  88.  Thïoebmb  m.  (Fig.  H  et  88.) 

N°  140.  —  Quand  deux  circonférences,  OA,  CyA',  «'ovr  asciw 
^of'/if  commun,  la  distance  des  centres,  (M y  est  plus  grande  que  la 
somme  des  rayons  ou  plus  petite  que  leur  différence,  suivant  qu'dies 
sont  extérieures  ou  intérieures  l'une  à  l'antre. 
Fia.  84.      Car  on  a,  dans  le  premier  cas  {fig,  84)  > 

OCy  =  OB  -h  BA'  -4-  A'cy, 

d'où  OCy  >  OA  -h  (y A'; 

Fie   88.  et  dans  le  secoQd  {fig.  88) , 

0(y  =  OA  —  CA'  —  AA', 

d'où  0(y  <  OA  —  (VA'. 

Nommons,  pour  abréger,  D  la  distance  des  centres,  R  et  R' 
les  deux  rayons  [R  étant  le  plus  grand  rayon]  ;  —  ces  deux  rela- 
tions deviennent ,  pour  le  cas  des  cercles  extérieurs, 

D  >  R  -h  R', 

et  pour  les  cercles  intérieurs, 

D  <  R   —  R'. 

Fi€.85ci87.  THÉOBiMK  IV.  (Pig.  85  et  87.) 

N°  141.  —  Lorsque  deux  circonférences  sont  tangentes  extérieu- 
rement ou  intérieurement  (n®  159,  2®  et  4®)»  '«  distance  des  centres 
est  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  rayons  [suivant  que  le 
contact  est  extérieur  ou  intérieur^. 

On  sait  déjà  (n®  138)  que  le  point  de  contact  est  sur  la  ligne 
Fie  85.  des  centres.  —  Gela  posé,  on  a,  dans  le  premier  cas  [fig»  85), 

00'  =r  OB  H-  O'B,     ou     D  =  R  -h  R% 

Fie.  87.  et  dans  le  second  {fig-  87), 

OO'  =  OB  —  O'B,     ou     D  =  R  —  R'. 
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THioEiMs  V.  {JFig,  86.)  j.,^,^  86. 

N^  149. — Lorsque  deux  dreonfirences  sont  sécantes  (n*  159,  3*}, 
la  distance  des  centres  est  moindre  que  la  somme  des  rayons  et  plus 
grande  que  leur  différence. 

Le  point  M,  commun  aux  deux  drconférenoes,  étant  né- 
cessairement placé  hors  de  la  ligne  des  centres  OCy  (n^  i37), 
il  s'eDSuit  que  les  trois  points  O,  (y.  M,  forment  un  triangle  qui 
doone  (n"*  88) 

0(y  <  OM  -h  O'M,     et    00'  >  OM  —  O'M, 
ou  D  <  R  -h  R',     et     D  >  R  —  R'; 

ce  qa'O  fallait  démontrer. 

N^  145.  ScouK  I.  —  Les  réciproques  des  propositions  préoé- 
ilentes,  au  nombre  de  cinq,  suivant  les  positions  relatives  des  cer- 
des,  wùivraies  et  se  démontreraient  par  la  réduction  à  l'absurde, 
conformément  au  principe  établi  au  n®  91 . 

Ainsi  I  quand  deux  circonférences  sont  placées  sur  un  même 
pUn, 

i^-'Si  Ton  a  D  >  R  -h  R', 

^'  deux  cercles  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre  ; 

^-^si  D  =  R  -h  R', 

b  deux  cercles  sont  tangents  extérieurement  ; 

y— si  D  <  R  -h  R',     et     >  R  —  R', 

Ut  deux  cercles  sont  sécants  ; 

4*  —  «  D  =  R  —  R', 

^  plus  petit  cercle  est  tangent  intérieurement  au  plus  grand; 

5«~ettfin«i  D  <  R  —  R', 

^  plus  petit  cercle  est  intérieur  au  plus  grand. 


nous  bornerons  à  démontrer  la  dernière  de  ces  récipro- 
T)<^,  comme  étant  celk  dont  on  fait  le  plus  souvent  usage. 
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Ainsi  f  soit  en  même  temps 

D  <  R  -+-  R%     et     D  >  R  —  R', 

nous  disons  que  les  deux  circonférences  se  coupent  nécessairement. 
Car,  si  elles  ne  se  coupaient  pas ,  ou  elles  seraient  tangentes,  ou 
bien  elles  n'auraient  aucun  point  commun. 

Dans  le  premier  cas,  on  aurait,  en  vertu  du  théorème  IV, 

D  =  R  -h  R',     ou     D  =;  R  —  R', 

résultats  contradictoires  avec  les  relations  supposées. 
Dans  le  second  cas,  on  aurait  ^théorème  TU) 

D  >  R  4-  R',     ou     D  <  R  —  R', 

résultats  contradictoires  avec  les  hypothèses. 

On  ferait  des  raisonnements  analogues  pour  les  autres  réci- 
proques. 

» 

H^  144.  ScoLiB  II.  --«-  Le  théorème  V  et  sa  réciproque  peuvent 
être  renfermés  dans  un  énoncé  beaucoup  plus  concis  : 

Pour  que  deux  cercles  se  coupent^  XL  F4Ut  bt  vl  SurviT  que  le 
plus  grand  des  trois  éléments  qui  déterminent  leur  position  relative 
[  la  distance  des  centres  et  les  deux  rayons] ,  soit  moindre  que  la 
somme  des  deux  autres.  C'est ,  en  effet,  la  condition  caractéristique 
de  l'existence  d'un  triangle  avec  ces  trois  élémeot». 

N**  14 tf.  —  ScoLiE  m.  —  On  a  supposé,  dans  tout  ce  qui  pié-, 
cède,  que  les  rayons  des  deux  cercles  étaient  inégaux ^  mais  si 
Ton  avait  R  =  R',  les  diverses  propositions  n'en  subsisteraient 
pas  moins. 

Par  exemple,  si  l'on  a  en  même  temps 

R  =  R',     et     D  =  o, 

ce  qui  suppose  les  deux  circonférences  concentriques,  l'une  des  r^ 
lations  précédentes ,  D  =  R  —  R',  se  réduit  à  o  =  o.  Un  pareil  r^ 
sultat,  dans  l'analyse  algébrique,  est  en  général  le  symbole  de  Yin- 
détermination;  et,  en  effet,  dans  le  cas  que  nous  examinons,  le 
deux  circonfiérences,  étant  concentriques  et  ayant  des*  nyou 
égaux,  $€  touchent  en  tout  leurs poinu  communs. 
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CHAPITRE  III. 

DES  PROBLÈMES  QUI   SE  RAPPORTENT   AUX  DEUX 

CHAPITRES   PRÉCÉDENTS. 


N'  146,  —  iHTaoDUcnoK.  — Notions  générales  sur  les  deux  mé- 
thodes de  résolution  des  problèmes,  TAhaltse  et  la  Stnthàsb. 

'SovA  avons  déjà  dit  (n^  17,  6^)  en  définissant  les  problèmes, 
qn'oo  en  distingue  de  deux  sortes  :  les  problèmes  graphiques  ou 
Rlatife  aux  figures ,  et  les  problèmes  numériques  ou  relatifs  à  l'é- 
tendae.  Or,  il  ne  peut  être,  pour  le  moment ,  question  que  des  pre- 
miefs,  puisque  les  autres  supposent  la  connaissance  des  rapports 
numériques  dont  la  recherche  doit  faire  Tobjet  du  second  livre. 

En  général ,  RisouoAx  uh  vkoviàm^  ,  c'est  {même  numéro)  dé- 
terminer certaines  choses  inconnues  au  moyen  d'une  on  de  plu- 
âeurs  antres  choses  connues  ou  données,  qui  ont  avec  les  premières 
ét&  relations  indiquées  par  Yénoncé,  —  Le  résultat  auquel  on  par- 
vient, s'appelle  la  Solution  du  problème. 

Quand  il  s'agit  de  problèmes  graphiques,  on  a  pour  objet  de 
frvrrr  [  à  Taide  de  la  règle  et  du  compas]  une  figure  qui  remplisse 
«naines  conditions  indiquées  par  l'énoncé  de  la  question  ;  et  c'est 
<v  qu'on  appelle  y!7/rp  la  construction  du  problème. 

Pour  arriver  k  ce  but,  on  peut  employer  deux  méthodes, 
I'Abaltsb  ou  la  Sthtbàsz. 

Lorsqu'on  veut  procéder  par  la  méthode  analytique ,  on  com- 
BKDce  par  supposer  le  problème  résolu  ;  c'est-à^re  que  l'on  dé*- 
frit  d*abord  sans  instrument ,  et  tant  bien  que  mal ,  une  figure  à 
hqoelle  on  suppose  les  propriétés  exigées  par  l'énoncé.  Ensuite , 
pu"  d'autres  opérations  préparatoires,  et  à  l'aide  des  relations  qui 
S^t  entre  elles  les  données  aux  inconnues,  on  tâche  de  découvrir 
qoelque  construction  qui ,  si  on  l'exécutait  réellement,  avec  la  règle 
^  1<?  roropas ,  en  prenant  pour  bases  les  données  de  la  question  , 
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conduirait  à  la  solution  demandée;  ou  bien  on  ramène  la  question 
proposée  à  d'autres  questions  plus  ou  moins  simples ,  que  Von  sait 
déjà  résoudre.  —  C'est  cette  suite^  de  déductions  qui  constitue  ce 
que  Ton  nomme  i'anatjrse  du  problème.  ' 

La  méthode  synthétique  est  l'inverse  de  la  précédente:  elk 
consiste  à  prescrire  tout  d^abord  les  opérations  à  exécuter,  sauf 
à  prouver  ensuite  que  le  résultat  de  cette  construction  satisfait 
aux  conditions  du  problème. 

Chacune  de  ces  deux  méthodes  présente  des  caraclères  qui  lui 
sont  propres.  —  La  première  est ,  à  proprement  parler,  là  méthode 
d'inifention;  et  son  emploi  est  indispensable  pour  conduire  à  U 
connaissance  de  la  construction..  —  La  seconde  est ,  au  contraire, 
la  mtihode  de  démonstration;  et  son  emploi  suppose  que  Vanalyu 
a  déjà  Élit  connaître  la  construction ,  dont  toutefois  elle  démontre 
plus  directement  TefEcacité.  —  Aussi ,  la  première  méthode  est-ellt 
plus  longue  à  exposer,  par  la  raison  que,  après  avoir  analysé  uo 
problème,  on  ne  peut,  le  plus  souvent,  se  dispenser  d'avoir 
recours  à  la  synthèse  pour  démontrer  complètement  que  les  con- 
ditions du  problème  sont  bien  remplies. 

La  nécessité  d'une  rédaction  concise  nous  obligera  souvent ,  dans 
ce  qui  va  suivre,  à  supprimer  V analyse  du  problème,  ou,  do 
moins ,  à  l'indiquer  d'une  manière  très-succincte ,  surtout  en  ce 
qui  concerne  les  problèmes  les  plus  élémentaires  ; — comme  il  nous 
arrivera  aussi,  pour  abréger  la  synthèse,  de  ne  donner  que  U 
construction ,  sans  démonstration ,  quand  l'analyse  nous  paraîtri 
suffisante  pour  y  suppléer. 

Au  reste ,  l'emploi  de  ces  deux  méthodes  ne  se  borne  pas  à  la  ré- 
solution des  problèmes.  Toutes  deux  peuvent  être  appliquées 
aux  théorèmes,  V  analyse  pour  les  découvrir,  et  la  synthèse  pour 
les  démontrer.  Toute  la  différence  consiste  en  ce  que  l'énoncé  de 
la  proposition  stût  ou  précède  la  démonstration,  suivant  que  Von 
fait  usage  de  V analyse  ou  de  la  synthèse.  Les  corollaires  et  la 
seolies  des  chapitres  précédents  offrent  de  nombreux  exemples  àt 
chacun  desTdeux  cas. 

En  résumé,  Vanalyse  sert  à  trouver  les  vérités  inconnues,  et  k 
synthèse  à  prouver  les  vérités  connues. 
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N<>  147.  ^  Pour  compléter  la  résoludoo  d*un  problème,  il 
faut  encore 9  dans  beaucoup  de  cas,  que  l'analyse  ou  la  syn«- 
thèse  soit  accompagnée  d'une  discussion.  —  On  nomme  ainsi 
Feiamen  détaillé  des  circonstances  variables  de  la  question, 
et  des  conséquences  particulières  qu'elles  entraînent,  examen 
d'oÀ  il  résulte  que,  suivant  les  cas,  le  problème  est  déterminé , 
OQ  indéterminé  y  ou  bien  impossible  :  c'eSt-à-dire  qu'il  a  un 
nombre  limité  de  solutions,  ou  un  nombre  illimité,  ou  bien  qu*il 
n'en  a  aucune, 

Noos  observerons,  à  ce  sujet,  qu'il  y  a  une  distinction  bien 
essentielle  à  faire  entre  le  nombre  des  solutions  dont  un  problème 
est  susceptible ,  et  le  nombre  des  moyens  à  employer  pour  arriver  à 
ces  solutions,  nombre  qui  peut  lui-même  varier  beaucoup  suivant 
la  nature  de  la  question. 

Relativement  à  ces  moyens ,  la  construction  est  dite  plus  ou 
moins  simple,  suivant  que  le  nombre  de  lignes  à  tracer  est  moins 
9uplus  considérable  ;  elle  est  dite  plus  ou  moins  élégante,  suivant 
{ne  Ton  a  tiré  un  parti  plus  ou  moins  avantageux  des  lignes 
ioonées  ou  déjà  décrites.  —  Une  construction  élégante  et  simple 
i  la  fois  est  toujours  une  preuve  de  sagacité  et  de  jugement  de  la 
part  de  celui  qui  la  découvre. 

~  Ce  chapitre  se  composera  de  trois  paragraphes.  Le  premier 
ndterades  perpendiculaires,  des  angles,  et  des  parallèles  ;  lèse- 
ond,  de  la  construction  eies  poljrgones  d*A^rès  certaines  donuées; 
t  le  troisième,  du  contact  mutuel  des  droites  et  des  cercles,  ou  des 
tTçles  entre  eux* 

Remarque  importante.  —  Dans  toute  opération  graphique  exé- 
utée  sur  le  papier,  on  suppose  ordinairement ,  parce  que  cela  est 
4qs  commode ,  qu'une  des  lignes  du  problème  [considérée  comme 
^>se  delà  construction]  soit  parallèle  au  bord  inférieur  de  la  feuille 
k  dessin,  ou,  en  d'autres  termes,  soit  dans  une  position  horizon^ 
9le —  Dès  lors,  les  deux  régions  du  plan  (n°  ti  ),  déterminées 
AT  ladnHte,  peuvent  se  nommer,  Tune  la  région  supérieure, 
^txe  la  région  inférieure  ;  et  l'on  dit  qu'un  point  est  ou  doit  être 
iloe  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  droite ,  suivant  qu'il  se  trouve 
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ou  doit  se  trouver  dans  la  région  supérieure  ou  dans  la  régioo 
inférieure. 

Ces  locutions  9  bien  que  peu  conformes  au  langage  ordinaire  de 
la  géométrie  y  ont  néanmoins  l'avantage  d'abréger  quelquefois  le 
discours. 


§1.  —  Des  perpendiculaiies,  des  angles^  et  des 

parallèles, 

Fio.  89.  PaoBLiMB  I.  (  Fi  g.  8g.) 

N°  148.  —  En  un  point  donné  A  d'une  droite  indéfinie  DI, 
élever  une  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Analyse.  —  Un  point  de  cette  perpendiculaire  étant  déjà  conno, 
il  suffît  (n**  tt)  d*en  déterminer  un  second;  et  on  i^obtiendiait  si, 
après  avoir  marqué  sur  LM  deux  points,  B,  C,  également  distants 
du  point  A ,  on  pouvait  avoir,  au-dessus  de  LM ,  un  autre  point 
qui  fût  également  éloigné  des  mêmes  points  B  et  C.  1 

Synthèse.  —  i®  — Prenons  avec  le  compas  deux  distances  égala 
AB,  AC  ;  —  2°  —  Des  points  B ,  C ,  comme  centres ,  avec  le  ménM 
rayon  arbitraire  [plus  grand  ,  toutefois,  que  AB],  décrivons  deui 
circonférences;  —  3**  —  Joignons  le  point  D,  où  elles  se  coupent, 
avec  le  point  A  : 

Nous  aurons  ainsi  la  perpendiculaire  demandée. 

En  effet ,  d'après  cette  construction ,  les  deux  circonférences  dé 
crites  sont  telles,  que  la  distance  BC  des  centres  est  moindre  que  1| 
somme  des  rayons  [puisque  chacun  d'eux  surpasse  la  moitié  de  cett 
distance],  et  est  en  même  temps /^/uj  grande  que  leur  diflerenc 
[qui  est  nulle];  donc  (n°  145)  les  circonférences  se  coupent  e| 
un  certain  point  D;  et  si  on  le  joint  au  point  A,  la  droite  d 
jonction  DA  est  nécessairement  perpendiculaire  à  BG  ou  li 
(n«4|,ico//6'II).  I 

ScoLiE  I.  —  Les  deux  circonférences  se  coupent  en  un  secoi^ 
point  D',  placé  au-dessous  de  LM,  et  dont  on  se  sert  comi^ 
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moyen  de  Térificadony  les  trois  points  D,  A,  ly,  devant  être  en 
ligRc  droite.] 

Dans  la  pratique,  on  doit  se  borner  à  tracer  les  arcs  £F  et  GK , 
E'F  et  G^K%  qui  avoisinent  les  point»  d'intersection  des  deux 
circonférences. 

ScoLiK  n.  —  Comme  la  construction  précédente  est  toujours 
exécutable ,  il  s'ensuit  que , 

Par  un  point  donné  sur  une  droite ,  on  peut  toujours  élever  une 
perpendiculaire  ; 

U  est  d'ailleurs  prouvé  (n°  S 7)  que 

XOn  ne  peut  en  élever  qu'une. 

PaoBLiME  n.  (  Fig.  go.)  Fie.  99. 

N®  149.  —  D'un  point  A  pris  hors  d'une  droite  LM ,  abaisser 
une  perpendiculaire  sur  cette  droite. 

L'anal^rse  de  ce  problème  est  à  peu  près  semblable  à  celle  du 
précédent.  H  suffirait  d'avoir  un  second  point  de  la  perpendicu- 
laire,  et  y  pour  cela,  d'obtenir  sur  LM  deux  points  également 
distants  du  pied  de  cette  perpendiculaire. 

Ststsésb.  —  1**  — Du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon 
suffisamment  grand ,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  LM  aux 
points  By  C  ;  —  a** — des  points  B  et  C  comme  centres,  avec  un  nou- 
veau rayon  [  plus  grand  toutefois  que  la  moitié  de  BC],  décrivons 
deux  noaveUes  circonférences  [ou  plutôt,  des  arcs  £F  et  GK, 
ET'  et  G'K'],  qui  se  coupent  aux  points  D,  D';  —  3<»  —  rr- 
ronsADJyi 

5ous  aurons  la  perpendiculaire  demandée. 

D'abord,  les  deux  dernières  circonférences  décrites  se  coupent 
oêcessairement,  puisque,  d'après  la  construction,  la  distance  de 
leurs  centres,  B  et  C,  est  moindre  que  la  somme  des  rayons  et 
jtlsu  ptMnde  que  leur  différence  ;  de  plus ,  les  trois  points  A,  D,  D% 
appartiennent,  par  leur  position,  à  la  perpendiculaire  élevée  par 
le  milieu  de  BC  ;  donc ,  etc. 


FiG.  91. 


lia  Liv.  I.  —  CHAP.  m.  —  §  I. 

SoouK.  —  La  construction  précédente  étant  fonjonn 
il  8*ensuit  que , 

D'un  point  pris  hors  d'une  étroite,  on  peut  ionjovs 
une  perpendiculaire  sur  cette  droite; 

n  est  d'ailleurs  établi  (n<»  97) ,  que 

XOn  ne  peut  en  mener  qu'une, 

PaoBLàn  m.  {Fig.  gi .) 

N"  150.  —  Diviser  en  deux  parties  égales  une  droiu  A^j 
terminée  de  longueur;  —  ou ,  en  d'autres  termes  ,  —  7r 
milieu  d'une  droite. 

Analyse.  —  Il  suffit ,  pour  avoir  la  perpendiculaire  qai 
la  droite  AB  en  deux  parties  égales,  d'obtenir  bors  de  cette 
deux  points  qui  soient  également  distants  de  A  et  de  B. 

STiiTHisx.  —  I**  —  Décrivons  des  points  A,  B,  comme 
avec  le  même  rayon  arbitraire  [  plus  grand  toutefois  que  U 
de  AB]y  deux  circonférences  [ou  deux  arcs  de  cercle], 
coupent  en  deux  points  C,  C  ;  2"  —  tirons  CC  : 

Le  point  0  où  la  droite  GC'  rencontre  AB ,  est  le  milieu  de 
droite. 

Même  démonstration  que  dans  les  problèmes  précédents. 


N.  B.  —  Il  convient,  pour  plus  d'exactitude  dans  la 
nation  du  point  O,  de  déterminer  de  la  même  manière  deux  aol 
points  D,  D',  de  la  droite  CG^ 

N®  itti.  —  GoaoLLAixK.  —  De  là  résulte  évidemment  le  vaa 
i"  —  de  —  Décrire  f  sur  une  droite  donnée  comme  eUaiftei 

une  demi-circonférence,  ou  une  circonférence  entière  : 

Car  la  question  se  réduit  évidemment  à  trouver  le  milieu  cle<: 

droite; 

2**  —  de  —  Faire  passer  un  cercle  par  trois  points  donnés  : 
Après  avoir  Joint  ces  points  deux  à  deux  par  des  droites  y 

se  réduit  (n°  127)  à  élever  des  perpendiculaires  à  ces  droites 

leurs  milieux  respectifs.  —  Le  point  de  concours  de  ces  perj 
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dkalores  est  le  centre  du  cercle;  on  a  d'ailleurs  le  rayon ,  en 
joignant  le  centre  à  l'un  des  trois  points  donnés. 

3"  de  —  Troiwer  le  centre  d'un  cercle,  ou  d'un  arc  de  cercle 
déjà  décrit,  —  quand  on  a  perdu  la  trace  de  ce  centre  : 

Prenez  au  hasard  trois  points  sur  cet  arc ,  et  opérez  comme  il 
vient  d*étre  dit; 

4^  enfin ,  de  —  Diviser  un  arc  de  cercle  en  deux  parties  égales  : 

Tirez  la  corde  de  cet  arc,  et  abaissez  du  centre  (n^  149)  une 
perpendiculaire  sur  cette  corde  ;  —  ou  bien ,  élevez  (n**  ItfO)  une 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de  cette  corde;  —  elle  passera  néces- 
sairement (n^  127)  par  le  milieu  de  l'arc. 

N.  B. — La  seconde  construction  est  la  seule  possible  quand  on 
ne  connaît  pas  le  centre  de  l'arc. 

Problème  IV.  (  Fi  g,  92.)  F,^   ^ 

N*  IM.  —  Mener  une  perpendiculaire  à  une  droite  que  l'on  ne 
peut  prolonger  que  dans  un  sens,  —  soit  i®  — par  un  point  A  pris 
sur  la  droite,  —  Soit  a**  —  par  un  point  D  Situé  hors  de  la  droite. 

Les  moyens  exposés  pour  résoudre  les  deux  premiers  pro- 
blèmes, supposent  évidemment  que  l'on  peut  prendre  sur  la 
droite  donnée,  deux  points  également  distants  d'un  point  quel- 
conque de  cette  droite.  Or,  cette  condition  n'est  pas  toujours  pos- 
sible à  remplir ,  conmie ,  par  exemple ,  quand  le  point  A  ou  le 
point  D  se  trouve  placé  très-près  de  l'un  des  bords  d'une  feuille 
de  dessin. 

PmKMim  CAS.  —  Soit  le  point  A  donné  sur  la  droite  AX  qu'on 
ne  peut  prolonger  à  gauche  de  A. 

AsAXTSX.  —  On  obtiendrait  (n®  M)  un  triangle  DAK,  rectangle 
en  A,  si  Ton  pouvait  déterminer  une  droite  DE  telle ,  cfu'en  joi- 
jlj'nant  son  point  milieu  O  au  point  A ,  on  eût 

OA  =  OD  =  OE; 


d*où  résnhe  la  construction  suivante  : 

1»  —  Prenons  un  point  O  à  volonté  au-dessus  de  AX  ;  —  a**—  do 
ce  point  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  diMance  OA  [qui 

8 
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se  trouve  déterminée],  décriçons  un  arc  de  cercle»  lequel  coupera 
nécessairement  ÂX  en  un  second  peint  £^  —  3^  —  Tirons  £0 
elprenons  OD  =  0£. 

Le  point  D  sera  un  second  .point  de  la  perpendiculaire  deroao- 
dée  :  —  en  effet  »  le  triangle  DAE  est  rectangle  en  A  puisque  Ton  a 

OD  =  OE  =  OA. 

DEuxiim  CAS.  —  Soit  le  point  D  donné  hors  Ae  la  droite. 

StVTlcisK.  —  1°  -«  Menons  parce  point  une  droite  quelconque 
DE;  —  a®  —  cherchons  [n^  liJO)  le  milieu  O  de  cette  droite; 
—  3**  —  du  point  O  comme  centre ,  avec  le  rayon  OE  =  OD , 
décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  droite  AX  en  un  certain 
point  A  ;  —  4**  —  tirons  DA. 

Cette  droite  est  la  peipendiculaire  demandée,  —  puisque ,  par 
cette  construction ,  on  a  encore 

DA  =  OE  =r  OD. 

N.  B.  —  Une  fois  que  le  pied  A  de  la  perpendiculaire  est  àe- 
terminé ,  on  peut ,  comme  dans  le  premier  cas ,  trouver  tant 
d*autres  points  que  Ton  veut  de  cette  même  droite. 

FiG.  93.  Problàme  V.  {Fïg,  93.) 

N*'I5S.  -^  Par  un  point  donné  A  d'une  droite  indéfinie  AX, 
mener  une  seconde  droite  qui  forme  avec  la  première  un  angle 
donné  M. 

SYiiTRiss.  —  Des  points  M  et  A  comme  centres  respectifs,  et  avet^ 
le  rayon  MN  =  AB,  décrivons,  —  1°  —  l'arc  NP,  compris  entre 
les  côtés  de  l'angle  et  terminé  aux  points  N  et  P  ;  —  2**  —  Tare  in- 
défini BB'.  —  3*»  —  Du  point  N  comme  centre ,  avec  un  rayon  égal 
à  la  corde  de  Tare  NP ,  décrivons  un  nouvel  arc  de  cercle  qui  coupe 
Tare  BB'  au  point  C  ;  —  4"  —  tirons  AC  : 

L'angle  BAC  est  l'angle  demandé. 

En  effet,  d'après  cette  construction,  les  cordes  des  deux  arcs 
NP ,  BC ,  sont  égales  ;  donc  il  en  est  de  même  (n*"  109)  de  ces  arc$ , 
et  par  conséquent  (n®  W) ,  des  angles  BAC  ,  NMP. 
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ScouE  1.  —  Pour  diviser  un  angle  en  2 ,  4i  8, . . .  parties 
égales ,  il  suffit  de  diviser  Tare  qui  lui  correspond  en  deux  parties 
^les  (n®  itfS,  4°) ,  puis  chaque  moitié  en  deux,  et  ainsi  de  suite. 
—Cela  est  évident. 

Scoux  n.  —  Le  même  problème  fournit  le  moyen  de 
Déterminer  le  supplément  de  la  somme  de  deux  angles  donnés; 

—  en  d'autres  termes,  —  Connaissant  deux  angles  d'un  triangle, 
déterminer  le  troisième. 

Après  avoir  formé,  en  un  point  A  d'une  droite  quelconque  AB 
[fie-  94)'  "°  angle  BAC  égal  au  premier  angle  donné,  construisons  Fig.  94. 
ensuite  sur  AC,  et  à  partir  du  point  A,  un  angle  CAD  ^al  au 
second  angle  donné;  prolongeons  ensuite  AB  en  B'  :  l'angle  D4B' 
est  le  supplément  demandé. 

PEOBLiMRVI.  {Fig-  95.)  ..  Fig.  95. 

N®  154.  —  D'un  point  C  donné  hors  d'une  droite  AB,  tracer 
une  parallèle  à  cette  droite. 

On  pourrait,  après  avoir  abaissé  (n°  149)  du  point  C,  une  droite 
CK  perpendiculaire  sur  AB ,  mener  (n^  148)  par  le  même  point  C, 
la  droite  GG  perpendiculaire  à  CK  :  —  on  aurait  la  parallèle  de- 
mandée. 

Mais  le  problème  précédent,  et  la  propriété  des  angles  alternes- 
internes,  fournissent  un  moyen  de  construction  beaucoup  plus 
simple. 

STHTHisE. — i^ — 7*r/%>/i5  du  point  C  une  droite  quelconque  CD  ; 

—  2"  —  des  points  C  et  D  comme  centres ,  avec  le  rayon  CD , 
«teripo/w successivement  deux  arcs  de  cercle,  Tun  indéfini,  DD',  et 
l'antre,  CE,  terminé  en  un  point  E  de  la  droite  AB;  —  3" — pre- 
nons {o^  IW),  à  partir  du  point  D,  sur  DD',  un  arc  DF  égal  à  CE  ; 

—  4*  —  tirons  CF. 

La  droite  FCG  ainsi  tracée  sera  la  parallèle  deiiiandée  .* 
En  effet,  d'après  cette  construction , 


angle  FCD  =  angle  CDE  ; 
donc  :  n<*  47)  les  deux  droites  AB ,  CG  sont  parallèles 


8. 
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N®  tlStf.  —  Corollaire.   Les  problèmes  V  et  VI  donnent  le 
moyen  de  résoudre  la  question  suivante  : 
tir.   96.       Par  un  point  C  {fig.  96) /?w  hors  d'une  droite  AB ,  mener  une 
seconde  droite  qui  rencontre  la  première  sous  un  angle  donné  M. 

En  un  point  quelconque  I  de  AB  ^  faisons  un  angle  LIB  égal  à  M 
(n"l»5);  puis  dn  point  C,  menons  CD  parallèle  à  IL: 

CD  est  évidemment  la  droite  demandée,  puisque  Ton  a 

CDB  =  LIB  =  M. 

jV.  ^.  — Comme,  au  point  I,  Ton  peut  former  un  second  angle 
L' Ll  =  M  ,  il  s^ensuit  que  le  problème  admet  les  deux  solutions , 
CD,  CD'. 

Fie.  97.  PROBLiME  VIL  {Fig.  97.) 

N®  itf6.  —  Sur  une  droite  AB  donnée  de  longueur,  décrire  un 
arc  de  cercle  (n°  126,  N.  £.)  capable  d'un  angle  donné  M- 

Dès  la  première  inspection,  se  présente  le  moyen  de  construc- 
tion qui  suit:  —  i®  —  tirer ,  par  le  point  A,  une  droite  quel- 
conque ACi  —  2® —  mener f  du  point  B  (  n**  Itftf),  une  seconde 
droite  BC ,  formant  avec  la  précédente,  Tangle  ACB=M  ;  —  3**  — 
faire  passer  {p^  itfi)  par  les  trois  points  A,  B,  C,  une  circon- 
férence. 

ACC'B  est  Tare  demandé,  puisque  tous  les  angles  qui  lui  sont 
inscrits  sont  égaux  entre  eux  et  à  Tangle  M  (n**  iS6). 

Mais  Tanalyse  suivante  conduit  à  une  construction  beaucoup 
plus  simple  : 

Analyse.  —  Supposons  le  problème  résolu  ;  et  soit  ANB  l'arc 
demandé.  Si ,  au  point  B  »  on  mène  la  tangente  BL  ,  l'angle  ABL 
sera  égal  à  l'angle  APïB  =  M  (n°  124)  ;  et  comme  on  ne  peut 
mener  par  le  point  B  qu'une  seule  tangente  (n°  102) ,  il  s'ensuit 
que ,  réciproquement,  si  l'on  forme  au  point  B  un  angle  ABL  égal 
à  M ,  la  droite  BL,  ainsi  déterminée,  sera  tangente  au  cercle  ;  donc 
(n°  102)  la  droite  élevée  par  le  point  B  perpendiculairement  k  BL, 
passera  par  le  centre.  —  De  là  résulte  cette  construction  : 

STNTBisB.  —  1*^  —  Au  point  By  faisons  un  angle  ABL  égal  à  M; 


I 
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—  2^  —  éieiHms  de  œ  même  point  une  droite  BK  perpendiculaire 
à  BL(n*»  148)  ;  —  3*  —  sur  le  milieu  de  AB,  une  antre  perpendi- 
culaire IG  :  les  deux  perpendiculaires  se  coupent  nécessairement 
(n°  M),  en  un  certain  point  O  ;  --*  I^**  —^  de  ce  poîmt,  avec  le 
njon  OAn=OB  9  tiécripons  un  cercle. 

La  portion  AIŒ  ainsi  déterminée,  est  l'arc  demandé. 

En  effet ,  d'après  la  construction,  la  circonférence  tracée  est  tan- 
genteen  B  à  la  droite  BL;  donc,  tous  les  angles  en  C,  CyC',. . ., 
sont  égaux  à  ÂBL,  c'est-à-dire  à  Tangle  M. 

Sgouk  I.  —  Le  centre  du  cercle  sera  placé  au-^ssus  ou  au- 
dessous  de  AB  [voyet  la  remarque  du  n®  147),  suivant  que  l'angle 
donné  sera  aigu  on  obtus  [postuL  n^  54). 

Si  l'angle  donné  est  droit ,  le  centre  se  trouve  alors  placé  au 
mOieu  de  AB ,  et  le  segment  devient  un  demi-cercle. 

ScoLix  n.  —  Dans  le  cas  où  le  centre  se  trouve  au-dessus  de  la 
droite  AB ,  le  segment  inférieur,  AN'B,  du  cercle  décrit ,  est  évi- 
demment capable  du  supplément  de  l'angle  donné. 

Enfin ,  le  problème  admet  deux  solutions  si  rien  n'indique  dans 
renoncé ,  que  le  segment  doit  être  situé  au-dessus  plutôt  qu'au- 
dessous  de  AB. 

On  obtient  alors  {fig.  98)  deux  segments  AMB,  AM'B ,  égaux  Fie.  ifi. 
entre  eux  et  inversement  superposahles* 

S  II.  —  Construction  des  poljrgones  (f après  certaines 

données. 

Nous  commencerons  par  les  triangles,  à  la  construction  des*- 
quels  se  ramène  celle  de  toutes  les  figures  rectilignes. 

Peobl^e  I.  (Fig.  99.)  Fie   g^ 

IN*»  t»7.  —  Étant  donnés  dans  un  triangle,  —  soit  !•  —  un 
iôté  et  les  deux  angles  adjacents,  —  soit  2?  —  eleux  côtés  et  l'an- 
^le  compris;  —  soit  enfin  3®  —  les  trois  côtés:  —  construire  le 
triangle, 

^ous  n'insisterons  pas  sur  les  deux  premiers  cas  ,  dont  la  con 


n^'  '"^titt  problème  du  n**  IHS.  tious  nous 

P  / 18         ^tf''^'*^Iier*«ûon,  savoir  :  dans  le  premier  cas , 

Y^^  q6  stf^>^  ^  ^  ^'"^^^t possible  y  il  faut  et  il  suffît  que  les  deux 

i>a/^^[|^^ir«'**^  j,fle  somme  moindre  que  2  droits;  et  dans 

p^  ^^  ^'^^^e  est  éndemment  toujours  possible ,  puis- 

'Z^^^'  ^  ^i^  ^  *°^®  ^  ^  l'angle  donné  (n«  itf5),  on 

^^'tp^  ^^'"'^iO^  •***"  *^  ^^'^^  ^^  ^^  ^^^  angle  construit, 

\^i  t^^^^^iM  aax,  deux  lûmes  données. 

^^  '^         -^.  —  Soient  m ,  71 ,  /?  Jes  trois  côtés  donnés  (*). 

^^io5.  —  1°  —  Sur  une  droite  indéfinie  AXf  prenons 
^^artie  AB  égale  à  Tun  quelconque  des  côtés  donnés^  p  par 
""^  '^.^ .  — -  2**  —  des  points  A  et  B  comme  centres ,  et  avec  les 
^*  ns  respectifs /w  et  /î,  décrions  deux  circonférences  [ou  plutôt 
.  ^  arcs  de  cercle],  qui  se  couperont  nécessairement  en  un  pointC, 
.  |g  triangle  est  possible  ;  —  3*  —  tirons  CA  et  CB. 
Le  triangle  ABC  satisfait  évidemment  aux  conditions  de  Ténoncé. 

r  ' 

iV.  B.  —  La  construction  d'un  triangle  équiiatéral  est  un  cas 
particulier  de  celle-rci  :  les  rayons  des  deux  cercles  à  décrire ,  sont 
égaux  entre  eux,  et  égaux  au  côté  donné,  lequel  a  dû,  d^ailleurs, 
être  déjà  porté  sur  AX. 

Discussion,  —  Pour  que  le  triangle  s<Mt  possible,  il  faut  et  il 
suffit  (n^  144)  que  le  côté  AB ,  pris  pour  base  de  la  construction , 
soit  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  e(  plus  grand  que 
leur  différence. 

A  proprement  parler ,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
quhm  triangle  soit  possible  avec  les  trois  côtés  donnés,  est  que , 

S'il  s'agit  d'un  triangle  scàxâm^  —  le  plus  grand  edté  sdt 
moindre  que  la  somme  des  deux  autres  ; 

Et  que ,  si  le  triangle  doit  être  isosciLE ,  —  chacun  des  côtés 
ég{iux  soit  plus  grand  que  la  moitié  de  la  base; 


(*)  Lorsqu^on  veut  représenter  par  une  seule  lettre,  une  lî^^ne  donnée  de 
longueur,  il  est  d^usage ,  pour  éviter  toute  confusion  ,  d^employer  un  petit 
caractère  m,  n,...  au  lien  de  M,  N,... 
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Enfin  y  lorsque  le  triangle  à  construire  doit  être  KQuiuLTiEAL, 

—  il  est  toujours  possible. 

ScoLUE.  —  Nous  observerons,  relativement  au  premier  cas  du 
problème  r*",  que  si ,  au  lieu  d*Un  côté  et  des  deux  angles  adja- 
cents, on  donnait  un  côté,  l'angle  opposé,  et  Vun  des  angles  adja- 
ci'/its  (n^  67),  la  question  pourrait  être  facilement  ramenée  au  pre- 
mier cas,  en  vertu  du  scolie  n  établi  au  n**  1^5. 

PaoBLinE  II.  (Flg,  loo.)  Fie.  loo, 

N®  158.  —  Étant  donnés,  dans  un  triangle,  eleux  côtés  [m  ^  n], 
et  r angle  N  opposé  à  Vun,  d'eux  \n  ,  par  exemple],  construire  le 
triangle^ 

[L'examen  des  circonstances  relatives  à  la  résolution  et  à  la  dis- 
cussion de  ce  problème,  mérite  toute  l'attention  des  commen- 
tants. ] 

SYKTBisE.  — 1®  —  Sur  une  droite  indéfinie  AX,  construisons  un 
angle  YAX  égal  à  N  ;  —  2**  — portons  sur  A  Y  de  A  en  C  le  côté  m  ; 

—  3"  —  du  point  C  comme  centre ,  avec  un  rayon  égal  à  n  [côte 
opposé  à  l'angle  N  ] ,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupera  géné- 
ralement la  droite  AX  en  deux  points  B ,  B'  ;  —  4*  —  tirons  CB , 
CB';  et  les  de«x  triangles  AGB ,  ACB'  satisferont  à  la  question  ; 

Car  on  a ,  d'après  la  construction ,  BAC  ou  B^AC  =  N ,  AG  =:  m, 
et  CB  ou  CR'  =  n  ,  côté  opposé  à  N. 

Ainsi,  le  problème  peut  admettre  deux  solutions.  —  Mais  nous 
allons  faire  voir  que ,  suivant  les  grandeurs  relatives  des  données , 
le  problème  est  susceptible  de  deux  solutions,  ou  à' une  seule,  ou 
bien  n'en  admet  aucune. 

Discussion.  — ^  Remarquons  avant  tout  que  si ,  après  avoir  con- 
struit l'angle  YAX  =  N ,  et  pris  AC  =  m ,  on  abaisse  du  point  C 
la  perpendiculaire  CD  sur  AX,  cette  perpendiculaire  CD  [dont 
la  considéradon  va  nous  être  très-utile],  peut  avoir /n^rV  positions 
différentes ,  suivant  l'espèce  de  l'angle  donné  Tî  :  elle  peut  (n®  57) 
tomber  dans  l'angle  YAX  {fig^  lOO  et  loi) ,  ou  se  confondre  avec  Fie.  loo,  loi. 
CA  [fig,  loî),  ou  tomber  hors  de  l'angle  YAX  {fig,  io3),  selon  Fio*io3,  io3. 
que  N  «l  aigu,  droit,  ou  nhtus,  —  Dans  le  premier  cas  et  dans  le 
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troisième,  on  a  toujours  (n*>39)  CD<1CA  ou  /ri;  et  dans  le  se- 
cond ,  CD  =  CA  =  /w. 

—  Cela  posé ,  examinons  d*abord  le  cas  où  l'angle  N  est  aigu. 
Dans  ce  cas,  cinq  hypothèses  difTcrentes  peuvent  être  faites  : 
Ou  bien ,  /i  <]  CD,  et  à  fortiori  <]  m , 

Ou  n  =  CD ,  et  par  conséquent  encore ,  «  <^  w  ; 

Oufi]>CD,  mais<[i7t; 

Ou  n  tout  à  la  fois  >  CD  et  ]>•  m. 

Ou  bien  enfin ,  /i  =  m ,  et  par  conséquent  ]>•  CD. 

I"  — Soit  /?<^CD.  —  La  circonférence  décrite  du  point  C 
Fie.  loo.  {fig'  loo)  comme  centre  avec  n  pour  rayon,  ne  coupera  pas  la 
droite  AX;  et  alors,  le  problème  n'admettra  aocu/te  solution. 

2** —  Soit  /i  =  CD.  — La  circonférence  ne  fera  que  toucher  la 
V'iG.  loo.  droite  AX  en  i^n  point  D  {fig»  loo);  et  Ton  obtiendra  un  triangle 
rectangle  ADC  pour  réponse  unique  à  la  question. 

3**  —  Soit  «  ]>•  CD ,  mais  -<]  m  ou  <[  CA.  —  La  circonférence 
Tic.  ioo.  coupera  alors  la  droite  AX  en  deux  points  B  et  B'  {fig.  loo), 
situés  Pun  et  l'autre  à  droite  du  point  A  (n**  40)  ;  et  Ton  obtiendra 
ainsi  deux  triangles,  ABC,  AB'C,  qui  rempliront  également  les 
conditions  de  l'énoncé.  Donc,  dans  ce  cas,  le  problème  admet 
deux  solutions. 

4*  —  Soit  n  en  même  temps  }>  CD  et  >  m  ou  CA.  —  La  cir- 
conférence coupera  encore  la  droite  AX  en  deux  points,  B,  B' 
1  ic,  ICI.  ^^fig,  loi);  mais  ces  points  seront  nécessairement  (n®  40)  placés, 
l'un  à  droite ,  l'autre  à  gauche  du  point  A  \  ce  qui  donnera  an  seul 
triangle ,  ABC,  satisfaisant  à  la  question ,  puisque ,  dans  le  triangle 
AB^C,  Tangle  CAB  '  est,  non  égal  à  N,  mais  supplémentaire  de  N. 

5°  Enfin  —  soit  /i  =:  /w.  —  La  circonférence  coupera  la  droite 
AX  aux  points  A,  B,  et  donnera  pour  solution  tutique  le  triangle 
isoscèle  CAB.  Ainsi ,  dans  ce  nouveau  cas ,  le  problème  n'admet  en- 
core qa*une  solution. 

—  Supposons  actuellement  que  l'angle  N  soit  droit;  auquel  cas 
CD  se  confond  avec  CA  ou  m ,  et  lui  est  égal. 

On  ne  peut  faire  dans  ce  cas  que  detix  hypothèses  : 

Ou  n  =  CD  =  w  ;  et  dans  cette  hypotht*»' ,  la  circonférence  àv 
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ente  06  faisant  que  toucher  la  droite  AX  au  point  A»  il  en  résulte 
ane  droite  GA  pour  réponse  à  la  question  ;  c^est-à-dire  que ,  dans 
ce  cas  très-particulier,  le  problème  n'a  aucune  solution  propre- 
ment dite ,  puisqu'on  demandait  un  triangle. 

Ou  bien  9  /i  ^  CD[>CA  {fig.  102);  dans  cette  seconde  hy-Fic.  103. 
pothèse,  la  circonférence  coupe  la  droite  AX  en  deux  points,  B, 
B',  qui  donnent  pour  #o/ie/io/if  deux  triangles  rectangles,  CAB, 
CAB',  rectangles  en  A.  Mais  ces  triangles  sont  égaux  et  superpo- 
sablet.  Donc,  dans  cette  bypothèse,  le  problème  n'admet,  à  pro- 
prement parler,  qa^une  seule  solution, 

—  Il  ne  nous  reste  plus  qu*à  supposer  l'angle  N  obtus. 

Puisque  dans  tout  triangle ,  au  plus  grand  angle  est  opposé  le 
pins  grand  côté,  il  faut  nécessairement,  dans  le  cas  actuel, 
pofw  que  le  triangle  soit  possible,  supposer  n'^  m,  et  par  consé- 
quent n  ]]>  CD.  Alors  la  circonférence  décrite  ne  peut  donner  lieu 
qu'à  un  ^^^ic/ triangle  ABC  [fig^  io3)  satisfaisant  à  Ténoncé,  puis-  Fig.  io3. 
que  le  second  triangle  AB'C  aurait  son  angle  CAB'  supplémentaire 
de  N ,  et  non  égal  à  N. 

Ainsi ,  dans  le  cas  où  N  est  obtus ,  le  problème  admet  une  seule 
loiation,  ou  n^en  admet  aucune. 

Nous  avons  cru  devoir  exposer  avec  détail  la  discussion  du  pro- 
blème précédent,  pour  donner  aux  jeunes  gens  une  idée  de  la 
manière  dont  se  discute  complètement  un  problème. 

N^  159.  —  ScoLiB  I.  —  Le  problème  I""  et  le  scolie  qui  s'y  tat- 
tache  correspondent  aux  cas  d'égalité  établis  au  n**  M  ;  mais  le  pro- 
blème que  nous  venons  de  résoudre  donne  lien  à  un  nouveau 
tbéorème. 

Pour  le  faire  comprendre ,  remarquons  d'abord  que  la  seule  hy- 
pothèse où  le  problème  précédent  offre  réellement  deux  solutions , 
♦'stocUe  où  Ton  a  /i>  CD,  mais  <C/n  ouCA  (fig.  100),  et  que,  dans  Fie  locw 
ce  cas,  les  deux  triangles  CAB,  CAB',  qui  lui  correspondent,  sont, 
Tan  acutangle  en  B,  l'autre  obtusangle  en  B',  l'angle  CB'A  étant 
Hipplcment  de  CBA  [à  cause  de  CB  =:CB']. 

D  où  résulte  ce  nouveau  cas  d'égalité,  savoir  : 

Deux  triangles  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  deux  côtés  égaux  cha- 
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cun  à  chacun  ainsi  que  l'angle  opposé  à  l'un  d'eux,  pourvu  qui 
l'angle  opposé  au  second  côté  soit  de  iiixB  ESpics  dans  les  deiu 
triangles. 

En  effet ,  d'après  la  construction  dn  problème  II ,  il  ne  peut 
exister  qu'uii  seul  triangle  remplissant  toutes  les  condîtioBS  dv: 
renoncé  précédent. 

N°  160.  —  ScouB  II.  —  Ces  quatre  cas  d'égalité  de  deux 
triangles  obliquangles  sont  les  seuls  qui  puissent  se  présenter;  et 
nous  sommes  maintenant  en  droit  de  conclure  que 

Un  triangle  est  déterminé  complètement  par  la  connaissance  de 
Taoïs  des  six  éléments  [côtés  et  angles]  ^u/  le  constituent, — pourru 
1®  que  parmi  les  données  se  trouve  au  moins  un  côté,  —  et  a?  que, 
si  Pou  donne  deux  côtés  et  Tangle  opposé  à  Tun  d'eux ,  on  sache 
de  quelle  espèce  est  l'angle  opposé  au  second  côté. 

Du  triangle  isoseêle  et  du  triangle  rectangle. 

Quand  on  sait  d'avance  que  le  triangle  doit  ctre  isoscèle  ou  ne- 
tangle,  cette  connaissance  équivaut  à  une  donnée;  et  il  nVn  faut 
plus  que  deux  autres  pour  déterminer  le  triangle.  —  De  là  les  deu\ 
problèmes  suiva^nts  : 

PaoBLKMB  ni. 

N*^  161.  —  Construire  an  triangle  isoscèle ,  connaissant , 
Soit  1  °  —  l'un  des  côtés  égaux  et  la  base; 
Soit  2^  —  ^^n  des  côtés  égaux  et  un  angle  ; 
Soit  3^  —  la  base  et  l'un  des  angles  adfacents;. 
Soit  4''  —  ^o  base  et  l'angle  opposé. 

SYNTHisB.  —  Le  premier  cas  du  problème  actuel  rentre  dans  l** 
troisième  du  n®  107,  puisqu^alors  les  trob  côtés  sont  connus;  seu- 
lement ,  il  est  convenable  de  prendre  la  base  du  trian^  pour 
base  de  la  construction. 

Dans  le  second  cas,  on  peut  faire  deux  hypothèses  : 
Ou  bien  l'angle  est  adjacent  au  côté  donné  ;  —  comme  alors 
le  second  angle  adjacent  est  supplémentaire  du  double  de  l'angle 
donné ,  il  peut  être  déterminé  facilement  (n^  IW ,  scoL) ,  et  le  pro- 
blème rentre  dans  le  premier  cas  du  problème  P*". 
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Ou  bien  Faûgle  donné  est  opposé  au  côté  donné.  —  Dans  cette 
hypothèse,  on  connaît  un  angle  et  les  deux  côtés  égaux  qui  le  com- 
prennent; ainsi  la  proposition  rentre  dans  le  second  cas  du  pro-* 
blême  I*'. 

Dans  le  troisième  cas,  on  connaît  un  côté  et  les  deux  angles 
adjacents ,  lesqueb  sont  ^aux  entre  eux  ;  et  l'on  retombe  sur  le 
premier  cas  du  n^  ilS7. 

Enfin  y  pour  le  quatrième  cas,  il  faut  prendre  le  supplément  de 
l'angle  donné  et  le  diviser  en  deux  parties  égales  (n**  itf  3,  scoL  I  et  II) . 
Nous  connaissons  ainsi  les  trois  angles  du  triangle  et  un  côté;  dès 
lors  la  construction  rentre  encore  dans  le  premier  cas  du  n®  iJS7. 

Ou  plus  simplement ,  sur  la  base  donnée,  tiéeriçons  (n^  156)  un 
arc  de  cercle  capable  de  Tangle  donné;  puis,  par  le  milieu  de  ce 
même  côté,  élevons  une  perpendiculaire»  et  Joignons  le  point  où  elle 
rencontre  la  circonférence  décrite,  avec  les  extrémités  de  la  base  : 

Nous  obtenons  ainsi  le  triangle  demandé. 

P&OBLiMX  TV* 
N°  I6!l.  — «  Construire  un  triangle  rectangle,  connaissant. 
Soit  i^^un  c6té  de  l'angle  droit  et  un  angle  aigu; 
Soit  2°  —  V hypoténuse  et  un  angle  aigu  ; 
Soit  Z^  —  les  deux  côtés  de  l'angle  droit; 
Soit  4°  —  V hypoténuse  et  un  côté  de  l'angle  droit. 

[Ce  sont  les  seuls  cas  admissibles.  ] 

Nous  n^insisterons  pas  sur  les  trois  premiers  cas ,  dont  la  con  - 
straction  rentre,  soit  dans  le  premier,^  soit  dans  le  second  du 
n"  f  i$7  :  mais  nous  indiquerons  deux  moyens  de  construction  pour 
le  quatrième  cas. 

PBiMTfeaB  CONSTRUCTION.  {Fig.  xo40  —  Après  avoir^/77?e  uu  F».  104. 
angle  droit  YAX  (n**  t  W),  —  i* — prenons  sur  AX  une  partie  AB 
égale  au  côté  de  Tangle  droit  supposé  connu  ;  —  2® —  du  point  B 
comme  centre,  ayec  un  rayon  égal  à  l'hypoténuse,  décrivons  un 
arc  de  cercle  qui  coupe  AT  en  un  point  C ,  et  tirons  BG. 

Le  triangle  BAC  satisfait  évidemment  aux  conditions  exigées. 

iV.  B.  —  Le  triangle  n*est  possible  qii^autant  que  l'hypoténuse 
^'^  le  plus  grand  des  deux  côtés  donnés. 


ia4  "'V'  '•  —  cHâp.  m.  —  §  II. 

FiG.  io5.  Segomdi  coHSTAUCTKHT.  (/^/g.  loSO^^Sur  UDC  droîte,  AB,  égale 
à  rhypoténuse,  décrivons  [n^  ilSIjiinedcim-cirooDférence;  puis  do 
point  A  comme  centre ,  avec  un  rayon  égal  au  second  côté  donor, 
décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  demi-circonférenœ  en  un 
certain  point  C.  —  Tirons  CB. 

Le  triangle  CAB  est  le  triangle  demandé* 

N.  B,  —  Les  circonstances  déterminent  celui  des  deux  moyens 
de  construction  qui  doit  être  préféré. 

Des  polygones  quelconques, 

PaoBLims  y. 

'^^  163.  —  Construire  un  polygone  égal  à  un  polygone  donné. 
On  peut  donner  de  ce  problème  plusieurs  constructioDS  dont 
nous  nous  bornerons  à  indiquer  les  principales. 

PaEniiRE  cowsTEumoîf.  —  Après  avoir  divisé  le  |>olygonr 
Fie.  58.  donné,  ABCDEF  {fig,  58),  en  triangles,  par  des  diagonaK-s 
partant  d^un  même  sommet,  F  par  exemple,  prenons  sur  uno 
droite  indéfinie ,  une  partie  A'  F^  =  AF;  pub ,  sur  AT',  construi- 
sons (n"*  167)  un  triangle  A'B'F'  égal  au  triangle  ABF.  De  même, 
sur  B'F'  =  BF  construisons  un  nouveau  triangle ,  B'CF',  égal  à 
BCF.  Et  ainsi  de  suite. 

Le  nouveau  polygone,  A'BX'D'E'F',  ainsi  obtenu,  sera  égal  au 
polygone  ABCDEF  (d?  91,  3«  cas). 

DEuxiiME  coNSTEucTioN. — D'un  poiut  quelconque,  O  {J£g.  56), 
du  polygone  ABCDEFG,  tirons  des  droites  à  tous  les  sommets  du 
polygone;  puis,  autour  d'un  autre  point,  O',  pris  à  volonté  dans 
le  plan  de  ce  polygone  [la  figure  du  deuxième  polygone  n'est  pas 
tracée],  ^r/no/r^  des  angles  consécutifs,  A'O'B',  B'CyC,...,  G'O'A', 
respectivement  égaux  aux  angles  AOB,  BOC ,-.. ,  GO  A;  et  prenons 
sur  les  côtés  de  ces  angles,  des  parties  O'A',  O'B',  O'C',...,  O'G', 
respectivement  égales  aux  parties  OA ,  OB ,  OC,...,  OG.  Joignons 
enfin,  deux  à  deux,  les  points  A',  B',  C, .  .  . ,  G'  : 

Le  polygone  A'  B'C  D'  £'  F'G'  ainsi  obtenu  sera  égal  au  premier. 

Car  il  est  aisé  de  voir  que  ces  polygones  ont  leiii*s  côtés  égaux 
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cJucan  à  chacnn  et  pàrreillement  disposés,  ainsi  que  leurs  angles 

égaux. 

TaoïsiKME  coNSTaucnoN.  —  Par  les  sommets  A,  B,  C,  D,  E 
{Jî§.  io6),  du  poljgone  donné,  traçons  (n?  IM)  une  suite  de  Fie  io6. 
droites  parallèles  entre  elles ,  sous  une  direction  tout  à  fait  arbi- 
traire ;/^/ip/f  0/1/  sur  ces  droitesdes  parties  égales  AA'=BB'=CC'. . .; 
tt  joignons  deux  à  deux  les  points  A%  B',  C\...  : 

Le  polygone  ainsi  formé  est  encore  égal  au  polygone  donné. 

Car  les  côtés  AB  et  A'B%  AG  et  A'C%...  sont  respectivement 
égaux  (n®  7^)  ;  les  angles  sont  aussi  égaux  (n®  tfft);  donc,  etc. 

ScoLis.  —  Les  deux  derniers  moyens  de  construction  font  con* 
oaùre  de  nouveaux  cas  d'égalité  relatifs  aux  polygones;  le  suivant 
mérite  seul  d'être  énoncé  : 

Deux  poljgones  sont  égaux  lorsque  leurs  côtés,  considérés  cha- 
cun  à  chacun,  sont  égaux,  parallèles,  et  de  même  sens. 

On  peut  même  dire,  dans  ce  cas,  que  le  second  polygone 
[fig.  io6)  n'est  autre  que  le  premier  transporté  dans  son  planpa^  Fie.  106. 
rallèlement  à  lui-même,  —  \Foir  le  lemme  du  n°  69.] 

PaoBLÀMK  VI.  (  Fig.  58.  )  FiG.  58. 

N^  164.  —  Construire  un  polygone,  connaissant  un  de  ses  côtés, 
àF,  ainsi  que  les  distances  de  chacune  des  extrémités  de  ce  côté  aux 
wtrts  sommets  du  polygone. 

STNTHàsB.  —  Avec  la  droite  AF  et  les  deux  distances ,  supposées 
ronnnes,  do  point  B  aux  points  A,  F,  construisons  (n°  IK7 ,  3'  cas) 
an  triangle  ABF  :  —  le  sommet  B  se  trouvera  ainsi  déterminé  de 
position. 

Même  construction  pour  les  autres  sommets ,  G ,  D , . . . 

{^oyez,  ci-après,  n®  167,  la  remarque  qui  termine  ce  para- 
gTapbc.) 

P&OBLixB  VU.  { Fig.  82.  )  .        Fw,  »a. 

.V  165.  —  Un  polygone  régulier,  ABGDE... ,  étant  déjà  inscrit 
à  une  drconjérence ,  construire  le  polygone  régulier  circonscrit  du 
f^me  nombre  de  côtés;  — et  réciproquement. 
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PasMiiaB  CONSTRUCTION.  — Par  les  sommets  A,  B»  G,...  du 
polygone  inscrit ,  menons  des  tangentes  à  la  droonférenoe  : 

Elles  détermineront  un  nouveau  polygone  qui  sera  le  polygone 
demandé  (n®  154). 

Deuxiâ»  consteuction.  —  Par  les  extrémités  I ,  K,  L , . . .  des 
rayons  abaissés  perpendiculairement  sur  les  côtés  AB ,  BC , . . .  dit 
polygone  inscrit,  menons  des  tangentes  qui  détermineront  encore 
le  polygone  demandé. 

N.  B.  —  On  a  prouvé  (n*>  155)  que  les  deux  polygones 
A' B' CIVE',  A"B"C"D"E%  obtenus  par  ces  deux  moyens ,  sont 
égaux, 

RiUsipaoQUBMENT  :  —  Pour  obtenir  le  polygone  inscrit,  connais- 
sant déjà  le  polygone  circonscrit  A'B'C'D'E',  Joignons  eleax  à 
deux  les  points  de  contact  consécutifs,  A  ,  B,  G,...,  du  polygone 
circonscrit. 

Ges  cordes  de  jonction,  AB,  BG,  GD, . . . ,  sont  égales,  puisque 
leurs  arcs,  AIB,  BKG , . . . ,  sont  égaux  ;  et  elles  font  entre  elles  des 
angles  égaux  entre  eux  comme  ayant  même  mesure  (n**  198). 

Ou  bien  encore,  en  partant  du  polygone  circonscrit  A"B"C"D''E", 
Joignons  deux  à  deux  les  points  A,  B,  G , . . . ,  où  les  droites  OA'% 
OB'^,  OG'', . . . ,  menées  du  centre  aux  sommets  du  polygone  cir- 
conscrit ,  rencontrent  la  circonférence. 

Le  polygone  ABGDE  est  régulier,  puisque,  les  angles  au  centre 
A"OB",  B"OG", ....  étant  égaux ,  il  en  est  de  même  des  arcs  qui 
les  mesurent ,  et  par  suite  des  cordes  de  ces  arcs. 

F,c.  ,07.  PROBLiME  Vni.  (Fig.  107.) 

N**  166.  —  Étant  donnés  deux  polygones  réguliers ,  l'un  inscrit , 
Tautre  circonscrit  y  d'un  même  nombre  de  côtés  y  inscrire  et  circon- 
scrire les  polygones  réguliers  d'un  nombre  de  côtés  double  ou 

sous- DOUBLE. 

Soient  AB  et  MN  deux  côtés  des  polygones  donnés. 

i*>-7-Pour  obtenir  le  polygone  /AfcnY.  d^m.qoinhre  de  côtt*s 
double,  il  suffit  évidemment  adjoindre  les  points  A,  B,  au  point 
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I ,  milieu  de  l'arc  AB ,  et  de  répéter  la  même  opération  pour  cha- 
cun des  arcs  BC,  CD , . .  : 

Les  cordes  AI ,  IB ,  BL , . . . ,  sont  égales  comme  soutendant  des 
arcs  égaux.  —  Donc,  etc. 

2* — On  obtient  le  polygone  circonscrit  correspondant ,  en  me- 
nant par  les  points  A  y  B,  deux  tangentes ,  que  Ton  termine  aux 
points  m^n,  sur  la  tangente  MN  ;  puis  on  répète  la  même  opération 
anx  points  C,  D,. . . 

La  droite  mn  est  le  côté  du  polygone  circonscrit  d*un  nombre 
de  côtés  double;  et  Am,  /iB,  en  sont  des  demi-côtés. 

En  eflet,  les  triangles  rectangles  OAuf,  OIiti  ,  sont  égaux  comme 
ayant  l*hypotcnuse  égale  et  im  côté  de  l'angle  droit  égal,  OA  =:  01  ; 
d'où  il  suit  que  Am  =  Im ,  et  i\\ïe  angle kOm  =  anglelOm. 

On  démontrerait  pareillement  que  B/i  =  /?I  =  I/7t  =  m  A , 

et  que  angle  BOn  =  angle  lO/i  =  angle  lOm  =  angle  AOm. 

On  voit  ainsi  que  Tangle  mOn  est  moitié  de  l'angle  au  centre  de 
chacun  des  polygones  donnés ,  et  n'est  autre  que  V angle  au  centre 
do  polygone  cherché. 

Donc  enfin  mnp. . .  est  le  polygone  circonscrit  demandé. 

30  —  Quant  aux  polygones  inscrit  et  circonscrit  d'un  nombre 
àe  côtés  sous-double,  on  les  obtient  en  tirant  par  les  points  alterna- 
tifs A ,  G,  £  9 ...  les  cordes  AC,  CE,. . .,  puis  menant  des  tangentes 
par  les  points  A ,  C,  E , . . . ,  abstraction  faite  des  points  intermé- 
diaires B,  D,  F,... 

iV.  B.  —  Il  faut  évidemment,  dans  ce  troisième  cas,  pour  que 
ie  problème  soit  possible ,  admettre  que  les  polygones  donnés  ont 
on  nombre  paie  de  côtés. 

iXMAXQUES  IMPORTANTES  sur  la  détermination  d'un  polygone 

d'après  certaines  données, 

j^ti  1^^  —  5^y3  avons  déjà  dit  (n^  90)  que  [sauf  certaines 
restrictions  dont  plusieurs  ont  été  indiquées]  deux  polygones  de 
n  côtés  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  (2ii  —  3)  de  leurs  éléments  égaux  » 
chacun  k  chacun.  .  . 

D'où  il  résulte  qu'un  polygone  est  généralement  déterminé  quand 
on  donne  (211  —  3)  de  ses  éléments ,  angles,  côtés,  ou  diagonales. 
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On  conçoit,  en  ontre,  combien  doit  être  considérable  le  nombre 
des  problèmes  qui  ont  pour  objet  de  —  Construire  un  polygone  d'a- 
près certaines  de  ses  parties. 

Il  y  a  plus  :  si  l'énoncé  se  tait  sur  la  disposition  mutuelle  de  ces 
parties,  il  peut  afriver  que  le  nombre  des  solutions  d'un  même 
problème  soit  très-grand. 

Prenons,  pour  exemple,  la  question  suivante  : 
Fio.  ïo8.      Deux  points  y  A,  B  [fig.   108),  étant  donnés  de  position  sur 
une  droite  indéfinie  j  LL',  trouver  un  troisième  point  dont  les  di- 
stances aux  deux  premiers  soient  égaies  à  deux  lignes  données , 

m,  n. 

La  question  est  ramenée  à  —  Construire  un  triangle,  connaissant 
les  trois  côtés,  AB,  m,  et  n. 

Pour  cela  (n^  ttf7) ,  des  points  A  et  B  comme  centres ,  avec  des 
rayons  i^espectivement  égaux  aux  lignes  données  m  et  /i ,  déeripons 
detix  circonférences  qui  se  couperont  généralement  en  deux  points, 
C  et  C\ 

Ces  points  satisferont  l'un  et  l'autre  à  l'énoncé ,  puisque,  d'après 
la  construction,  l'on  a 

CA  =  C'A  =  m,     et     CB  =  C'B  =  /?. 

Maintenant ,  si  l'on  échange  les  rayons  entre  eux ,  c'est -à-^ire 
(]u*on  prenne  n  pour  le  rayon  du  cercle  à  décrire  du  point  A 
comme  centre,  et  m  pour  le  rayon  du  cercle  à  décrire  du  point  B, 
on  obtiendra  deux  antres  points,  D,  IV,  qui  satisferont  également 
à  la  question,  parce  que  rien  ne  dit  dans  l'énoncé,  si  le  point 
cherché  doit  être  plus  éloigné  du  point  A  que  du  point  B. 

A  la  vérité,  en  joignant  les  points  G,  G',  D,  D^,  aux  points  A 
et  B,  on  forme  quatre  triangles  qui  sont  égaux  et  superposabhs ^ 
comme  ayant  les  côtés  égaux  chacun  à  chacun  ;  en  sorte  que^  s'il 
ne  s'agissait  qoe  de  construire  un  triangle  avec  ses  trois  côtés, 
le  problème  n'aurait,  à  proprement  fiarler,  qu'u/i^  solution.  Mais, 
en  tant  qu'il  fout  déterminer  de  position  sur  un  plan ,  un  point  qui 
remplisse  certaines  conditions ,  le  problème  offre  quatre  soituions 
différentes.  ^ , 

La  question  que  nous  venons  de  résoudre  fait  sentir  la  nécessite 
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de  Spécifier^  dans  le  problème  du  n?  t64  y  de  quelle  manière  les 
sommets  du  polygone  cherché  doivent  être  places  les  uns  par 
rapport  aux  autres;  car,  sans  cela,  on  pourrait  obtenir  une  foule 
de  polygones  satisfaisant  également  à  la  question. 

C'est  encore  pour  cette  raison  que,  dans  le  troisième  cas  d'éga- 
lité établi  au  n?  911 ,  nous  avons  dû  ajouter  à  l'énoncé  :  disposés 
oa  assemblés  de  la  même  manière. 

N®  168.  —  Il  y  aurait  encore  bien  d'autres  remarques  à  faire 
sur  la  construction  des  polygones  en  général  ;  mais  cela  nous  en- 
traînerait trop  loin. 

Nous  ferons  seulement  observer  que ,  quand  on  connaît  d'a- 
vance l'espèce  du  polygone  à  construire,  le  nombre  (2/1 —  3} 
des  données  généralement  nécessaires  peut  être  considérable- 
ment restreint. —  C'est  ainsi,  par  exemple,  que  deux  données 
suffisent  (n°  161)  pour  un  triangle,  soit  isoscêle,  soit  rectangle. 
—  Pour  le  quadrilatère ,  qui  exige  généralement  (2x4  —  ^  ) 
on  5  données ,  si  la  figure  doit  être  un  parallélogramme,  il  suffit 
de  trois  données ,  parce  que  la  condition  du  parallélisme  des  côtés 
opposés  compte  pour  deux.  — Dans  le  losange,  deux  données 
sont  suffisantes;  dans  le  carré,  il  suffit  d^une,  son  côté  ou  sa  dia- 
gonale. 

Enfin,  dans  un  polygone  régulier,  le  côté,  et  une  seconde  don- 
née qui  sera,  soit  V  angle  au  centre,  soit  Y  angle  même  du  poly- 
gone, soit  enfin  le  nombre  des  côtés  ou  Tespèce  du  polygone, 
suffisent  complètement,  puisqu'il  ne  s'agit,  pour  obtenir  le  poly- 
gone, que  de  construire  (n®  161)  un  triangle  isoscêle,  connaissant 
un  côté  et  l'angle  opposé^  ou  un  cété  et  l'un  des  angles  adjacents, 
moitié  dePangle  du  polygone. 

Kous  terminerons  ce  paragraphe  par  la  résolution  d'une  double 
question  sur  le  triangle,  assez  curieuse  sous  le  rapport  de  la 
discussion,  et  même  du  mode  à  employer  pour  la  résoudre. 

PaoBLKME.  (Fig.  109  et  iio.)  ^eT',î^ 

Ro  169.  —  Étant  donnés  dans  un  triangle,  un  côté  AB,  l'angle 
opposé [égàï  à  l'angle  M] ^  et  la  somme  s  on  la  différence  d  des 
deux  autres  côtés,  construire  le  triangle. 
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Prui n&  CAS.  —  Akàlyse.  —  Observons  cl*abord  que  le  sommet 
C  du  triangle  doit  appartenir  à  Tare  de  cercle  ACB  décrit  sur  AB, 
comme  capable  de  Tangle  donné  M.  D'un  autre  côté,  si  Ton 
prolonge  AC  d'une  longueur  CD  =  CB,  et  que  l'on  tire  DB,  ie 
triangle  CDB  est  isoscèle,  et  donne  (n*"  SS) 

angle  CDB  =  an^^GBD, 
d'où  (n*  »») 

angle  CDB  =  i  angle  ACB  =:  7M. 

On  voit  donc  que  le  point  D  [dont  la  position  y  une  fois  déter- 
minée j  fera  connaître  aisément  celle  du  point  C  sur  Tare  ACB] 
est  l'intersection  d'un  arc  de  cercle ,  capable  de  l'angle  |M  et 
construit  sur  AB,  avec  une  circonférence  de  cercle  décrite  do 
point  A  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la  somme  donnée  1. 

Ainsi,  Ton  parviendrait  à  la  solution  du  problème,  en  con- 
struisant séparément  sur  AB  (n*  tlS6)  deux  arcs  de  cercle  capables, 
l'un  de  l'angle  M,  l'autre  de  l'angle  y  M ,  puis  décripant  du  point  A 
comme  centre,  avec  s  pour  rayon,  un  troisième  arc  de  cercle 
qui  couperait  le  second  en  un  certain  point  D.  —  La  droite  AB 
rencontrerait  le  premier  arc  en  un  point  C  ;  et  le  triangle  ACB  serait 
le  triangle  demandé. 

Mais  cette  construction  n'est  pas  la  plus  simple  qu'on  puisse 
donner.  —  En  effet ,  observons  que  le  point  I ,  où  la  perpendi- 
culaire élevée  sur  le  milieu  de  AB  rencontre  le  premier  arc,  est 
nécessairement  le  centre  du  second  ;  car  si ,  de  ce  point  comme 
centre ,  avec  LA  pour  rayon ,  l'on  décrit  im  cercle ,  l'angle  qui  a  son 
sommet  sur  cette  circonférence ,  étant  moitié  de  l'angle  au  centre 
AIB,  est  par  conséquent  égal  à  -^  M.  —  On  arrive  ainsi  à  la  con- 
struction suivante  : 

STKTmsSE.  *—  lO  -^  Sur  AB  décrivons  un  arc  de  cercle  capable 
de  l'angle  donné  M  :  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  G  de 
AB  [laquelle  a  dû  servir  dans  cette  première  construction]  ren- 
contre cet  arc  en  un  point  I  ;  -—  2*^  —  de  ce  point  I  comme  cen- 
tre, avec  le  rayon  lA,  décrivons  une  circonférence  de  cercle. 
—  3^  —  du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  droite 
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donnée  X  y  décriions  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  seconde  circon- 
férence en  un  point  D  ;  —  4**  —  menon^la,  droite  DA ,  et  Joignons 
le  point  B  au  point  C  où  DA.  rencontre  Tare  ACB  : 

Nous  obtenons  ainsi  ACB  pour  le  triangle  demande. 

En  effet  y  d'après  la  construction,  Tangle  ACB  étant  double  de 
Tangle  ADB  ou  CDB,  est  par  conséquent  égal  à  M.  D'ailleurs ,  ACB 
étant  égal  à  CBD  +  CDB  (n^'tfiS),  il  s'ensuit  que  CBD=:CDB; 
d'où  (n»  60)  CD  =  BC. 

Donc  enfin  AC  -f-  CB  =  AC  -h  CD  =  j. 

C.  Q.  F.  D. 

Discussion.  —  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que 
la  somme  donnée  s  ne  soie  pas  plus  grande  que  le  diamètre  ASL 
du  cercle  décrit  du  point  I  comme  centre;  —  et,  en  supposant 
que  Ton  ait  5  <^  AL ,  il  y  aura  deux  points  d'intersection ,  D,  D'  ; 
par  suite,  deux  triangles,  ACB,  ACB,  satisferont  également  à 
la  question.  Mais  il  serait  facile  de  reconnaître  que  ces  deux 
triangles  sont  égaux ,  comme  ayant  les  trois  côtés  égaux  chacun  à 
chacun. 

Si  Ton  a  j=  AL,  les  deux  solutions  se  réduisent  à  une  seule, 
savoir,  le  triangle  AIB. 

Or  ceci  nous  apprend  que. 

De  tous  les  triangles  construits  sur  une  même  droite  AB,  et 
ayant  même  angle  opposé  à  ce  côté,  le  triangle  isosccle  AIB  est 
celui  qui  a  le  plus  grand  périmètre  (n^  51$). 

Dxuxiixv  CAS.  -^  Analyse.  -^  Ainsi  que  dans  le  cas  précédent, 
le  sommet  C  du  triangle  {Jig.  i  lo)  appartient  à  l'arc  décrit  sur  AB,  Fie.  no. 
comme  capable  de  l'angle  donné  M.  —  Si  maintenant  on  prend 
«ir  CA  une  partie  CD  :^  CB,  il  ne  s'agit,  pour  obtenir  le  point 
C  sur  ce  segment,  que  de  fixer  la  position  du  point  D.  Or,  puisque 
Toa  aCD  =  CB,  il  en  résulte  (n»  tf8)  DBC=:  BDC  ; 

d'où  DBC  -¥■  BDC  =  2BDC, 

et  par  suite  (n*  M)         2BDC  +  DCB  =  a  droits  ; 
donc 

BDC  =   I  droit  —  ^DCB  =  i  droit  —  ^-M; 

9' 
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ce  qui  donne  pour  ADB,  supplémentaire  de  BDC, 

ADB  =  2rfr.   —  (idr.  —  IM)  =   idr,  -4-  tM- 

On  voit,  d'après  cela,  que^  le  point  D  est  à  Fintersection  d*uD 
second  arc  de  cercle  décrit  sur  AB  comme  capable  de  Fangle  obtus, 
(idr.  +  7M  )»  et  de  la  circonférence  décrite  du  point  A  comme 
centre ,  avec  un  rayon  égal  à  la  différence  donnée  d. 

Or  je  dis  que ,  comme  dans  le  premier  cas ,  le  centre  de  ce  se- 
cond arc  n^est  autre  que  le  point  I  où  la  perpendiculaire  élevée 
par  le  milieu  de  AB ,  rencontre  la  seconde  partie  de  la  circonfè 
rence  dont  Tare  capable  de  Tangle  M  est  la  première  partie. 
— En  effet,  décrivons  du  point  I  comme  centre ,  avec  le  rayon  lA , 
une  circonférence  :  l'angle  au  centre  AIB  est  double  de  Tangle 
inscrit  ALB,  ce  qui  donne  ALB  =  7  AIB.  D'un  autre  coté,  ce 
même  angle  AIB,  considéré  par  rapport  à  la  circonférence  AIBH , 
est  supplémentaire  de  AHB  (n**  i2fi)  ou  de  l'angle  M  ;  on  a  donc 
AIB  égal  à  (2  dr.  —  M).  Ainsi  l'angle  ALB  vaut  (idr.  —  -  M  )  ;  et 
par  conséquent  ADB,  qui  est^le  supplément  de  celui-ci ,  vaut 

2dr.  —  (i</r.   —  tM),      ou      idr,   -f-  IM. 

C.  <?.  F.  D. 
De  là  résulte  la  construction  suivante  : 

Stitthàsb.  —  I®  —  Sur  AB  décrivons  un  arc  de  cercle  ca- 
pable de  l'angle  M,  et  achevons  la  circonférence  :  la  perpendicu- 
laire élevée  sur  le  milieu  de  AB  rencontre  la  partie  AIB  de  cette 
circonférence  en  un  certain  point  I  ;  —  2?  —  de  ce  point  €x>mme 
centre ,  avec  le  rayon  lA  y  décrivons  une  nouvelle  circonférence , 
(en  ne  considérant  que  le  segment  situé  du  même  côté  que  le  pre- 
mier, par  rapport  à  AB)  ;  —  3*»  —  du  point  A  comme  centre ,  avec 
le  rayon  d ,  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  le  précédent  au 
point  D  ;  —  4"  —  tirons  la  corde  AD  en  la  prolongeant  jusqu'à  sa 
rencontre  en  C  avec  le  premier  arc. 

Le  triangle  ACB  ainsi  obtenu  est  le  triangle  demandé;  ce  qu'on 
démontrerait  facilement  en  reprenant,  dans  un  ordre  inverse,  les 
raisonnements  de  V analyse. 
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ScoLf  B.  —  Nous  n^entrerons  dans  aucun  détail  sur  la  discussion 
de  ce  second  cas  ;  mais  nous  ferons  remarquer  que  les  deux  |>arties 
du  problème  qui  vient  d'être  résolu ,  offrent  l'exemple  d'une  ques- 
tion où ,  par  une  première  analyse  y  on  est  conduit  à  un  mode 
de  construction  qui  n'est  pas  le  plus  simple  qu'on  puisse  donner, 
et  que  l'on  parvient  ensuite  à  simplifier  par  des  considérations, 
souvent  assez  délicates,  qui  avaient  échappé  au  premier  ab^ord. 

$111.  —  Problèmes  sur  les  contacts, 

pROBLiME  L  (Fig*  III  et  iia.  )  Fig.  m 

et  lia. 

N**  170.  -^  Par  un  point  donné  A  hors  d'un  cercle,  métier  une 
tangente  à  ce  cercle» 

[  Le  cas  où  le  point  est  donné  sur  la  circonférence  n'offre  aucune 
difficulté ,  puisqu'il  suffit  (n°  109)  d'élever  une  perpendiculaire 
h  l'extrémité  du  rayon.  ] 

Anai<tse.  —  Le  point  de  coptact  {et  par  suite  la  tangente]  serait 
déterminé  si  l'on  pouvfdt  trouver  sur  la  circonférence  un  point 
M  {Jig>  1 1  i)y  tel  qu'en  le  joignant  aux  points  O  et  A,  Ton  eût  au       ^''^'  "  '' 
point  M  un  angle  droit, 

STHTHisE, —  I» —  Menons  la  droite  OA  ;  —  a* — sur  cette  droite 
comme  diamètre  (n**  M'^j  i^)  décriions  une  circonférence  qui  ren- 
(^ontre  la  première  en  deux  points ,  M ,  M'  ;  —  3^  —  tirons  les 
droites  AM,AM'. 

Nous  obtenons  ainsi  deuj:  solutions  de  la  question. 

Car  les  angles  OMA,  OM'A,  sont  droits  (n°  ISS);  donc  AM, 
AM%  sont  des  tangentes  au  cercle  (n**  iOS). 

DisGussioif .  —  Le  problème  est  évidemment  toujours  possible 
tant  que  le  point  donné  est  extérieur  au  cercle  O,  puisque, 
(Kaprès  la  construction ,  les  deux  points  O  et  A  de  la  seconde 
circonférence  sont,  l'un  intérieur,  Tautre  extérieur  à  la  pre- 
mière {y  oyez  le  n®  156). 

Si  le  point  donne  était  en  A'  sur  la  première  drconfèrcnce  ,  les 
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deux  cercles  se  toucheiraient  au  point  A',  qui  serait  alors  le  point 
de  contact. 

Seconde  construction.  —  Analtse.  —  En  supposant  le  pro- 
FiG.  lia  blême  résolu  y  prolongeons  le  rayon  OM  {Jig*  112)  qui  passe 
par  le  point  de  contact  y  d'une  longueur  MC  =  MO ,  et  mmons 
les  droites  OA,  CA  :  ces  droites  sont  égales  (n"»  40) ,  et  l'on  voit 
que  le  point  C  [dont  la  position  une  fois  déterminée  fera  connaître 
facilement  celle  du  point  M],  est  à  une  distance  du  point  O  égale 
au  double  du  rayon  OM  ,  et  à  une  distance  du  point  A  égale 
à  OA. 

Synthèse.  —  i"  —  Tirons  la  droite  OA  [que  nous  prolongeons 
jusqu'à  sa  rencontre  en  B  avec  le  cercle  donné]  ;  —  2^  —  des  points 
O  et  A  comme  centres,  et  avec  les  rayons  respectifs ^20B  ou  A'B , 
et  AO,  décrivons  deux  circonférences  qui  se  coupent  en  deux  points 
C,  C  ;  —  3"  —  tirons  OC,  OC',  qui  rencontrent  la  circonférence 
donnée  aux  points  M,  M' ;  —  4*  —  enfin,  traçons  les  droites  AM 
et  AM'  : 

Ce  sont  les  deux  tangentes  demandées. 

En  effet,  les  deux  triangles  AOC,  AOC  sont  isoscèles;  de 
plus,  on  a  CM  =  MO  ,  CM'  =  M'O  ;  donc  (n<>  61)  les  droites 
AM,  AM',  sont  perpendiculaires  aux  rayons  OM,  OM',  et  par  cod> 
séquent  tangentes  au  cercle. 

Discussion.  —  Tant  que  le  point  donné  A  sera  extérieur  au 
cercle  donné ,  les  deux  circonférences  décrites  se  couperont  né- 
cessairement :  en  effet,  le  point  O  de  la  circonférence  AO  est  évi- 
demment intérieur  à  la  circonférence  2OB  ;  et  il  est  facile  de  voir 
que,  pour  toute  position  du  point  A  sur  OA,  pourvu  que  Ton  ait 
OA  ^  OA',  la  circonférence  AO  aura  un  second  point  D ,  situé 
sur  le  prolongement  de  OA,  extérieurement k  la  circonférence  2OB. 
Ainsi  (  n^  156)  les  deux  cercles  se  couperont ,  et  le  problème  sera 
toujours  possible. 

Si  le  point  A  est  en  A'  sur  le  cercle  donné,  les  deux  circonfé- 
rences 2OB  et  A'O  se  toucheront  en  un  certain  point  E  pour  le- 
quel on  a  EA'  =  A'O  ;  et  le  point  A'  est  alors  le  point  de  contact. 

N.  £.  —  Le  second  mode  de  construction  est ,  dans  le  fait , 
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plus  simple  que  le  premier ,  parce  que  les  rayons  des  deux  circon- 
férences  à  décrire ,  2OB  eCOA,  sont  donnés  à  priori;  tandis  que 
Je  premier  mode  exige  que  l'on  détermine  d'abord  (  n*'  itfO)  le 
milieu  de  la  distance  AO. 

PaoUtixE  n.  {FIg.  11 3.)  FiG.  ii3. 

N®  171.  —  Mener  une  tangente  commune^  à  deux  cercles 
donnés, 

AirAi.TSE.  —  Soit  MNC  la  tangente  commune  aux  deux  cil^on- 
férenoes  données;  tirons  les  rayons  OM,  (VN,  et  par  le  point  O' 
menons  (VD  parallèle  à  MC.  —  Cela  posé ,  observons  qcie  les 
rayoQs  OM,  CKN,  étant  perpendiculaires  à  la  tangente  MC ,  sont 
parallèles  ;  et  comme  O'D  est  autoi  parallèle  à  MC ,  il  s'ensuit  que 
la  figure  DMNO'  est  un  parallélogramme  y  et  donne  (  n®  74  ) 
DM  =  O'N  ;  ainsi  OD  est  égal  à  la  différence  des  rayons  des  deux 
cerdes.  En  outre,  la  même  figure  DMNCV  est  un  rectangle  9  puis- 
que les  angles  en  M  et  en  N  sont  droits;  donc  la  droite  O'D  est 
perpendiculaire  à  OD ,  et  par  conséquent  tangente  au  oerde  dé* 
crit  du  point  O  comiqe  cent»  avec  un  rayon  égal  à  la  différence 
des  rayons  donné». 

De  là  résulte  la  constracdon  suivante  : 

Sththèsk.  —  i^  —  Du  point  O  comme  centre ,  avec  un  rayon 
égal  à  la  différence  des  rayons  des  deux  cercles  donnés ,  décrivons 
une  circonférence  ;  —  2°  —  menons  du  point  0'  (  n®  170  )  une 
tângf<nte  à  cette  circonférence;  —  3°  — joignons  le  centre  O  au 
point  de  contact  D ,   et  prolongeons  la  droite  OD  jusqu^en  M  ; 

—  4""  "^  n^^^ons  du  point  O'  le  ra3ron  O'N  parallèle  à  OM(n^  A^); 

—  5*  enfin  —  tirons  la  droite  MK  : 

Nous  obtenons  ainsi  la  tangente  demandée. 

En  effet,  diaprés  la  construction ,  DM  est  égal  et  parallèle  à 
O'N,  puisque  OD  est  la  différence  des  rayons;  donc  (n®  74) 
la  figure  DMNO'  est  un  parallélogramme ,  et  de  plus  un  rectangle , 
à  cause  de  OD  perpendiculaire  sur  O'D  :  ainsi  la  droite  MN  est  per- 
pendiculaire aux  rayons  OAI,  O'IS  ;  donc ,  etc. 

N.  B.  —  Comme,  du  point  0%  on  peut  mener  denx  tangentes 
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O'D,  (yjy,  à  la  circonférence  OD,  on  a  également  deux  droites 
MNy  M'N^  pour  solutions  du  problème. 

ScoLiE.  —  Mais  il  esl  facile  de  voir  que ,  dans  le  cas  où  les 
Fie.  Il 3.  cercles  sont  extérieurs  Tun  à  l'autre,  comme  dans  la^.  i  iS,  il 
existe  encore  deux  autres  solutions  mn^  m'n'y  qu'on  peut  appeler 
des  tangentes  intérieures ,  comme  rencontrant  la  ligne  des  centres 
entre  les  points  O  et  O'  en  un  point  C  ;  tandis  que  les  deux  autres, 
MN,  M'N%  nommées  tangentes  extérieures,  la  rencontrent  en  un 
point  C  situé  sur  le  prolongement  de  cette  droite. 

Pour  obtenir  ces  deux  autres  solutions  [  l'analyse  étant  sous- 
entendue] ,  —  i^  —  du  point  O  comme  centre ,  avec  on  rayon  égal 
à  la  somme  des  rayons  des  deux  cercles  donnés ,  décrivons  une  cir- 
conférence; —  2"  —  menons.  An  point  0%  ka  deux  tangentes 
O'rf,  (yd'\  —  V*  —  tirons  les  rayons  Orf,  Qd  ';  r-  4*  —  menons  du 
point  <y  les  rayons  O'n,  OV,  parallèles  àO^,  CW,  ou  aux  rayons 
O/w ,  Om';  —  5®  enfin  —  traçons  les  droites  mn,  m'n'  : 

Nous  aurons  les  deux  tangentes  demandées. 

Même  démonstration  que  ci-dessus. 

Nous  nous  dispenserons  de  discuter  ce  furoUème ,  qui  est  évi- 
demment susceptible  de  quatre,  trois ,  deux,  une  seule  solution  , 
ou  bien  n*en  admettre  aucune,  suivant  celle  des  cinq  positions  rela- 
tives de  deux  circonférences,  qui  appartiendra  aux  cercles  proposés. 

Fio.  114.  PaoBLiME  in.  {Fig.    Ï14.) 

N®  179.  —  Deux  cercles  O^  O'f  étant  tracés  sur  un  plan  ,  mener 
une  transversale  MC,  telle,  que  chacune  des  parties  MN,  ron,  de  cette 
droite,  comprises  dans  l'intérieur  des  circonférences,  soit  égale  à 
une  ligne  donnée  a. 

Analyse.  —  Supposons  le  problème  résolu  ;  et  soit  MNm/iC  la 
droite  demandée.  Traçons  au  hasard,  dans  les  cercles  donnés, 
deux  autres  cordes  DE,  de^  égales  entre  elles  et  à  la  droite  don- 
née a  ;  puis  des  centres  O ,  O',  abaissons  les  perpendiculaires  res- 
pectives OG,  01 ,  et  (y g ,  O^',  sur  MN ,  DE ,  et  mn ,  de. 

Cela  posé,  puisque  DE  ==  MN  =  de  =1  mn,  on  a  (n'^  109) 
OGsrOI ,  (y g  :=  O'/  ;  de  plus ,  les  deux  circonférences  décrites  des. 
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points  0,0%  comme  centres ,  avec  les  rayons  respectifs  OG  y  Og, 
seront  (  n^  iOS)  tangentes  en  G ,  I,  et  ^ ,  < ,  à  ces  cordes  égales. 
D*où  résulte  évidemment  la  construction  suivante  : 

Stkth^e.  —  Après  avoir  pris  avec  le  compas ,  sur  les  deux 
drconférences  9  des  cordes  DE,  de^  égales  à  a,  et  abaissé  {n^  149) 
les  perpendiculaires  OG ,  (ïg^  décrivons  des  points  O ,  (X,  comme 
centres,  et  avec  les  rayons  respectifs  OG,  O'^,  deux  autres  circon- 
férences ;   ifi^noitr-leur  une  tangente  commune  M/tC  (  n^  170  )  : 

—  Nous  obtenons  ainsi  la  droite  demandée. 

£o  efîet,  d'après  la  construction,  les  deux  parties  MN,  mn ,  de 
cette  tangente,  comprises  dans  les  cercles  donnés,  sont  à  même 
distance  de  leurs  centres  respectifs  O,  O',  que  les  cordes  DE ,  de; 
on  a  donc 

MN  =  DE  =  a ,  et  mn  =  de  z=z  a. 

N,B,  —  Ce  problème  peut  avoir,  comme  le  précédent ,  quatre, 
trois,  etc.,  solutions,  suivant  la  position  relative  des  deux  circon- 
férences; et,  pour  qu'il  %oit  possible ,  la  droite  donnée  doït  évi- 
demment  ne  pas  dépasser  le  diamètre  du  plus  petit  cercle.  Mais 
cela  ne  suffit  pas  encore ,  comme  on  pourrait  le  voir  d'après  une 
discussion  plus  développée. 

ScouB.  —  Au  problème  P',  et  à  celui-ci  comme  cas  particulier, 
se  rattache  le  suivant  : 

Par  un  point  donné  dans  le  plan  d'un  cercle,  mener  une  droite 
qui  le  coupe  de  telle  manière  que  la  partie  de  cette  droite,  inter- 
ceptée par  le  cercle ,  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

Après  avoir  tracé  dans  le  cercle  une  corde  égale  à  la  ligne 
donnée ,  décrivons,  comme  dans  le  problème  précédent ,  une  cir- 
conférence tangente  à  cette  corde;  puis  menons,  du  point  donné, 
aœ  tangente  à  ce  nouveau  cercle  :  nous  aurons  la  droite  demandée. 

Ce  problème  offre  une  discussion  assez  intéressante  que  nous 
oons  dispenserons  toutefois  d'exposer  ici ,  nous  bornant  à  obser- 
ver que,  dans  le  cas  où  le  point  donné  est  intérieur,  la  ques- 
tion ,  pour  être  possible ,  exige  que  la  droite  donnée  soit  com- 
prise entre  deux  limites,  —  i**  —  le  diamètre  du  cercle ,  —  2"  —  la 
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corde    perpendiculaire  à  la  droite  meDée  du  centre  au   point 
donné.  (  Voyez  le  n*»  112.) 

Fw.  60.  PaoBLiME  IV.    (JFÏ^.  60.  ) 

N®  173.  —  Décrire  un  cercle  tangent  à  trois  droites  données  de 
position  sur  un  plan. 

La  résolution  de  ce  problème  est  une  conséquence  immédiate 
des  théorèmes  établis  aux  n<^  9«>  et  127  : 

Construisons  (n®  155,  scoHe  I)  les  bissectrices  des  deux  angles 
CAB ,  CBA  ;  puis  du  point  0,  où  ces  droites  se  rencontrent  néces- 
sairement (n**  54),  abaissons  une  perpendiculaire  sur  AB  ;  et  de 
ce  même  point  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  cette  perpen- 
diculaire ,  décrivons  un  cercle  :  sa  circonférence  sera  tangente  aux 
trois  côtés  du  triangle  ABC ,  puisque  (  n^  127)  les  perpendiculaires 
abaissées  du  point  O  sur  ces  côtés,  sont  égales  entre  elles. 

Mais  on  peut  encore  obtenir  d^autres  solutions  du  problème , 
en  traçant,  par  exemple,  les  bissectrices  des  angles  BCL,  CBI, 
respectivement  supplémentaires  des  angles  G  et  B  du  triangle. 

On  trouverait  ainsi ,  en  général ,  quatre  solutions ,  savoir  : 
un  cercle  intérieur  au  triangle  déterminé  par  les  trois  droites ,  et 
que  l'on  nomme,  pour  cette  raison,  le  cercle  inscrit;  puis  trob 
autres  cercles  extérieurs  à  ce  triangle ,  que  Ton  désigne  sous 
le  nom  de  cercles  ex-'inscrits. 

Lorsque  deux  des  trois  droites  données  sont  parallèles ,  il  ne 
peut  exister  que  deux  solutions. 

Dans  le  cas  général  ^  les  centres  des  quatre  cercles  et  les  sommets 
du  triangle  forment  6  systèmes  de  trois  points  situés  sur  une  même 
ligne  droite;  et  ces  6  lignes  droites  sont  perpendiculaires  2  à  2. 

Il  suffit  d'exécuter  en  entier  la  construction  pour  se  rendre 
compte  de  ces  propriétés. 

Fie.  n5.  Problème  V.  (Fig,  n5.  ) 

N®  174.  —  Tmcer  une  circonférence  qui  touche  une  droite  donner 
LM  en  un  point  donné  B ,  et  qui  paSjSe  par  un  second  point  donne 
hors  de  la  droite. 

Il  est  évident  que  le  centre  du  cercle  cherché  doit  se  trouver  à 
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la  rencontre  de  la  perpendiculaire  élevée  par  le  point  B  sur  LM , 
avec  la  perpendiculaire  menée  sur  AB  par  son  milieu  C. 

Snmis%.  —  Construisez  ces  deux  perpendiculaires  (  n^  149 , 
IM)  ;  et  du  point  0  où  elles  se  coupent ,  avec  le  rayon  OA  ou  OB , 
décrivez  une  circonférence  :  vous  aurez  ainsi  le  cercle  cherché. 

Ce  problème  est  Xo\x}our%  possible ,  et  n'admet  qu^tt/i^  solution. 

Si  les  points  A  et  B  étaient  donnés  sur  une  même  perpendicu- 
laire à  LM ,  le  centre  se  trouverait  au  milieu  de  la  distance  AB. 

PaoBubfE  YI.   {Fig.    ii6.)  Fie.  116. 

Pi*  175.  —  Décrire  un  cercle  qui  touche  une  droite  donnée  LM 
et  uÂe  circonférence  donnée  O ,  connaissant  le  point  I  de  contact 
opcc  ia  droite. 

On  reconnaîtrait  aisément  par  V analyse ,  que  ce  problème 
peut  être  ramené  au  précédent. 

SviTTRiss.  —  En  supposant  d*abord  que  le  cercle  cherché  doive 
être  extérieur  au  cercle  O, 

i^  —  élevons  au  point  I  une  perpendiculaire  indéfinie  IK; 
—  2*  —  prenons  sur  IK ,  et  du  côté  de  la  droite  LM  opposé  au 
point  Oy  une  partie  II'  égale  au  rayon  OB  du  cercle  donné  ;  — 
S** —  menons  par  le  point  I'  la  droite  L'M'  parallèle  à  LM;  — 
4*  —  déterminons  { n°  174)  le  centre  O'  d'un  cercle  passant  par 
le  point  O  et  tangent  à  L'M'  au  point  V  \  —  5°  enfin ,  —  de  ce 
point  C  comme  centre,  et  avec  le  rayon  O'  I  »  décrivons  un  cercle. 

Ce  cercle  sera  tangent  en  même  temps  à  la  droite  LM  et  au 
cercle  O. 

D'abord ,  il  est  tangent  à  LM  ,  puisque  le  rayon  01  est  per- 
pendiculaire à  cette  droite.— En  second  lieu,  la  distance  des  cen- 
tres CyO,  étant  égale  à  OT  par  corutruction ,  se  compose  du 
rayon  CI  augmenté  du  rayon  Ofi,  c*est-à«dire,  est  égale  à  la  somme 
des  deux  rayons  :  donc  les  deux  cercles  se  touchent  en  un  certain 
point  C. 

^.  B.  —  La  discussion  de  ce  problème  offre  quelque  intérêt         ^ 
sous  le  rapport  du  nombre  des  solutions  dont  il  est  susceptible , 
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suivant  les  positions  relatives  du  cercle  donné ,  de  la  droite  donn<^, 
et  du  point  donné.  —  On  peut  avoir  un  cercle  tangent  extérieure- 
ment 2lu.  cercle  donné ,  ou  enveloppant  ce  cercle  i  ou  bien  un  cercle 
intérieur  au  cercle  donné. 

P'c.  117.  PEOBLiME  VU.  {Fig.   117.) 

N°  176.  —  Décrire  un  cercle  qui  touche  une  droite  donnée  AB 
et  une  circonférence  donnée  O ,  connaissant  le  point  C  de  contact 
auec  la  circonférence. 

Menons  au  point  C  la  tangente  LM  ;  el  prolongeons  le  rayon  OC 
jusqu'à  sa  rencontre  en  O'  avec  la  bissectrice  MK  de  l'angle  LMB  : 

Le  point  (V  pourra  être  pris  pour  centre  d'un  cercle  tangent  à  la 
droite  AB  en  un  certain  point ,  ainsi  qu'à  la  droite  LM  au  point  C, 
et  par  conséquent  aussi  au  cercle  donné. 

N,  B.  —  Ce  problème  est  susceptible  de  deux  solutions  ,  dont 
la  seconde  s'obtient  en  menant  la  bissectrice  WL'  de  l'angle  sup- 
plémentaire LMA. 

FiG.  118.  PaoBLiME  VIIL  [Pig,  u8.) 

N"  177.  —  Décrire  un  cercle  qui  touche  en  un  point  donné  k 
une  circonférence  donnée OK^  et  qui  passe  par  un  second  point 
donné  B  [extérieur  ou  intérieur  à  cette  circonférence}. 

Analyse  et  STVTHiss  réunies.  —  /oignons  d'abord  le  point  0 
au  point  A  :  le  centre  du  cercle  cherché  doit  se  trouver  sur  la 
droite  indéfinie  OAL.  —  Puis,  sur  le  milieu  de  AB  ou  AB%  élepons 
la  perpendiculaire  IK  ou  I^K'  :  les  deux  droites  OL  et  IK,  ou  OL 
et  VlL'j  se  rencontrent  nécessairement  (  n^  ISO)  en  un  point  O' 
ou  0",  —  Enfin ,  de  ce  point  comme  centre  et  avec  le  rayon  O'A 
.  ou  O'' A ,  décrivons  une  circonférence  qui  touchera  le  cercle  donné 
extérieurement  ou  intérieurement ,  suivant  que  le  point  donné  sera 
extérieur  Q\\  intérieur  à  la  circonférence  O,  et  qui  passera  en  même 
temps,  soit  par  le  point  A,  soit  par  le  point  A'. 

N,  B.  —  Le  problème  est  toujours  possible,  —  Toutefois,  si  le 
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point  donné  B  ou  B',  et  le  point  A,  étaient  placés  sur  une  même  per- 
pendicolaire  à  OL,  le  cercle  cherché  se  réduirait  à  la  tangente  AB. 

Problème  IX.  (Fig.  iig.  )  Fie.  119. 

N°  178.  —  Décrire  un  cercle  d'un  rayon  donné  qui  touche  une 
droite  donnée  AB  et  une  circonférence  donnée  O. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  centre  (V  du  cercle  cherché 
doit  se  trouver  sur  une  parallèle ,  A'  B',  à  la  droite  AB,  menée  à 
une  distance  de  cette  droite,  égale  au  rayon  donné,  et  sur  une 
circonférence  concentrique  au  cercle  donné,  décrite  d'un  rayon  R' 
(^  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  rayons,  suivant  le 
mode  de  tangence. — Ce  centre  une  fois  déterminé,  le  cercle  pourra 
ensuite  être  décrit,  puisque  Ton  connaît  son  rayon,  R'. 

Il  y  aura  généralement  quatre  solutions,  quand  la  droite  donnée 
sera  extérieure  ou  tangente  au  cercle  donné.  —  Il  pourra  y  en 
avoir  jusqu'à  huit,  quand  la  droite  coupera  la  circonférence  R. — 
Mab  le  nombre  de  ces  solutions  est  susceptible ,  suivant  les  circon- 
stances ,  de  se  réduire  beaucoup ,  et  même  de  devenir  tout  à  fait 
nui. 

Problème  X.  (Fig*  120.)  Fie.  120. 

N^  179.  —  Décrire  un  cercle  d'un  rayon  donné,  qui  touche 
deux  circonférences  données  Oet  (ï. 

En  se  bornant  à  la  construction  du  cercle  qui  doit  être  extérieur 
va.  deux  cercles  donnés,  il  faut,  pour  l'obtenir,  décrire  des  points 
0,  (y,  comme  centres ,  avec  des  rayons  respectivement  égaux  à 
;R  4-  R"),  (R'  -H  R")  [  R,  R',  R",  désignant  les  rayons  des  cercles 
donnés  et  du  cercle  cherché] ,  deux  circonférences  qui  se  coupe- 
ront généralement  en  deux  points  0*\  O"';  et  ces  points  seront  les 
centres  de  deux  cercles  ayant  pour  rayon  R''  et  satisfaisant  éga- 
lement à  la  question. 
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ScouE  OBsiaAL  sur  les  contacts. 

N®  180.  — Nous  avons  cru  devoir  abréger  ranalyse,  la  syn- 
thèse ,  et  la  discussion  des  derniers  problèmes ,  parce  que  ces  di- 
verses parties  de  la  solution,  la  discussion  surtout ,  exigeraient 
beaucoup  de  détails.  Il  faudrait,  en  effet ,  avoir  égard ,  non-seu- 
lement à  la  position  relative  des  lignes  données  y  mais  encore  an 
nombre  des  solutions  dont  la  question  est  susceptible,  ainsi  qu^anx 
diverses  conditions  sous  lesquelles  ces  solutions  peuvent  exister. 

Nous  ferons  seulement  observer  que,  quand  deux  cercles  sont 
donnés  de  position  sur  un  plan ,  on  peut  avoir  diverses  sortes  de 
cercles  qui  leur  soient  tangents,  savoir:  des  cercles  extérieurs 
à  Vun  et  à  Vautre  y  des  cercles  extérieurs  à  l'un  et  enveloppant 
l'autre ,  ce  qui  donne  deux  combinaisons,  des  cercles  enveloppant 
Vun  et  Vautre,  des  cercles  intérieurs  à  l'un  et  à  l'autre,  etc.  —  D'où 
il  suit  que,  dans  les  différents  modes  de  construction  à  employer,  il 
faut  avoir  continuellement  présente  à  l'esprit  la  condition  de  con- 
tact de  deux  circonférences,  savoir  :  La  distance  des  centres 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  rayons,  suivant  que  le 
contact  doit  être  extérieur  ou  intérieur. 

Nous  ajouterons  que ,  si  un  grand  nombre  de  problèmes  sur  les 
contacts  peuvent  se  résoudre  à  l'aide  des  principes  établis  jusqu'à 
présent ,  il  en  est  une  foule  d'autres  qui  supposent  la  connaissance 
de  certaines  relations  numériques  entre  les  données  et  les  incon- 
nues. Or  ces  relations  ne  peuvent  être  développées  et  démontrées 
que  dans  le  second  livre,  ou  dans  V appendice  aux  deux  premiers 
livres. 


LIVRE    DEUXIÈME. 


DE  L'ÉTENDUE  CONSIDÉRÉE  DANS  UN  PLAN. 


IsT&ooucnoR.  —  Ainsi  qiie  nous  l'avons  déjà  dit  (n°  25),  ce 
livre  sera,  comme  le  premier,  divisé  en  trois  chapitres,  dont  l'un 
traitera  des  lignes  proportionnelles,  de  la  similitude,  de  la  déter- 
mination des  aires  et  de  leur  comparaison  dans  les  figures  recti- 
lignes;\e  deuxième,  des  lignes  proportionnelles  considérées  dans  le 
cercle,  de  la  détermination  des  aires  circulaires ,  et  du  rapport 
de  la  circonjerence  au  diamètre;  le  troisième ,  enfin ,  sera  consacré 
à  la  résolution  des  problèmes. 


CHAPITRE  PREMIER. 


»_r 


DE  L  ETENDUE  DANS  LES   FIGURES   RECTILIGNES. 


§  I.  —  Des  lignes  proporiionnelles. 

TnioEiME  I.  {Fig,  121.)  Fie  ui. 

V  i8i.  —  Deux  droites  indéfinies,  LM,  L'M',  étant  tracées 
sur  un  plan,  si ,  sur  la  première,  LM,  on  prend  des  distances 
consécutîpes  égales  entre  elles,  AB,  BG^  CD,.  ..y  et  que  par  les  points 
dt  division,  k,  B,  C,  D,... ,  l'on  mène  des  parallèles  dans  une  tii- 
rtction  arbitraire,  ces  parallèles  détermineront  sur  l'autre  droite, 
L'M',  des  parties,  A'B',  VCfy  CD',...,  aussi  égales  entre  elles. 

Cette  proposition  renferme ,  comnie  cas  particulier,  le  théorème 
ou  plutôt  la  réciproque  du  théorème  établi  au  numéro  8i  ;  et  elle 
«  démontre  d^une  manière  tout  à  fait  analogue. 

Par  les  points  A,  B,  C,  D,...,  menons  les  droites  Aa,  B^, 
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Ccy... ,  parallèles  à  L' M',  et  terminées  respectivement,  aux  droites 
BB',  CG%  Diy,...;  nous  obtenons  ainsi  une  série  de  triangles, 
ABOf  BCbf  CDi: ,... ,  tous  égaux  entre  eux,  comme  ayant  un  côté 
égal  ^  AG  =  BC  =  CD  = . . . ,  adjacent  à  des  angles  égaux  chacun 
à  chacun;  d*où  l'on  déduit  An  =r B^  =  G;  =  'Ddz=  ... ,  et  par 
'suite  A'B'  =  B'C  =  C'IV  =  D'E'=  ...  (n*  72). 

Fie.  laa.  THioaÀXB  U.  [Fig.  12Â.) 

N*'  182.  — Dans  tout  trapèze  ABDG,  une  droite  quelconque, 
£F,  menée  parallèlement  aux  deux  bases ,  divise  les  côtés  latéraux 
(n°  81)  en  segments  directement  proportionnels  ;  — c'est-à-dire  que 
l'on  a 

AE  :  EB  ::  CF  :  FD. 

Supposons  d*abord  que  les  segments  AE,  EB,  soient  commen- 
surables  entre  eux,  et  que  l'on  ait,  par  exemple, 

AE  :  EB  ::  7  :  11; 

je  dis  que  les  deux  autres  segments  CF,  FD ,  SoUt  aussi  dans  le 
même  rapport. 

Pour  le  prouver,  concevons  la  droite  entière  AB  divisée  en 
(7+ 1 1}  ou  18  parties  égales ,  et  menons  par  les  points  de  division 
des  parallèles  à  BD  :  la  droite  CD  se  trouvera  elle-même  divisée  en 
18  parties  égales  (n^  iBl),  dont  7  seront  coinfeenues  dans  CF,  ei 
1 1  dans  FD.  On  a  donc  également 

CF  :  FD  ::  7  :  n. 

Maintenant,  soient  AE,  EB,  incommensurables  entre  eux;  et 
désignons  (n**  118)  par  —,  —7,  — ;r,...,  les  valeurs  approchées  suc- 
cessives du  rapport  de  AE  à  EB.  Nous  allons  prouver  que  ces 
mêmes  nombres  sont  aussi ,  au  même  degré  d'approximation  ,  les 
valeurs  approchées  successives  du  rapport  de  CF  à  FD  :  et  alors  la 
proposition  sera  démontrée  généralement. 

Divisons  le  segment  B£  en  n  parties  égales ,  et  portons  Tune 
de  ces  parties  m  fois  sur  le  segment  EA  ;  puis ,  par  tous  les  points 
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de  division ,  menons  des  parallèles  à  BD.  —  Comme  y  par  hypo* 

thèse,  le  rapport  de  A£  à  £B ,  est  compris  entre  —  et /  il 

n  n 

s'ensuit  que  le  segment  £A ,  outre  les  m  parties  qui  ont  été  por- 
tées, contient  un  reste  moindre  que  chaque  partie.  *^  Dé  ihéraey 
en  ooDsidérant  la  droite  CD,  on  a ,  sur  DF,  n  parties  égales  (n®  181), 
et  sur  FC,  m  de  ces  parties,  avec  un  reste  qui  doit  être  nécessaire- 
ment moindre  que  chaque  partie;  d'où  il  résulte  que  le  ^rapport 

ocCF  a  FD  est  compris  entre  —  et  j  ce  qui  prouve  .que 

/i  n  . 

-  représente  les  rapports  de  AE  à  £B,  et  de  GF  à  FD,  avec  le 

même  degré  d'aq>proximation. 

Un  raisonnement  analogue  s'appliquerait  aux  autreffc  nombres, 

mm 

~7,  — y , . . .  —  Donc ,  etc. 

fi     n 

THCoaiME  m.  {Pig-  123.)  Fie.  ia3. 

• 

iV^  i8S.  —  Dans  un  triangle  quelconque,  ABC,  toute  droite, 
Wa  ^  mer '^  parallèlement  à  l'un  des  côtés,  BC,  divise  les  deux 
Autres  côtés  en  parties  directement  proportionnelles  ;  —  [c'est-à-dire 
que  Ton  a  , 

AD  :  DB  ::  AE  :  EC]. 

Menons  par  le  point  A  une  parallèle  à  BC,  puis  par  un  point 
quelconque.  G,  de  cette  parallèle,  la  droite  GR  parallèle  à  AB; 
et  prolongeons  DE  jusqu'en  F*.  —  On  a ,  d'après  le  théorème 
précédent, 

AD  :  DB   ::   GF  :  FK; 

mab,  à  cause  des  parallèles  AC,  GK,  GF  =  AE,  FK  =  EC; 

donc  aussi 

AD  :  DB  ::  AE  :  ec. 

RicmoQUKMmT  :  — Si  une  droite  DE  diPfse  deux  des  côtés  d'un 
triangle  en  parties  directement  proportion nelles ,  cette  droite  estpa- 
mlièle  au  troisième  côté. 

Car,  si  cela  n'était  pas,  on  pourrait  mener  par  le  point  D  une 

lO 
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autre  droite ,  t>I ,  parallèle  à  BG  ;  ce  qui  donnertit ,  d'après  la 
proposition  directe , 

AD  :  DB  ::  aï  :  IC;  . 

mais,  par  hypothèse, 

AD  :  DB  ::  A£  :  £C; 

donc ,  à  cause  du  rapport  commuta  ^ 

AI  :  IC  ::  AE  :  ec,    ou    ai  :  ae  ::  ic  :  ec, 

résultat  absurde  ,  puisque  Ton  a 

AI  <  AE^     et    IC  >  EC. 

Ti°  184.  —  ScoLiB  I.  —  Quoique  ce  théorème  soit  un  coroDaire 
presque  immédiat  du  théorème  II ,  nous  avons  cru  devoir  le  faire 
ressortir  comme  proposition  principale,  non- seulement  à  cause  de 
son  importance  propre,  mais  encore  pour  les  nombreuses  consé- 
quences que  Ton  en  peut  tirer  dès  k  présent ,  et  qui  seront  d^uo 
usage  continuel  dans  la  suite. 

CoROLLAiES.  •—  De  la  proportion 

AD  :  DB  ::  ae  :  EC| 

on  déduit,  en  se  fondant  sur  les  propriétés  des  proportions, 

AD  -h  DB  :  AD  :  DB  ::  ae  -4-  ec  :  ae  :  ec, 

ce  qui  donne  les  deux  nouvelles  proportions 

AB  :  AD  ::  AC  :  ae,    et   ab  :  db  ::  ac  :  ec. 

Réciproquement^  si  une  droite  DE  est  menée  de  telle  manière 
que  l'on  ait 

AB  :  AD  ::  ac  t  ae, 

comme  on  déduit  de  là 

AB  —  AD  :  AD   ::  AC  —  AE  :  AE, 

ou  bien 

BD  :  AD  ::  EC  :  AE,    ou    ad  :  db  ::  ae  :  ec, 

il  s*ensuit  que  la  droite  DE  est  parallèle  à  BC  (n""  IM,  réeip.). 


LX6HBS   PEOPOKTIONNBLLKS  l/^fj 

N^  àSa, — ScoLiv  n. — Quand  on  veut  appliquer  à  la  proportion 

AD  :  DB  ::  A£  :  EG, 

la  propriété    fondamentale  des  proportions  y  on  est  conduit  à 
régalité  AD  X  EC  =  DB  X  AE. 

Or,  pour  comprendre  le  sens  qu'on  doit  attribuer  à  ces  mots  :  le 
produit  de  deux  lignes,  AD  X  EG ,  ou  DB  X  AE ,  il  faut  supposer 
que  les  droites  AD,  EC,  DB,  AE ,  aient  été  rapportées  à  une  même 
unité  linéaire;  et  au  lieu  de  lignes  proprement  dites,  on  n'a  plus 
à  considérer,  en  réalité,  que  des  nombres  abstraits  exprimant  les 
rapports  de  ces  lignes  à  leur  unité ,  nombres  que  l'on  peut  alors 
multiplier  entre  eux.  On  devra  donc,  comme  en  arithmétique, 
Attacher  aiu  mot  produit  Vidée  de  la  multiplication  de  deux  nom- 
bres. 

Nous  serons  également  conduits ,  par  la  suite  ,  à  multiplier  une 
surface  par  une  ligne,  une  surface  par  une  surface,  et  même  un 
volume  par  an  volume,  etc.  Mais,  par  toutes  ces  expressions,  il 
faudra  toujours  entendre  qu'on  multiplie  entre  eux  les  rapports  de 
ces  grandeurs  géométriques  à  leurs  unités  respecrîves. 

D'après  cela ,  que  l'on  ait  à  multiplier  une  droite  AB  par  elle- 
même,  on  écrira  AB X  AB,  ou,  pour  abréger,  AB*;  et  cette  ex- 
presâon  représentera  le  carré  ou  plutôt  la  seconde  puissance  du 
nombre  abstrait  qui  représente  le  rapport  de  la  droite  à  son  unité. 

De  même ,  2AB%  3ABS . . . ,  exprimeront  le  double,  le  triple,,., 
àt  la  seconde  puissance  de  AB. 

De  même  encore ,  ^AB  X  GD,  ^AB'  -h  CD% . . . ,  seront  les  ra- 
cines carrées  des  nombres  abstraits  exprimés  par  AB  X  GD, 
AB'  H-  CD', . . . ,  et  ainsi  de  suite. 

Les  commençants  ne  sauraient  faire  trop  d'efforts  pour  se  fa- 
miliariser avec  ces  notations ,  qui  seront  d'un  usage  continuel  dans 
k  second  livre. 


lU. 
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V 

§  IL — Caractères  et  propriétés  des  figures  semblables, 

N<^  186.  —  Notions  préliminaires.  —  Il  n'est  personne  qui  n  ait 
une  idée  de  la  similitude  ou  de  la  ressemblance  :  ainsi,  par  les  mots 
figures  semblables ,  tout  le  monde  entend  sur-le-champ  deuv 
figures  dont  Tune  est  en  petit  ce  que  Tautre  est  en  grand  ^  c'est-à- 
dire  deux  figures  telles  .qu'il  n*est  aucun  point  de  Tune  qui  n'ait 
dans  Fautre  son  correspondant,  ou  ,  comme  on  s'exprime  en  0> 
métrie,  son  homologue;  de  sorte  que  si,  par  la  pensée  ,  on  mène 
de  toutes  les  manières  possibles  des  droites  qui  lient  deux  à  deux 
tous  les  points  de  la  première  figure,  puis,  que  l'on  exécute  la 
même  opération  pour  la  seconde  figure,  les  rapports  numériques 
de  chaque  couple  de  lignes  homologues  seront  tous  égaux  entre 
eux.  —  Ce  rapport  commun  se  nomme  le  rapport  de  similitude 
des  deux  figures. 

Or,  comme  la  théorie  suivante  le  fera  voir,  toutes  ces  condi- 
tions, qui  paraissent  être  en  nombre  infini,  se  réduisent  et  pen- 
dant ,  en  définitive ,  à  un  petit  nombre  de  conditions  réellement 
difTérentes.  —  On  conçoit ,  en  effet ,  que  la  détermination  com- 
plète d'une  figure  d'une  espèce  donnée,  se  ramenant  toujours 
[ainsi  qu'on  Ta  vu  dans  le  second  paragraphe  du  chapitre  précf^- 
dent]  à  la  détermination  de  certaines  lignes  principales  desqudleâ 
dépendent  toutes  les  autres ,  il  doit  en  résulter  que  le  nombre  dei 
rapports  dont  il  est  nécessaire  d'établir  Tégalité ,  n'est  autre  que  k 
nombre  même  de  ces  lignes  principales. 

D'après  cette  considération,  et  vu  l'impossibilité  de  s'assura 
directement  si  toutes  les  lignes  correspondantes  que  Ton  peu 
concevoir  dans  deux  figures,  sont  proportionnelles ,  on  adopta 
d'abord  une  définition  géométrique  restreinte  et  purement  convrn 
tionnelle,  qui  ne  poite  que  sur  les  éléments  nécessaires  à  la  dêter 
mination  de  chaque  figure,  et  cela  d'abord  pouf  les  triangles 
ensuite  pour  les  polygones  quelconques ,  sauf  à  montrer  plus  tar 
que  les  figures  qui  satisfont  à  cette  définition  sont  semblables  dau 
le  sens  général  indiqué  plus  haut. 
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A»  J87.  —  Cela  posé,  un  triangle  élant  délermiaé  par  ses  tiois 
côtés  (n®  ^GO)y  nous  dirons  que 

Deux  inangles,  ABC,  A'B'C  {J!g,  124  )»  ^^'«^  semblables  iors-  ^''^    124 
quUs  ont  les  céiés  proportionnels  ;  —  c'est-à-dire  lorsqu'on  a 

AB  :  A'B'  ::  ac  :  a'C  ::  BC  :  b'C 

Ensuite,  tous  les  polygones  étant  décomposables  en  triangles  y 
et  de  plus ,  un  polygone  étant  déterminé  quand  on  connaît  un 
assemblage  de  triangles  qui  le  composent ,  il  s'ensuit  que 

Deux  polygones  sont  semblables  lorsqu'ils  peuvent  se  décomposer 
[d'une  manière  quelconque  (n'*  83)]  en  un  même  nombre  de 
triangles  semblables  chaeun  à  chacun,  et  assemblés  de  la  même 
manière;  —  cette  dernière  expression  devant  être  prise  dans  le 
nicme  sens  qu'au  numéro  99. 

Telle  est  la  définition  géométrique  des  polygones  semblables , 
rétluiie  aux  seules  conditions  strictement  nécessaires;  et  il  s*ensuit 
qne  la  théorie  de  la  similitude  des  figures  planes  quelconques  se 
nmène  entièrement  et  dans  tous  les  cas ,  à  celle  des  triangles  sem- 
blables. . 

N»  i88.  —  Nous  avons  défini  plus  haut  (n**  186)  les  points  homo- 
^§ues,  en  nous  contentant  de  dire  que  l'on  nommait  ainsi  les 
points  correspondants;  et  cette  définition  est  suffisamment  intelli- 
p\Àe,  Cependant ,  pour  mettre  plus  de  rigueur  dans  nos  expres- 
Âons,  nous  devons  donner  aussi  une  définition  géométrique  du 
ttiai  homologue ,  employé  soit  pour  les  points,  soit  pour  les  lignes, 
s«t  pour  les  angles. 

D'abord ,  pour  les  triangles  ,  les  côtés  homologues  sont  ceux 
dont  le  rapport  n'est  autre  que  le  rapport  de  similitude  (  n®  1 86  ) 
^  deux  triangles.  —  Ainsi ,  dans  les  triangles  semblables  ABC , 
^^^  iJ^*  *  ^4  ) ,  comme  on  a ,  par  hypothèse ,  Fk.    i  ?1 

AB  :  A'B'  ::  AC  :  a'C  ::  bc  :  b'C, 

^  cùiés  AB ,  A'B'  sont  des  côtés  homologues;  et  il  en  est  de  niènie 
d« côtés  AC,  A'C,  et  des  côtés  BC,  B'C'. 

Maintenant,  pour  les  polygones , 

»**  —  Les  CÔTÉS  HOMOiiOGUES  soDt  dcs  côtés  homologues  des  dif- 
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férents  triangles  semblables  qui  composent  ces  polygones ,  d*après 
la  définition  (  n«  187); 

a^  —  Les  SOMMETS  homologues  sont  les  sommets  comanins  à  des 
couples  de  côtés  homologues; 

3®  —  Les  ANGLES  HOMOLOGUES  sout  ceux  .que  forment  des  cou- 
ples de  côtés  homologues; 

4**  —  Les  DIAGONALES  HOMOLOGUES  sont  celles  qui  joignent  des 
sommet^  homologues; 

5^  —  Généralement ,  on  donne  le  nom  de  points  homologues  à 
des  points  placés  de  la  même  manière  sur  les  plans  des  deux  poly- 
gones y  c'est-à-dire  des  points  liés  à  des  côtés  homologues  par  des 
triangles  semblables  [et  pareDlement  disposés]  ; 

go  —  Enfin,  on  nomme  lignes  homologues  les  droites  qui  joi- 
gnent des  couples  de  points  homologues  quelconques. 

r)^  189.  —  H  est  facile  de  conclure  des  principes  établis  ci- 
dessus  ,  que  l'égalité  des  polygones  n'est  qu'un  cas  particulier  de 
leur  similitude;  et  cette  proposition  sera  prouvée  généralement, 
si  on  peut  la  démontrer  pour  deux  triangles.  Or,  en  reprenant  U 
FiG.  za4.  relation  posée  plus  haut  (n®  iS7 y  J!g.  124}» 

^  AB  :  A'B'  ::  AC  :  A'C  ::  bc  :  b'C, 

si  Ton  y  fait  AB  =  A'B',  on  en  tire  aussi  AC  =  A'C,  BC  =  B'C; 
donc  alors  les  deux  triangles  sont  égaux  entre  eux ,  comme  ayant 
les  côtés  égaux  chacun  à  chacun. 

Ainsi  —  Deux  triangles,  —  et  par  suite  —  deux  polygones 
semblables  y  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  un  côté  homologue  égal* 

On  peut  encore  voir  facilement  que 

Deux  triangles,  ABC,  MWGy  semblables  à  un  troisième,  A'^B'^C, 
sont  semblables  entre  eux. 

Car,  des  deux  relations  supposées , 

AB     _     AC    _     BC 
A'^B'^  ^  A"C''  ""  B^C  ' 

_A/B'   _    VC    _    B^ 

^^  A"B'^  ■"  PC^  "  W'C 
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OD  dt>«iuit,  eQ  divisant  ces  relations  membre  à  membre , 

AB^  _  _A€    _    BC 
AV  ""   A'C   ~  B'C* 

àoDc  les  deux  triangles  ABC,  A^B'C,  sont  semblables. 

Donc  aussi  y  d'après  la  définition  (n°  i87}| 

Deux  polygones  semblables,  à  un  troisième  sont  semblables 
entre  eux, 

N**  190.  —  Enfin,  pour  fiiciliter  Tétude  des  propriétés  des  figures 
semblables,  nous  supposerons  que  les  deux  polygones  aient  été 
disposés  dans  leur  plan,  de  manière  que  deux  eôtés  homologues 
soient  parallèles  et  de  même  sens}  ce  qui  est  toujours  permis  d'a- 
près le  leoune  établi  au  n*  6ft.  Par  op  moyen ,  les  points ,  les 
lignes,  les  angles  Ao/noio^u^x  se  trouveront  naturellement  disposés 
de  la  même  manière  dans  les  deux  polygones. . 

Commençons  par  les  triangles. 

Propriétés  des  triangles  semblables. 

Lehme.   {Fi g,  125.)  Fie.  laS. 

N°  191.  —  Toute  droite  DE,  menée  parallèlement  à  l'un  des 
côtés  d'un  triçngle  ABC,  détermine  un  second  triangle  ADE  sem- 
hlnhle  au  premier  ; 

[c'est-à-<<Ure  que  Ton  a. 

AB  :  AD  ::  AC  :  AE  ::  BC  :  be]. 

£o  effet ,  puisque  DE  esi  parallèle  à  BC ,  on  a  d'abord  (n<»  IM  , 

iCOl.l)y 

AB  :  AD  ::  AG  :  ae. 

Traçons  ensuite  EF  parallèle  à  AB  i  on  a  [même  scol.  ) 

AC  :  AE  ::  bç  :  bf  ou  de; 

donc ,  en  formant  une  seule  suite  dje  rapports  égaux , 

AB  :  AD  ::  AC  :  ae  ::  BC  :  de. 
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Fie.  134-  THÉo&iME  I.  {Fig.  ia4*) 

^o  199^  .  j)ggtjp  triangles  semblables  ABC,  A'B'C  [c  est-à- 
dire  qui  ont  les  côtés  proportionnels  ] ,  ont  leurs  angles  homolo- 
gues égaux  chacun  à  chacun. 

Prenons  sur  AB  une  partie  AB "  =  A' B ',  et  menons  B^C  paral- 
lèle à  BC;1es  deux  triangles  A'B'C,  AB^'C,  étant,  chacun  ,  sem- 
blables à  ABC,  l'un  par  hypothèse ,  Tautre  en  vertu  du  lemme 
précédent,  sont  semblables  entne  eux  (n®  188)  ;  et  comme  on  a, 
par  construcdon ,  AB"  =  A'B%  ces  mêmes  triangles  sont  égaux  { 
(même  n^)«  Or,  à  cause  du  parallélisme  des  droites  BC,  B^C^,  les  I 
angles  du  triangle  AB'^C^  sont ,  chacun  à  chacun ,  égaux  anx  ' 
;ipgles  du  triangle  ABC^  c'est-à-dire  que  Ton  a,  l'angle  A  oomaron , 
B''  =  B ,  €"==  C;  donc  aussi 

A'=:  A,    B'  =  B,   a  =  C, 

N,  B.  —  On  voit,  par  la  nature  même  de  la  démonstration ,  que 
les  angles  égaux  dans  les  deux  triangles ,  sont  opposés  à  des  c^iés 
homologues, 

Fio.  124.  THÉoaèME  II.   [Fig,  \i^>) 

N®  189.  — Réciproquement :~^/>crf4J7//vtf/>^/€r5^  ABC,  A'B'C, 
qui  ont  les  angles  égaux  chacun  à  chacun^  sont  semblables;  —  et 
les  côtés  opposés  aux  angles  égaux  sont  des  côtés  homologues. 

Soient  A  =  A',  B  =  B',  C  =  Ç'.  Prenons,  comme  ci-dessus, 
AB''  =r  A'B',  puis  menons  B"C"  parallèle  à  BC.  —  Les  deux  trian- 
gles A'B'C,  ABf^Cf\  sont  égaux  cpmme  ayant  un  côté  égal, 
A'B'  =:  AB'',  adjacent  à  des  angles  égaux  chacun  à  chacun,  sa- 
voir :  A'  =  A,  B'  r=  B  =t:  B".  Or,  le  triangle  AB^C"  est  semblable 
au  triangle  ABC  (  n**  181)  ;  donc  aussi  les  deux  triangles  A'B'C, 
ABC ,  sont  semblables  ;  et  l'on  a  la  suite  de  rapports  égaux 

AB  :  A'B'  ::  AC  :  a'C  ::  bc  :  B'C. 

N.  B,  —  Les  côtés  homologues  AB  et  A'B',  AC  et  A'C,  BC 
etB'C,  son| ,  comme  on  la  voit,  opposés  k  des  angles  égaux 
Ç'=  C,   B'  =  B,    A'  =  A. 
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Théoekme  III.  (  Sans  figure.  ) 

N*  194.  —  Detix  triangles  sont  semblables  lorsque  les  côtés  de 
Vuii  sont  parallèles  ou  perpendiculaires  aux  côtés  de  l'autre  y  cha-^ 
cun  à  chacun;  —  et  les  côtés  homologues  sont  les  côtés  parallèles 
ou  perpendiculaires* 

D'après  le  théorème  précédent ,  tout  se  réduit  à  prouver  que  ces 
triangles  ont  les  angles  égaux  chacun  à  chacun. 

Soient  AB  et  A'B',  AC  et  A'C,  BC  et  B'C,  respective- 
ment parallèles  ou  perpendiculaires;  je  dis  que  l'on  doit  avoir 

C  =:  G  9     B  =  B  )     A  ^sz  A  . 

£a  efîet,  nous  savons  déjà  (n*^70}  que  les  angles  C  et  C, 
BetB^,  A  et  A',  ne  peuvent  être  qu'égaux  ou  supplémentaires. 
Or,  en  premier  lieu ,  on  ne  saurait  admettre  que  les  5/a:  angles 
soient  supplémentaires  deux  à  deux  ;  car  alors  on  aurait 

A    -h  A'  -+-  B-+-B'-t-C4-C'  =  6  droits, 

ce  qui  est  absurde  (n**tftf). 

On  ne  peut  admettre  non  plus  que  quatre  angles  seulement , 
par  exemple  y  Aet  A%  B  et  B%  soient  supplémentaires  deux  à  deux, 
car  il  en  résulterait 

A-f-A'4-B-hB':^4  ^^'^^9 

ce  qni  est  également  absurde. 

11  faut  donc  nécessairenfent  que  deux  angles  au  moins  du  pre- 
mier triangle  soient  égaux  à  deux  angles  du  second  y  chacun  à 
chacun  ;  et  par  conséquent  (  n**  tttt  )  que  le  troisième  angle  du  pre- 
mier triangle  soit  égal  au  troisième  angle  du  second.  Ainsi  l'on  a 

A  =  Af    B  =  B',    C  ==  C; 
d'où  (n^  195)  la  suite  de  rapports  égaux , 

BC  :  B'C  ::  AC  :  A'C  ::  ab  :  a'B'. 

if.  B.  — Les  côtés  homologues  BC  et  B'C%  ACetA'C,  ABet 
k'B'j  sont  les  côtés  parallèles  ou  perpendiculaires  entre  eux. 
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Fm.  ia4  THitoaiME  IV.  (/^'^.  124.} 

N<*  195.  —Deux  triangles,  ABC,    A'BX',  sont  semblabla 
lorsqu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels. 
Supposant  que  Ton  ait 

A  =  A',     et     AB  :   A'B'   ::   AC   :  A'C% 

prenons  sur  AB,  AC,  deux  parties  AB''=  A' B',  AC''  =  A'C'; 
puis ,  tirons  la  droite  B''  C.  Les  deux  triangles  A'B'C,  AB'C^, 
sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux 
chacun  à  chacun.  Or  on  a,  par  hypothèse ,  AB  :  A'B'  :  :  AC  :  A'C, 
et  par  conséquent ,  AB  :  AB'^  :  :  AC  :  KC"  ;  donc  (n<*  185,  récip.) 
B''C''  est  parallèle  à  BC;  et  le  triangle  AB^'C^  est  semblable  à 
ABC  (n«  191);  donc  aussi  MWC  est  semblable  à  ABC. 

ScoLiE.  —  Les  quatre  théorèmes  qui  précèdent  constituent  le& 
cas  principaux  de  la  similitude  des  triangles.  —  U  en  est  encore 
un  autre  qui  correspond  au  quatrième  cas  d'égalité  (  n^  159) ,  et 
qu'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Deux  triangles  sont  semblables  lorsque  deux  cités  de  I'um  sont 
proportionnels  à  deux  côtés  de  l'autre ,  et  que  ,  des  quatre  angles 
respectivement  opposés  à  ces  côtés ,  deux  sont  égaux.,  et  les  deux 
autres  sont  de  même  espèce. 

Mais  ce  cas  se  présente  rarement  dans  les  applications. 

Des  polygones  semblables, 
Fio.  ia6.  THéoAiME  V.  {Fig.    126.) 

N^"  196.  -^  Deux  polygones  semblables,  ABGDEF,  A'B'C^D'rr, 
ont  les  côtés  homologues  proportionnels  ,  et  les  angles  homoiogucs 
égaux  chacun  à  chacun. 

Car,  —  1°  —  de  la  similitude  des  triangles  ABC  et  A'B'C, 
ACD  et  AX'D',  ADE  et  A'D'£^...,  on  déduit  les  suites  de  rap- 
ports égaux, 


AB  :  A'B'  ::  AC  :  A'C  ::  BC  : 

;  B'C  : 

. •  ••., 

AC  :  A'C  ::  ad  :  a'd'  ::  CD  : 

:  CD'  : 

•  •••> 

AD  :  AD'  ::  ae  :  a'E'  ::  de  : 

D'E'  : 

«  .  .  • 

!•  •••, 
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on  y  omettani  les  rapports  communs  à  ces  suites, 

AB  :  a'b;  ::  bc  :  b'C  ::  cd  :  c'd'  ::  de  :  d'E'  :: 

2®  —  De  cette  même  similitude ,  on  déduit  l'égalité  des  angles 
da  triangles  (n**  199) ,  et  par  suite  celle  des  angles  respectifs  des 
deux  polygones ,  angles  qui  ne  sont  que  des  assemblages  d*angles 
partiels  égaux  chacun  à  chacun  :  [par  exemple , 

DCB  =  D'C'B',   puisque  ACB  =  A'C'B%  ACD  =  A'C'D']. 

Ainsi  Ton  a    A  =  A',  B  =  B',  C  =  C,  D  =  D',....  ; 

C.  Q.  F.  D. 

N*  197.  SooL».  —  Nous  ferons  ici  deux  remarques  importantes  : 

\jdL première ,  c'est  que,  dans  le  cas  où  ,  comme  nous  Tavons 
supposé,  deux  côtés  homologues,  AB,  A^B%  sont  parallèles  et  de 
même  sens,  tous  les  autres  câtés  homologuesBCel  B'  C,  CD  et  G'  D  \ 
DE  et  D'E',...  sont  Aussi  parallèles  et  de  même  sens;  et  il  en 
est  de  même  des  diagonales  homologues  AC  et  A'C%  AD  et 
A'D',... 

(Test  une  conséquence  nécessaire  de  Pégalité  des  angles  homo^ 
loçues  dans  les  deux  polygones  et  dans  les  différents  triangles. 
;  Vofez  d^aDleurs  ce  qui  a  été  dit  au  n*'  65t.} 

La  seconde  remarque ,  c'est  que  la  démonstration  exposée  plus 
hant  n'est  pas  particulière  au  mode  de  décomposition  employé 
dans  la  figure  actuelle  ;  mais  elle  s'appliquerait  également  à  tout 
aatre  mode  de  décomposition  des  deux  polygones  en  triangles. 
(r<>;r«n«85.) 

TnioaiMB  VI.  {Fig.  126.)  P^   ^^ 

N<*  198.  Réciproquement  :  —  Deux  polygones  sont  semblables 
lorsqu'ils  ont  les  edtés  [disposés  dans  le  même  ordre]  proportion- 
fffls,  et  les  angles  [aussi  disposés  dans  le  même  ordre]  égaux 
chacun  à  chacun  ;    c'est-à-dire  lorsque  Ton  a 


AB  :  A'B'  ::  bc  :  B'C  ::  CD  :  CD'  :: 


•  •  • .  j 


^  A  =  A',     B  =  B',     C  =  €/,     D  ;=  D%... 
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[L*expression  disposés  dans  le  même  ordre  offrira  un  sens  net 
à  l'esprit  si  Ton  observe  que ,  les  deux  côtés  AB,  A^B%  étant  mis 
dans  la  position  de  deux  droites  parallèles  et  de  même  sens 
(n°  190)  y  tous  les  côtés  supposés  proportionnels  sont  nécessaire- 
ment parallèles  et  de  même  sens  ;  ce  qui  doit  résulter  de  ré|;alité 
supposée  des  angles  A  et  A^  B.et  B', ....] 

Pour  démontrer  la  proposition ,  concevons  les  deux  polygones 
décomposés  en  triangles  par  des  droites  menées  des  sommets  de 
deux  angles  égaux ,  A  et  A^  —  On  a  d*abord  deux  triangles ,  ABC, 
A'B'C,  semblables  entre  eux  (n°  t9iSj,  comme  ayant  un  angle 
égal ,  B  =  B'y  compris  entre  côtés  proportionnek ,  AB,  A'B^,  BC , 
B'C;  d*où  il  résulte 

angle  h£S^z=:  ançle kÇlW ,      et      AC  :  A'C   ::   BC  :   B'C, 
ou^en  vertu  de  renoncé  9  AC  :  A'C  ::  CD  :  CD'. 

Maintenant,  si  Ton  compare  les  deux  triantes  ACD,  A'CD', 
on  voit  que  les  angles  ACD,  A'C  D^  sont  égaux  comme  diffcrences 
entre  des  angles  égaux ,  BCD  et  B'C  D%  ACB  et  A'C  D'  ;  de  plus , 

on  a  AC  :  A'C   ::   CD  :  CD', 

comme  on  vient  de  le  voir.  Donc  ces  triangles  sont  encore  sein- 
bables  comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  côtés  propor- 
tionnels; et  ainsi  de  suite  pour  tous  les  couples  de  triangles,  A  DE 
et  A'D'E',  AEFet  A'E'F'. 

Donc  enfin  les  deux  polygones  sont  semblables  (n®  187). 

Fie.  127.  TniioEÈME  VIL  [Fig,   127.) 

N**  199.  —  Dans  deux  polygones  semblables ,  les  lignes  honu>- 
logues  sont  proportionnelles  aux  côtes  homologues. 

Soient  PQ ,  P'Q',  deux  droites  menées  par  des  points  homo- 
logues F  et  P',  Q  et  Q'. 

Diaprés  la  définition  des  lignes  homologues  (n'^  t8B),  les  points 
P  et  P',  Q  et  Q',  sont  liés  à  deux  côtés  homologues  [AB  et  A'  B' 
par  exemple],  par  deux  couples  de  triangles  semblables  et  dis|M>sés 
de  la  même  manière ,  PAB  et  P'A'  B',  QAB  et  Q'A'B'  ;  d  où  Ton 
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peut  ooBchire  »  comme  dans  le  numéro  précédent ,  la  similitude 
des  deux  triangles  PBQ,  P'B'Q',  et  par  suite  la  proportion 

PQiFQ'  ::  BP:  b'p', 

ou,  à  cause  de  BP  :  B'P'  ::  AB  :  A'B', 

PQrP'Q' ::  AB:  A'B'; 

C.  <?.  F.  D. 

ScoLiB  I.  —  Comme  cas  particulier  du  théorème  précédent , 
prenons  sur  les  côtés  homologues  AF  et  A'  F',  BC  et  B'C,  deux 
points,  M ,  M  ,  qui  divisent  ces  droites  en  parties  [directement] 
proportionnellesy  c'est-à-dire  telles  que  Ton  ait 

AM  :  A'M'  ::  AF  :  A'F'      et      BN  :  B'N'  ::  BC  ;  B'C; 

les  points  M  et  M\  N  et  N'y  formeront  encore  deux  couples 
de  points  homologues  ;  et  je  dis  que  Ton  a 

MN  :  M'N'  ::  AB  :  A'B'. 

Cela  résulte  évidemment  de  la  comparaison  des  triangles  sem- 
blables AMN  et  A'  M' N',  ABN  et  A'  B"  N'. 

ScouF.  II-  —  Si ,  dans  l'énoncé  du  théorème  n®  89  {fig-  58) ,  f,q,  53^ 
les  droites  AF,  A'F,  au  lieu  d*étre  égales,  sont  entre  elles  dans 
nn  rapport  quelconque  m  :  /i ,  et  que  les  distances  respectives 
AE  et  A'E',  AD  et  A'IV, . . .,  BE  et  B'E',  BD  et  B'IV, . . .,  soient 
ausâ  entre  elles  dans  le  même  rapport  m  :  n ,  on  obtiendra  alors 
deux  polygones  ABGDEF,  A'B'C'iyE'F,  non  plus  égaux,  mais 
semblables  entre  eux, 

Noos  nous  dispenserons  de  donner  ici  la  démonstration  de  ce 
nouveau  théorème  ;  car  elle  se  déduirait  facilement  de  tout  ce  qui 
vient  d^étre  dit. 

N*^  800.  —  ScoLiK  oÉN^EAL  sur  les  polygones  semblables. 

Noos  terminerons  cette  théorie  par  une  remarque  sur  le  nombre 
total  des  conditions  strictement  nécessaires  pour  que  deux  poly- 
gones de  n  côtés  soient  semblables. 

Puisqu'on  passe  du  cas  d'égalité  de  deux  polygones  au  cas  de 
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similitade,  en  supposant  que  deux  côtés  hotnclogucfls ,  an  lien 
d'être  égaux,  soient  entre  eux  dans  un  rapport  quelconque  [scol, 
précédent  9  et  n®  i89 ,  i^  pr,)y  il  s'ensuit  que,  le  nombre  des  con- 
ditions relatives  à  l'égalité  étant,  comme  nous  l'ayons  vu  (n**  90), 
exprimé  par  (2/1  —  3) ,  le  nombre  des  conditions  nécessaires  pour 
la  similitude,  sera  (a/i  ^-  4)* 

C'est  ainsi  que ,  pour  les  triangles ,  la  relation 

AB  :  A'B'  ::  AC  :  MC  ::  BC  :  B'C 

,.  .         AB         AC         AB         BC 
équivaut  aux  deux  conditions  jj^,  =  j~^,     —,  =  g—. 

Toutefois ,  lorsqu'on  donne  l'espèce  des  polygones ,  le  nombre 
de  ces  conditions  pbut  être  considérablement  restreint. 

Ainsi,  pour  le  parallélogramme ,  il  suffit  de  </<fuj:  conditions  ; 
par  exemple  :  —  Deux  parallélogrammes  sont  semblables  Ion- 
qu'ils  ont  un  angle  égal  compris  entre  des  côtés  proportionnels 
fA=  A',  et  AB  :  A'B'  ::  AC  :  A'C']. 

Pour  le  losange,  il  ne  faut  qu* une  condition  [angle  A=:  angle  A\ 
par  exemple  ]. 

Tous  les  carrés  sont  des  figures  semblables;  proposition  d^aîi- 
leurs  évidente  par  elle-même,  puisque  les  angles  sont  égaux  et 
que  les  côtés  sont  aussi  égaux. 

Tous  les  polygones  réguliers  d'w  MiME  nombre  de  gôt^s  sont 
des  figures  semblables ,  etc. 

§  III.  —  Autres  théoi^mes  sur  les  lignes  proportion' 
nelles. — Propriétés  des  triangles  rectangles  et  obli- 
quangles. 

Fie.  ia8.  THÉOEiME  I.  (  Ftg.  1 28.  ) 

N**  Wl.  -—  Les  portions  de  deux  parallèles ,  AL ,  A'L%  inter- 
ceptées entre  un  nombre  quelconque  de  droites,  PA,  PB^  PC. 
PD, . . .  concourantes  [en  un  point  P],  sont  proportionnelles. 
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[Le  point  P  peut  être  mdiflfêremment  situé  hors  des  deux 
parallèles  ou  entre  ces  deux  parallèles.  ] 

La  comparaison  des  divers  couples  de  triangles  semblables  PAB 
et  PA'B',  PBG  et  PB'C,  •  • . ,  donne  Iku  aux  suites  de  rapports 

égaux 


!• 

PA  :  PA'  ::  ab  : 

:  A'B'  ::  PB  :  PB', 

2* 

PB  :  PB'  ::  BC  ; 

:  B'C  ::  PC  :  PC, 

3» 

PC  :  PC'  ::  CD 

:  CD'  ::  pd  :  pd', 

4* 

• 

Oty  tous  ces  rapports  sont  égaux ,  à  quelque  suite  quHls  appar- 
tiennent ,  puisque  le  dernier  de  chaque  ligne  est  le  premier  de  la 
liçoe  suivante  ;  donc ,  en  ne  tenant  compte  que  des  rapports  in- 
tennédiaires,  on  obtient  la  nouvelle  suite 

AB  :  A'B'  ::  BC  :  B'C  ::  CD  :  CD'  ::  de  :  D'E'  ::  ...  ; 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

iV.  B.  —  Lorsque  le  point  P  est  intérieur  aux  parallèles,  la 
proposition  ne  cesse  pas  d*étre  vraie  ;  seulement  les  segments  de 
la  droite  A'L'  qui  correspondent  aux  segments  de  la  droite  AL, 
sont  situés  en  sens  contraire  par  rapport  à  ceux-ci. 

RiczpaoQUEMEirr : — Un  nombre  quelconque  de  droites,  AA', 
B6',  ce,  DD',. .  .,  qui  divisent  deux  parallèles,  AL,  A'L',  en 
parties  proportionnelles  ,  concourent  en  un  même  point. 

En  effet,  ne  conMdérons  d'abord  que  les  troià  droites  AA',  BB', 
ce  (Jig.  129)  ;  et  supposons  que  P  soit  le  point  de  rencontre  des  Fie.  iac>. 
àeax  premières.  —  Si  la  droite  CCne  passait  pas  par  le  même  point 
P,  on  pourrait  joindre  ce  point  avec  le  point  C,  par  une  droite 
PC  qui  rencontrerait  A'L'  en  un  point  C"  différent  de  C;  et 
alors  on  aurait,  en  vertu  de  la  proposition  directe, 

AB  :  A'B'   ::   BC  :   B'C"; 

■nais  on  a  aussi ,  par  hypothèse , 

AB   :   A'B'   ::   BC  :  B'C; 
nn  arriverait  donc  au  résultat  absurde  WQ"  =  B'C. 
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Ainsi  les  trois  droites  AA',  BB',  GC»  doivent  concourir  en  ud 
même  point  P.  —  On  démontrerait  de  même  que  Djy  doit  con- 
courir avec  les  trois  premières;  done^  etc. 

SooLiE  I.  —  On  présente  quelquefois  la  suite  de  rapports  ct- 
dessus,  sous  la  forme 

AB  :  BC  :  CD  :  DE. . .  ::  a'B'  :  B'C  :  CD'  :  D'E'  : . . ., 

en  écrivant  d'abord  tous  les  antécédents,  et  ensuite  tous  les  con- 
séquents des  rapports  é^aux.  —  Or,  cela  est  permis ,  d'après  b 
théorie  connue  des  proportions  ;  et  il  en  résulte  une  écriture  plus 
abrégée  de  ces  rapports. 

On  voit  immédiatement  par  là  que  si  Ton  a 

AB     =  BC     =  CD     =  DE     =   . . . , 
on  doit  avoir  aussi 

A'B'  =  B'C  =  CD'  =  D'E'  =   . . . 

ScouB  II.  —  Si ,  dans  les  premières  suites  de  rapports  établies 
au  commencement  de  ce  numéro,  l'on  ne  tient  compte  que  des 
rapports  extrêmes ,  on  est  conduit  à  la  nouvelle  suite 

PA  :  PA'  ::  PB  :  PB'  ::  PC  :  PC  ::  pd  :  Piy  ::  . . ., 

ou  bien  (n^  184) 

PA'  :  AA'  ::  pb'  :  bb'  ::  PC  :  ce  ::  Piy  :  Diy  ::  ...  ; 

ce  qui  démontre  que 

Des  droites  PA,  PB,  PC,  PD, . . . ,  en  nombre  quelconque , 
partant  d'un  même  point  P,  sont  coupées  elles-mêmes  en  parties 
proportionnelles  par  deux  droites,  AL,  AL',  parallèles  entre 
elles  ;  —  proposition  dont  celle  du  numéro  185  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier. 

Fie.  i3o.  TnioaiME  II.  (Fig.  x3o.) 

N®  902.  —  Dans  tout  triangle  ÀBC,  la  bissectrice  AD  de  chaque 
angle  A  diçise  le  côté  opposé  BC  en  deux  segments  BD,  DC,  eli^ 


BE  :  CF  ::  bd  :  dc; 

AB  :  AC  ::  bd:  DC; 

* 

C,  Q.  F,  D, 
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mtement  proportionnels  aux  côtés  adjacents;  —  et  réciproque- 
ment, 

II  VLj  a  lieu  à  démontrer  la  proposition  que  dans  le  cas  où  les 
deux  côtés  AB ,  AC ,  sont  inégaux ,  et  où ,  par  conséquent ,  AD  est 
oblique  sur  BC  {voyez  le  n^  61). 

Dans  cette  hypoUiése,  abaissons  des  sommets  B,  C,  sur  AD, 
la  perpendiculaires  BE ,  CF.  —  Il  en  résulte  deux  triangles  ABE , 
ACF,  semblables  comme  équiangles  (n^  193)  ;  d*où  la  proportion 

AB  :  AC  ::  be  :  cf. 

Mais  les  deux  triangles  BDE,  CDF,  sont  aussi  semblables  par 
la  même  raison ,  et  donnent 


donc 


La  réciproque  est  évidente  (n®  fii),  puisqu'il  n*y  a  qu'une 
seale  droite  qui ,  menée  du  point  A  sur  BC ,  puisse  diviser  BC  en 
deux  parties  qui  soient  entre  elles  dans  le  rapport  donné,  AB  :  AC. 

ScoLix  I.  — La  bissectrice,  AD',  de  l'angle  B'AC  supplémen- 
taire de  Tangle  A ,  c'est-à-dire  (n**  43 ,  scol.  3)  la  perpendiculaire 
à  la  bissectrice  AD,  détermine  aussi  sur  le  côté  BC  prolongé ,  deux 
segments  BD',  CD',  tels  que  l'on  a  la  proportion 

AB:AC  ::BD'  tCD'; 

iJ  soiHrair,  pour  le  démontrer,  d'abaisser  des  mêmes  points 
B,  C,  des  perpendiculaires  sur  AIV  ;  et  l'on  trouverait  successi- 
Tement 

AB  :  AC  ::  be'  :  CF',       be'  :  cf'  ::  bd'  :  CD'; 

d'où  la  proportion  qui  vient  d'être  énoncée. 

ScouK  n.  —  Des  deux  proportions  démontrées,  on  dre  la 
suivante  : 

BD  :  CD  ::  BD'  :  CD'; 

et  la  droite  BC  est  dite  diinsée  harmonkquemcnt  aux  points  D  et  D'. 

1 1 
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Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  division  harmonique  des 
lignes. 

FiG.  i3i.  TBÏoaÈME  m.  {Fig,  i3i.) 

N**  805.  —  Si  du  sommet  A  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rec- 
tangle ABC,  on  abaisse  une  perpendiculaire  AD  sur  l'hypoténuse, 
cette  perpendiculaire  partagera  le  triangle  total  en  deux  triangles 
partiels  également  rectangles ,  et  l'hypoténuse  en  deux  segments; 

—  Cela  posé  : 

i®  —  Les  deux  triangles  partiels ,  ABD,  ACD,  sont  semblables 

au  triangle  total,  et  par  conséquent  (n®  189)  semblables  entre  eux; 

tP  —  Les  lignes  étant  supposées  évaluées  en  nombres  (n**  185], 

—  La  perpendiculaire  AD  est  moyenne  proportionnelle  entre  la 
deux  segments  y  BD,  Cù^de  l* hypoténuse; 

3**  —  Chaque  côté  de  l'angle  droit,  AB  ou  AC ,  est  moyen  pro- 
portionnel entre  le  segment  adjacent  de  l'hypoténuse,  BD  ou  DC,  €t 
l'hypoténuse  entière  BC. 

En  effet ,  —  i^  —  Les  triangles  ABC,  ABD ,  ont  un  angle  com- 
mun By  et  chacun  un  angle  droit;  donc  ils  sont  semblaUes 
(n**i9S).  Il  eu  est  de  même  des  triangles  ACB,  ACD;  donc  ces 
triangles  sont  aussi  semblables  entre  eux.  —  On  peut  même  re- 
marquer que  ces  triangles  partiels  ont  leurs  càiès perpendiculaires 
chacun  à  chacun  ;  ce  qui  rendra  plus  facile  la  comparaison  de  leurs 
c6tés  homologues  (n^  194). 

7,^  —  Comparant  entre  eux  les  triangles  partiels  ABD,  ACD,  et 
profitant  de  la  remarque  qui  vient  d'être  faite ,  on  a 

BD  :  AD  ::  ad  :  dc. 

3®  —  Comparant  le  triangle  total  ABC  avec  le  triangle  partiel 
ABD,  observant  que,  dans  ces  triangles,  BC  et  AB  sont  ho- 
mologues comme  hypoténuses ,  que  AB  et  BD  sont  aussi  homo- 
logues comme  opposés  à  des  angles  égaux ,  BCA ,  BAD ,  on  obtient 
la  proportion 

BC  :  AB  ::  AB  :  bd. 

La  comparaison  des  triangles  ABC,  ACD,  donnerait  également 

BC  :  AC  ::  ac  :  dc. 


/ 
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N.  B —  Ces  mêmes  trianglesy  comparés  deux  à  deax ,  donnent 
lieu  à  d'autres  proportions  qui  sont  rarement  employées,  mais 
qu'on  peut  y  au  besoin,  obtenir  Êunlement. 

Les  réciproques  sont  vraies;  et  nous  nous  bornerons  à  citer  la 
suivante  : 

Lorsque  laperpendicuUùre  AD,  abaissée  du,  sommet  A  de  l'un  des 
angles  d'un  triangle  ABC  sur  le  côté  opposé  "^j  est  moyenne  pfO' 
poFtionnelle  entre  les  deux  segments  de  ce  côté  [déterminés  par  ]a 
perpendiculaire],  l'angle  formé  par  les  deux  autres  côtés  est  dkoit^ 
et  le  triangle  est  rectangle  en  A. 

En  effet ,  de  la  proportion  supposée 

BD  :  AD  ::  AD  :  dc, 

on  déduit  la  similitude  des  triangles  rectangles  ADB ,  ADC,  comme 
ayant  un  angle  égal  en  D,  compris  entre  côtés  proportionnels 
n^lW);  œ  qui  donne  alors 

angle  BAD  =  angle  ACD ,     et     angleABD  =  angle  CAD. 

Mais  on  a  BAD  +  ABD  =  i  droit{B9  M); 

donc  ansti  BAD  +  CAD  =  i  droit. 

Ainsi  le  triangle  ABC  est  rectangle  en  A. 

THioEÈME  IV.   {Flg.  i3x.)  Fie.  i3i. 

N*904. — Dans  un  triangle  rectangle àSC^  lecarré[  ou  la  deuxième 

puissance]  de  la  valeur  numérique  de  l'hypoténuse ,  BC ,  est  égal  à 

ia  somme  des  carrés  des  valeurs  numériques  des  deux  autres  côtés. 

Cette  proposition  résulte  presque  immédiatement  de  la  troisième 

du  numéro  précédent.  On  a ,  en  efTet , 

AB»  =  BC  X  BD,     AC*  =  BC  X  DC; 

d'où,  en  ajoutant,  membre  à  membre, 

AB«  -h  AC»  =  BC  (BD  -f-  DC)  =  BC  X  BC, 

donc  AB>  4-  AC»  =  BC"; 

C.  Ç.  F.  D. 

II. 


i 
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GoEOLLAi&E.  —  Lorsque  AB  =:  AC,  on  a  BG*  =  2AB';  donc 

Dans  tout  triangle  rectangle  hoscèle,  le  carré  de  l'hypoténuse 
[ou  de  la  base  du  triangle]  est  double  du  carré  de  l'un  des  c6ié$ 
de  l'angle  droit. 

Par  conséquent ,  —  La  deuxième  puissance  de  la  yalear  nu- 
mérique de  la  diagonale  d'un  carré,  est  double  de  celle  du  c6té. 

Donc  —  La  diagonale  et  le  c6té  du  carré  [étant  dans  le  rapport 

de  ^  à  i]  sont  incommensurables  entre  eux. 
Scous  I.  —  Des  deux  relations 

AB»  =  BC  X  BD,     AC»  =  BC  X  DC, 
on  déduit  la  proportion 

AB»:  AC»  ::  bcxbd  :  BCx  DC,    ou    ::  bd  :  dc. 

De  même ,  l'identité  BC  =  BG%  combinée  avec  les  deux  reb^ 
tions  ci-dessus ,  donne 

BC»  :  AB»  ::  BC  X  BC  :  BC X BD,  ou  ::  bc  :  bd 
et  BC»  :  AC»  ::  bc  x  bc  :  bc x  dc,  ou  ::  bc  :  dc. 

D'où  l'on  voit  que 

Dans  tout  triangle  rectangle,  les  carrés  [ou  deuxièmes  puis- 
sances] des  côtés  de  l'angle  droit  et  de  V hypoténuse ,  sont  directe- 
ment proportionnels  aux  segments  de  cette  hypoténuse  et  à  Vhypo- 
ténuse  entière;  —  [c'est-à-dire  que  Von  a  (n^  SOI,  scol.) 

AB»  :  AC»  :  BC»  ::  BD  :  DC  :  bc]. 

N^  SOK. —  ScouE  II. — Les  segments  BD,DC,  formés  par  la  per- 
pendiculaire AD  sur  l'hypoténuse  BC ,  sont  dits  les  projections 
des  deux  côtés  de  l'angle  droit  AB,  AC,  sur  cette  hypoténuse. 
—  En  général,  la  peojection  d'une  droite  déterminée  de  lon- 
FiG.  iSa.gueur,  MN  (^^g".  182) ,  sur  une  droite  indéfinie  AB,  est  la  di^ 
stance  PQ  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités 
de  la  première  sur  la  seconde. 

En  menant  par  le  point  M,  la  droite  MR  parallèle  à  PQ,  ce  qui 
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donne  MR  =  PQ  (n*  78) ,  on  forme  un  triangle  rectangle  MNR 
dans  lequel  on  a ,  en  vertu  du  théorème  précédent , 

MN»  =  MR»  -h  NR»  =  PQ»  -f-  (NQ  —  MP)». 

Donc  —  La  carré  d'une  droite  [  de  longueur  déterminée  ]  est  égal 
au  carré  de  sa  projection  sur  une  autre  droite  ,  plus  le,  carré 
de  la  différence  des  perpendiculaires  qui  déterminent  cette  pro* 
jection, 

THio»4«  V.  {Ftg.  .33.)  p,^   ,33 

N»  206. — Dans  un  triangle  obtusangle  ABC ,  le  carré  du  côté  BC 
opposé  à  l'angle  obtus  A ,  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés  y  pu»  le  double  produit  de  l'un  de  ces  deux  côtés  ^  AB 
par  exemple,  par  la  projection  AD  de  l'autre  côté  AC  sur  le  pro- 
longement du  précédent;  —  c*est-à-dire  que  l'on  a 

BC»  =  AB»  4-  AC»  4-  aAB  X  AD. 

En  effet ,  le  triangle  BCD  donne  d'abord 

BC»  =  CD»  -Jf  BD». 

Onaensoite  BD   =  AB    +  AD, 

d'oùy  élevant  au  carré , 

BD»  =  AB»  -H  AD»  -h  2AB  X  AD  {*). 

Substitoant  cette  valeur  de  BD  »  dans  la  première  égalité ,  et  oh- 
ienrant  que  le  triangle  rectangle  ACD  donne  CD  »  +  AD  »  =  AC  », 

oa obtient   BC»  =  AB»  -h  AC»  -I-  aAB  X  AD; 

C.  Q.  F.  D. 

THiOEiME  VI.  [Fig.  i34.)  j,^^    ^j, 

Dans  un  triangle  quelconque  ABC,  le  carré  de  chaque  côté  BC 
opposé  à  un  angle  aigu  A ,  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés,  moins  le  double  produit  de  l'un  de  ces  deux  côtés , 


(^  D^prèi  la  fonnale  â^alg^re  (p-{-4)*  =  f  » -4- v»  +  a/^. 
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AB,  par  la  projection  AD  de  l'autre  c6té  AC  sur  le  précédent  AB 
l  prolongé  si  cela  est  nécessaire  (n*  87)  ]. 
En  effet ,  on  a  ,  comme  ci-dessus , 

BC»  =  CD»  -f-  BD». 

Maintenant ,  suivant  que  la  perpendiculaire  CD  tombe  au  de- 
dans ou  au  dehors  du  triangle  ABC ,  on  a 

BD  =  AB  ~  AD,     ou  bien     BD  =  AD  —  AB; 

mais  dans  un  cas  comme  dans  Tautre,  on  obtient ,  en  élevant  au 

carré  (*),    BD*  =  AB»  -h  AD'  —  2AB  X  AD; 

d'où ,  en  substituant  comme   précédemment  dans  la    première 
égalité,  BC»  =  AB»  -h  AC»  —  2AB  X  AD. 

N,  B.  —  Cette  égalité  a  toujours  lieu ,  même  quand  la  perpen- 
Fie.  134.  diculaire  CD  se  confond  avec  le  côté  CB  (Jlg,  x34);  car  alors,  es 
vertu  de  AD  =  AB,  l'égalité  se  réduit  à 

BC»  =  AC»  —  AB»,     ou     AC»  =  BC»  -H  AB»; 

et  elle  est  encore  vraie  (n®  S<M  ) ,  puisque  le  triangle  ABC  est  rec- 
tangle en  B. 

ScoLiB  I.  —  On  peut  comprendre  les  deux  théorèmes  ci-dessus 
dans  un  seul  et  même  énoncé  : 

Dans  tout  triangle  ohliquangU ,  le  carré  d'un  côté  quelcon- 
que est  égala  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés,  plvs 
ou  MOINS  le  double  produit  de  l'un  de  ces  deux  côtés  par  la  pro- 
jection de  l'autre  sur  celui-ci ,  suivant  que  l'angle  opposé jau  cSte 
que  l'on  compare  aux  deux  autres,  est  obtus  ou  àiod. 

Sgolie  n.  —  D'après  le  principe  du  numéro  Si,  un  triangle  est 
rectangle,  acutangle,  ou  obtusangle,  suivant  que  le  carré  du  plos 
grand  côté  est  égal,  inférieur,  ou  supérieur,  à  la  somme  des  carrés 
des  deux  autres  côtés. 

(*]  D'après  la  formule  ^ algèbre  (^  —  9)'  =:p'-H<7*  — a;*f. 
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Soient,  par  exemple, 
i«    AB  =  3,     AC  =  4>     BC  =  5;....     3'  -h  4"  =  5»; 
donc  le  triangle  est  rectangle  [en  A]. 

2*    AB  =  a,     AC  =  3,     BC  =  4î    ••     2"  H-  3'  <  4»; 
donc  le  triangle  est  obtusangle. 

3«    AB  =  4,     AC  =  5,     BC  =  6;....     4»  +  5»  >6»; 
donc  le  triangle  est  acutangle. 
4"    AB  =5,     AC=i2,    BC=i3;....     5>-hi2*=i3'; 

donc  encore  le  triangle  est  rectangle,  etc. 

[Fojrn  le  n?  94,  où  l'on  a  donné  un  autre  moyen  de  recon- 
naître Vespèee  d'un  triangle.] 

THioaiMS  VI.  {Fig.  i35.)  Fio.  i35. 

N^907.  — Dans  un  triangle  quelconque  ABC ,  la  somme  des  carrés 
de  deux  côtés  quelconques  AC ,  BC ,  est  égale  au  double  du  carré  de 
la  moitié  du  troisième  côté  BC,  plus  le  double  du  carré  de  la 
droite  AD  qui  Joint  le  milieu  D  de  ce  côté  au  sommet  opposé  C. 

Abaissons  du  point  C  la  perpendiculaire  CE  sur  AB. 

Les  deux  triangles  ADC,  CDB ,  Tun  obtusangle ,  l'autre  acutan- 
^  en  D ,  donnent  (n^  906), 

AC»  =  AD>  -+-  CD'  -h  2AD  X  DE , 
BC"  =  BD>  -f-  CD»  —  2DB  X  DEj 

ou ,  ajoutant  et  observant  que  AD  ==  DB , 

AC»  -h  BC»  =  2AD»  -h  2CD»; 

C.  Q.  F.  D. 

N,  B.  —  Lorsque  CA  =  CB  (n''  204 ,  coroL) ,  la  proposition  est 
évidente. 

ComoLLAiEB.  —  Dans  tout  parallélogramme  la  somme  des  carrés 
des  quatre  côtés  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales; 
cette  conséquence  est  trop  fadle  à  déduire  du  théorème  précé- 
dent pour  que  nous  nous  y  arrêtions. 
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Plus  généralement  :  —  Dans  tout  quadrilatère,  la  somme  des 
carrés  des  côtés  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  diagonales,  plus 
quatre  fois  le  carré  de  la  droite  qui  Joint  les  milieux  de  ces  dia- 
gonales (Proposition  à  démontrer). 

§  IV.  —  Détermination  des  aires. 

IV**  208.  —  Définitions  et  notions  préliminaires.  —  Dans  Téva- 
hiation  des  surfaces,  on  convient  d*appeler  basss  à^nnï  parallé- 
logramme deux  des  côtés  parallèles  ;  la  hautkue  est  alors  la  per- 
pendiculaire commune  aux  deux  bases ,  dont  l'une  est  dite  la 
base  inférieure  et  Tautre  la  base  supérieure  (voir  la  remarque  du 
n«  147). 

Dans  le  rectangle,  deux  côtés  consécutifs  quelconques  formeot 
la  base  et  la  hauteur  ;  —  on  peut  prendre  indifféremment  pour 
base  le  plus  grand  côté  ou  le  plus  petit. 

Dans  le  carré,  la  base  et  la  hauteur  sont  égales. 

De  même ,  on  nomme  base  d*un  triangle  un  quelconque  de  ses 
côtés  ;  sa  hauteur  est  alors  la  perpendiculaire  abaissée  fur  ce  côté, 
du  sommet  opposé. 

N**  209.  -^  Uaire  d*une  surface,  ou  son  étendue  superficielle , 
est,  comme  noits  Pavons  déjà  dit  (n**  3),  le  rapport  numérique  de 
cette  surface  ^  son  unité.  Or,  o^  conçoit  facilement  que  des 
figures  déformes  très-différentes  peuvent  néanmoins  avoir  la  même 
étendue  superficielle. 

Fie.  54.  Ainsi,  par  exemple,  dans  la  figure  54»  relative  au  théorème 
du  numéro  81,  comme  on  a  démontré  Tégalité  des  deux  triangles 
BFG,  DFH ,  il  s'ensuit  que  le  parallélogramme  ÀGHG  a  la  même 
étendue  superficielle  que  le  trapèze  ABDG. 

Pour  exprimer  cette  propriété  de  deux  figures  qui  ont  même 
étendue ,  ou  même  aire,  sans  cependant  être  égales  ou  superpo- 

FiG.  54.  sables  f  on  dit  qu^elles  sont  équivalentes.  —  Dans  \a  figure  Si, 
le  parallélogramme  AGHC  et  le  trapèze  ABDC  sont  équivalents  : 
ils  sont  composés  d^une  partie  commune ,  AGFDC  y  et  de  deux 
triangles  égaux ,  BGF,  DFH ,  mais  réunis  à  la  partie  commune 
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par  des  angles  différents ,  GFB ,  FDH  y  ce  qui  fait  voir  pourquoi 
ib  ne  sont  pas  superposables. 

Ainsi  y  deux  polygones  composés  d'un  même  nombre  de  triangles 
égaux,  maïs  non  assemblés  de  la  même  manière,  sont  équivalents 
comme  formés  par  l'assemblage  de  figures  égales  et  superposables 
chacune  à  chacune. 

Un  polygone  quelconque  peut  être  équipaient  à  un  triangle,  ou 
même  à  un  carré, 

y  810.  —  Maintenant,  il  est  facile  de  reconnûtre,  d'après  la 
théorie  des  triangles  égaux ,  que 

Deux  parallélogrammes  quelconques  de  même  base  et  de  même 
katueur  sont  équivalents. 

En  effet,  comme  nous  pouvons  toujours  supposer  les  deux 
%ure$  placées  Tune  sur  l'autre  de  manière  que  leurs  bases  infé- 
rieures coïncident,  soient  ABCD  (Jig.  i36)  le  premier  parallélo- Fio.  i36. 
gramme,  et  ABEF  [ou  ABE'F']  le  second:  ces  parallélogrammes 
auront  nécessairement  leurs  bases  supérieures ,  CD ,  £F  [ou  E'  F'] , 
situées  sur  une  même  droite  indéfinie ,  LL^  parallèle  à  la  base 
inférieure,  puisque,  par  hypothèse,  ils  ont  aussi  même  hau- 
teur. 

Cela  posé,  en  ne  considérant  que  les  parallélogrammes  ABCD, 
AfiEF,  nous  voyons  d'abord  que  les  deux  triangles  ADF,  BCE , 
sont  égaux  comme  ayant  un  angle  égal  [DAF  =  CB£  (n**  X9)] 
compris  entre  côtés  égaux  [AD  =  BC,  AF  =  BE  (n<>  78)].  Mais 
si  du  quadrilatère  ABED  nous  retranchons  alternativement  les 
<ieux  triangles  ADF,  CBE,  ce  qui  doit  donner  deux  restes  égaux 
^  sur&ce ,  nous  obtenons,  d'une  part  le  parallélogramme  ABEF, 
<le  l'antre  le  parallélogramme  ABDC.  —  Donc  ces  deux  parallé- 
lûgrammes  sont  équivalents. 

On  prouverait  de  la  même  manière  que  ABCD,  AB£'F%  sont 
«jnivalents. 

Gomme  cas  particuliei^s,  —  i°  —  Un  parallélogramme  est  équi- 
valent à  un  rectangle  de  même  base  et  de  même  hauteur; 

3^  —  Deux  rectangles  de  même  base  et  de  même  hauteur  sont 
^^fiux ,  et  par  conséquent  équivalents. 
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N^  fit  I .  —  Un  triangle  quelconque  est  la  moitié  d'un  paralltL- 
gramme  [ou  d^un  rectangle]  de  même  base  et  de  même  hauteur. 
Fio.  137.  Car,  si  par  les  sommets  B  et  C  du  triangle  ABC  {fig.  137),  os 
mène  BD,  CD  9  parallèles  aux  côtés  AC,  AB,  respectivement  op- 
posés, on  forme  ainsi  un  parallélogranuiie ,  ABDC,  dont  ABC 
n'est  que  la  moitié  (n^  79)  ;  donc,  etc. 

Conséquemment  aussi  :  —  Deux  triangles  àe  même  base  et  de 
même  hauteur  sont  équivalents ,  comme  moitiés  de  paraUékh 
grammes  équivalents. 

Ainsiy  tous  les  triangles  CAB,  C'AB,  G^AB,  G*AB, . . .,  qui  ont 
même  base  AB,  et  leurs  sommets  C,  C^  C,  C,. . .  situés  sor 
une  même  droite  parallèle  à  AB ,  sont  équivalents ,  conojne  ayant  | 
CH  pour  hauteur  commune. 

Ces  premières  notions  étant  établies ,  nous  pouvons  passer  à 
Yéçaluation  des  différentes  sortes  de  surfaces. 

^»«'  '38.  Lemme.  {Fig.  i38.) 

Pï®  lilS.  —  Dtfiur  rectangles  ABCD,  A'B'C'IV,  de  même  base 
[AB  =  A^B']  sont  proportionnels  à  leurs  hauteurs,  AD,  A'D'; 
—  [c'est-à-dire  que  l'on  a 

ABCD  :  A'B'C'D'  ::   AD  :  A'D']. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  les  hauteurs  soient  commen- 
surables  entre  elles,  et  dans  le  rapport  i3  :  7  par  exemple; j« 
dis  que  les  rectangles  sont  aussi  dans  le  même  rapport. 

Portons  la  commune  mesure  i3  fois  sur  AD  et  7  fois  sur  A'I^; 
puis  menons  par  les  points  de  division ,  des  parallèles  aux  bases 
AB,  A'B';  nous  obtiendrons  ainsi,  dans  le  premier  rectangle, 
i3  rectangles  partiels,  et  dans  le  second,  7.  Or,  tous  ces  rectangles 
sont  égaux  entre  eux  (n**  210)  comme  ayant  même  base  et  même 
hauteur;  donc  le  rapport  de  ABCD  à  A'B'C'D^  est  aussi  i3  :  7- 

Quant  au  cas  de  deux  hauteurs  incommensurables  entre  elles, 
le  moyen  de  démonstration  est  tout  à  fait  analogue  à  celui  des 
numéros  118  et  18&: 

Il  suffit  de  prouver    que   chacune,  des    valeurs  approchées. 


w  m' 
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-,  -^,...  du  rapport  de  AD  à  A! D'y  exprime  avec  le  même  degré 
n    n 

i'approximatioa celui  de  ABCD  à  A' B'C  ly  ;  et  pour  cela,  en  divi- 

ant  d^abord  A'IÏ  enn  parties  égales ,  et  portant  l'une  de  ces  parties 

n  fois  sur  AD,  puis,  menant  par  tous  les  points  de  division  des 

[Mrallèles  à  AB ,  A'B',  on  parvient  à  faire  voir  que  le  rapport  des 

ieux  rectangles  se  trouve  compris  entre  —  et ,  etc. 

N,  B,  —  Gomme  on  peut  (n**  908)  prendre  indifféremment  la 
bauteur  pour  la  base,  et  vice  versd,  il  s'ensuit  encore  que 

Deux  rectangles  de  même  hauteur  sont  proportionnels  à  leurs 
hases, 

GotouLAiaB.  —  Deux  rectangles  quelconques ,  ÂBCD  ^  AY,¥G 
[fis-  i^}»  sont  proportionnels  aux  produits  de  leurs  bases  par 
kun  hauteurs.  Fig.  iS^. 

Plaçons  d'abord  les  rectangles  de  manière  quMls  aient  un  angle 
commun  A.  Cela  posé,  soiti  le  point  d'intersection  de  DG  avec  £F 
[prolongé  s'il  est  nécessaire];  on  aura  d'abord,  en  comparant 
les  deux  rectangles  ABGD,  AEID,  qui  ont  même  hauteur  AD, 

ABCD  :  AEH)  ::  AB  :  A£; 

puis  les  deux  recUngles  AEID ,  AEFG,  qui  ont  même  base  A£ , 

AEID  :  AEFG  ::   AD  :  AG; 

d'où,  en  multipliant  ces  proportions  par  ordre ,  et  supprimant  le 
bcleor  commun  AEID  (vofez  n^  i  8tt) , 

ABCD  :  AEFG   ::  AB  X  AD  :  AE  X  AG; 

C.  <?.  F.  D. 

ScoLix.  —  On  pourrait  étendre  cette  proposition  et  le  lemme  qui 
ta  conduit,  à  deux  parallélogrammes  qui  auraient  les  mêmes  an- 
Slei,  en  remplaçant  dans  les  énoncés,  la  base  et  la  hauteur  par 
(leux  côtés  consécutifs. 
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Fie.  139.  TmfcomiME  I.  (Fig.  i3g.) 

N**  915.  —  Vn  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  de  su  hûse 
par  sa  hauteur;  —  en  d'autres  termes ,  —  L'aire  d'un  rectangle  ai 
égale  au  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur. 

On  doit  entendre  par  ces  deux  énoncés  9  que  le  nombre  abstrait 
qui  exprime  le  rapport  du  rectangle  à  l'unité  de  surface,  os 
la  mesure  du  rectangle  (n**  5) ,  est  égal  au  produit  des  nombra 
abstraits  qui  expiiment  les  rapports  respectifs  de  sa  base  et  de  sa 
hauteur  à  l'unité  linéaire. 

Or ,  si  nous  considérons  les  deux  rectangles  ABCD ,  ahd 
Fie.  i38.  [fiS'  i38)i  1®  corollaire  précédent  donne 

ABCD  :  abcd  II-AB  X  AD  :   a&  X  ad\ 

ce  qui  conduit  à  l'égalité 

ABCD         AB  X  AD         AB  ^^  AD 

abcd  ab  X  od  ab  ad^ 

d'où  l'on  pourrait  conclure  »  généralement ,  que  le  rapport  d*iin 
rectangle  à  un  autre  rectangle  quelconque  pris  pour  unité,  oa  la 
mesure  du  premier  rectangle ,  est  égal  au  produit  des  rapports  res- 
pectifs de  sa  base  à  celle  du  second  prise  pour  unité  de  base,  et  de 
sa  hauteur  à  celle  du  second  prise  à  son  tour  pour  unité  de  hau- 
teur; c'est-à-dire  que ,  dans  ce  cas ,  on  aurait  deux  unités  linéaires 
différentes  pour  la  base  et  pour  la  hauteur. 

Mais  le  carré  étant  la  plus  simple  de  toutes  les  figures  (n**  80) ,  on 
prend  ordinairement  pour  unité  de  surface  le  carré  construit  sur 
l'unité  linéaire.  —  Dès  lors ,  il  suffit  de  poser  dans  l'égalité  ci- 
dessus,  ABCD  =   I  y     ab  z=z   i  ,     ad  z=i  ; 

et  l'on  obtient  alors       ABCD  =  AB  X  AD; 

C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  —  On  ne  doit  toutefois  pas  perdre  de  vue  que  l'égalitc 
précédente ,  pour  avoir  un  sens  raisonnable ,  exige  que  la  base 
et  la  hauteur  du  rectangle  étant  rapportées  à  une  même  unité  li- 
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^àâre,  le  rectangle  lui-même  soit  rapporté  au  carré  construit  sur 
lette  unité  linéaire, 

N^  214.  —  CoKOLLAuss.  —  Un  parallélogramme  étant  équiva- 
ent  à  on  rectangle  de  même  base  et  de  même  hauteur  (n°  fi  10) ,  il 
.'ensuit  que 

Tout  parallélogramme  a  aussi  pour  mesure  le  produit  de  sa  base 
utr  sa  hauteur;  —  ou  bien , 

L'aire  d*un  parallélogramme  est  égale  au  produit  de  sa  base  par 
M  hauteur. 

Donc  —  Deux  parallélogrammes  de  même  base  sont  proportion" 
tels  à  leurs  hauteurs  respectives;  —  et  vice  versd, 

TBÉoiuba  n. 

N^  215. —  L'aire  d'un  triangle  est  é^ale  à  la  moitié  du  produit 
ie  sa  base  par  sa  hauteur; 

Car  ce  triangle  est  (  n**  fit!  )  la  moitié  d*ua  parallélogramme  de 
néme  base  et  de  même  hauteur. 

CotOLLAïAK  I.  — Les  aires  de  deux  triangles  de  même  base,  sont 
tfUre  elles  comme  les  hauteurs;  —  et  vice  versd, 

CoMLLAiMn.  —  L'aire  d'un  trapèze  ABDC  {fig.  54)  est  égale  ^»«-  ^4' 
tu  produit  de  la  demi-somme  de  ses  bases ,  AB ,  CD ,  par  sa  hauteur 
K  ou  BIN ,  —  ou  bien  encore  ^  "—  au  produit  de  sa  hauteur  IK 
fur  la  droite  £F  menée  à  égale  distance  des  deux  bases. 

En  effet  ^  ce  trapèze  se  compose  de  deux  triangles,  CAB,  BCD  ; 
or  on  a  y  d'après  le  théorème  H , 

2  2 

donc 
ABDC  =  èiX-^  +    "»<"^  =    è]l±ÇP  X  IK; 

2  2  2 

AB  -hCD 
et  comme  on  a  prouvé  d'ailleurs  (n°  81)  que  EF  = , 

il  en  résulte  encore  ABDC  =  IK  X  EF. 


1^4  "^*    *'•     —    CHAP.    I.    —    §    IV. 

GoAOLiAïaE  III.  —  Un  polygone  pouvant  toujours  se  décom- 
poser en  un  certain  nombre  de  triangles  (n^  83)  y  il  s'ensuit  qne 

La  mesure  ou  Vaire  d*un  polygone  quelconque  est  égale  à  k 
somme  des  aires  de  tous  les  triangles  dont  il  est  formé. 

L'évaluation  des  diverses  étendues  superficielles  se  ramenant 
presque  toujours  à  celle  du  triangle ,  il  peut  être  utile  de  connaître 
plusieurs  expressions  de  son  aire.  Nous  démontrerons,  en  consé- 
quence y  les  théorèmes  suivants  : 

^^^'  '4o-  THioKKME  m.  {Fig.  i4o.) 

N»  1116.  —  L'aire  d'un  triangle,  ABC ,   est  égale  à  la  moitié  de 
produit  de  son  périmètre  par  le  rayon  du  cercle  inscrit, 
,  Soit  O  le  centre  du  cercle  inscrit  (n^  127).  —  Abaissons  de  co 
point  les  perpendiculaires  OD,  OE ,  OF,  respectivement  sur  K^ 
côtés  AB ,  BG ,  AG ,  et  tirons  les  droites  AO ,  BO ,  GO. 
Gela  posé  y  on  a  évidemment 

ABG  =  AOB  H-  GOB  -h  AOC; 
mais  (no  91tf) 

;,0B=^^><^,  coB^BCXOE     ^qç^ACxOF 

donc ,  à  cause  de  OD  =r  OE  =  OF, 

AOB  =  (^■^^C+-^C)XQP.  I 

2  ' 

C.  Q,  F.  D, 

ScoLiB. — Désignons,  pour  abréger,  par*  l'aire  du  triangle, 
par  a  y  b  ^  c,  les  trois  côtés,  et  par  r  le  rayon  du  cerde  inscrit; 
l'égalité  ci-cTessus  devient 

a  -h  6  -h  c  ^^ 
s  =  ^^ X   r, 

expression  facile  à  retenir,  et  qui,  donnant  d'ailleurs 

7.S 


a  -4-  b  -h   r^ 


conduit  à  cet  autre  théorème  : 
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Le  rayon  du  cercle  inscrit  à  un  triangle  a  pour  valeur  numé- 
rique le  quotient  du  double  de  l'aire  de  ce  triangle  diçisé  par  son 
périmètre. 

THioaiME  IV.  {Flg,  i4i.)  Fie.  141. 

N"  ttI7.  —  L'aire  d'un  triangle,  ABC ,  est  égale  au  quotient  de 
la  division  du  produit  des  trois  côtés  par  le  double  du  diamètre  du 
cercle  circonscrit. 

Soit  O'  le  centre  du  cercle  circonscrit  (n**  127)  ;  tirons  le  dia- 
mètre ClCyDf  et  la  corde  AD;  soit,  en  outre,  CH  la  hauteur  du 
triangle. 

Les  deux  triangles  CAD,  CHB,  sont  rectangles,  l'un  en  A 
(d''  iS5} ,  Tautre  en  H  ;  de  plus ,  les  angles  en  D  et  en  B  sont  égaux 
comme  inscrits  dans  le  même  segment  ADBG  (n°  126).  Ainsi ,  ces 
Criangies,  ayant  deux  angles  égaux,  sont  semblables  (n°  i95);  et, 
en  comparant  leurs  côtés  homologues,  on  a 

CD  :  CB  ::  AC  :  ch; 

doù  CH  =         CD       ' 

is  on  a  aussi  (n**  Sitf) 

AB  X   CH 


ABC  = 


^» 


donc,  en  mettant  dans  cette  expression  la  valeur  de  CH,  on  obtient 

AT>n        AB  X  CB  X  AC 

aCD  ' 

C.    Q.   F.  D. 

ScoLiE.  —  En  conservant  les  mêmes  notations  que  dans  le  nu- 
fféro  précédent,  et  désignant  seulement  par  r',  au  lieu  de  r,  le 
njon  du  cercle  circonscrit,  on  a 

«  X  ^  X   c 
d'où  r'  =  ^  X  ?   X   % 

4^ 

^'wt-à-dire  qae 


1^6  WV.    IIi     —    GHAP.    I. —    §    IV. 

Le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  a  pour  expression  le 
produit  des  trois  côtés  divisé  par  le  quadruple  de  l'aire  du  triangk 

Nous  ferons  connaître  encore ,  par  la  suite ,  d'autres  expressions 
de  Taire  du  triangle. 

N"  818.  —  ScoLiK  oiirÉaAL  sur  les  aires  des  figures  rectiligne*. 

Nous  pouvons  maintenant  expliquer  le  sens  de  certaines  àè- 
nominations  usitées  en  Géométrie  (vojrez ,  au  n^  5 ,  la  note  du  bas 
delà  page). 

On  nomme  dimensions  d'un  rectangle  la  base  et  la  hauteur  de 
ce  rectangle  ;  et  Ton  dit  alors  que 

Un  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  de  ses  deux  dimensions; 
ou  bien ,  que  — L'aire  d'un  refitangle  est  égale  au  produit  de  ses 
deux  dimensions. 

De  là  viennent  les  dénominadons  de  GioxiTAXE  à  deux  dimen- 
sions et  de  GiHoxÉTAiE  à  trois  dimensions,  données  aux  deux  par- 
ties principales  de  cette  science  (n^  S3)  :  c'est  qu'en  effet  Tun  des 
principaux  objets  de  la  première  partie  est  la  mesure  de  Vétendue 
à  deux  dimensions  [la  ligne  est  Vétendue  à  une  dimension]^  tandis 
que  la  seconde,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  pour  donner  Téva^ 
luation  des  corps,  exige  la  connaissance  d'une  troisième  dimension. 

Les  deux  dimensions  d'un  rectangle  s'appellent  encore  la  Ion* 
gueur  et  la  largeur;  mais  ordinairement,  c'est  la  plus  grande  dn 
roension  que  l'on  nomme  la  longueur. 

Dans  \e parallélogramme t  les  deux  dimensions  ne  sont  plus  deas 
côtés  consécutifs,  mais  bien  l'un  des  côtés  pris  pour  bases  ,  et  la 
perpendiculaire  commune  à  ses  deux  bases.  Celles-ci  sont  ordi- 
nairement les  côtés  les  plus  grands  :  ils  représentent  alors  la  lon- 
gueur; et  la  perpendiculaire  commune  est  la  largeur. 

Les  deux  dimensions  d'un  triangle  sont,  le  côté  pris  pour  base^ 
et  la  moitié  de  la  hauteur.  —  Celles  du  trapèze  sont  la  hauteur  el 
la  droite  menée  à  égale  distance  des  deux  bases. 

Lorsque  le  polygone  est  tout  à  fait  irrégulier  ,  on  ne  peut  s< 
former  une  idée  nette  de  ses  deux  dimensions  prises  sé|jarénieni. 
—  En  faisant ,  comme  nous  l'avons  vu  plus  haut ,  l'addition  dci 
nombres  exprimant  les  aires  des  triangles  dans  lesquels  le  polv* 
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gonea  été  décomposé,  on  obtient  un  résultat  qui  représente  le 
produit  effectué  de  ces  deux  dimensions  {*). 

L'opération  qui  a  pour  but  de  déterminer  l'aire  d^une  surface 
quelconque  y  se  réduisant,  en  dernière  analyse ,  à  une  évaluation 
en  carrés  unitaires,  porte  le  nom  de  quadrature. 

Cest  encore  ici  le  lieu  d'expliquer  comment ,  dans  le  système 
des  nowelies  mesures  de  superficie ,  dans  les  mesures  agraires  par 
exemple ,  les  multiples  et  les  sous-multiples  de  Vanité  principale 
deviennent  de  loo  fois  en  loo  fois  plus  grandes  on  plus  petites  que 
cette  unité,  lorsque  les  dimensions  linéaires  deviennent  de  lo  en 
10  fois  plus  grandes  ou  plus  petites  que  Punité  linéaire. 

Le  mètre  valant  lo  décimètres,  il  s'ensuit  que  le  mètre  carré 
«piivautà  lOX  KO,  ou  lOO  décimètres  carrés; 

De  même,  le  décimètre  carré  vaut  à  i  oo  centimètres  carrés,  ctc — 

Vare,  ou  le  décamètre  carré,  équivaut  à  lOO  mètres  carrés  j  — 
y  hectare  à  lOO  X  lOO,  ou  i  oooo  mètres  carrés. 

Et  ainsi  de  suite. 

Nous  dirons  enfin  que  les  mots  rectangle  et  carré,  employés  dans 
les  diverses  parties  des  mathématiques ,  tirent  leur  origine  de  la 
géométrie  :  ils  sont ,  comme  on  le  sait,  synonymes  des  expressions  : 
produit  de  deux  nombres,  et  seconde  puissance  d'un  nombre, 
parce  qu'en  effet  ces  deux  produits  représentent ,  en  unités  car- 
rées, la  superficie  d'un  rectangle  ou  d'un  carré. 

[*)  On  pent  enceindre  le  polygone  par  un  rectangle  doût  chaque  cOté  pasM 
par  qiielqu''un  des  sommets,  comme  le  montre  lajigure  142;  et  alors  on  Fjg.  14^. 
donne  quelquefois,  dans  la  Géométrie  pratique,  le  nom  de  longueur  du  po- 
lygone à  la  plus  grande  dimension  du  rectangle,  et  de  largeur  à  la  plus  pe- 
tite.-»  Bfais  ces  dénominations  sont  impropres,  puisque  le  produit  de  ces 
<leux  lignes  surpasse  éTidemment  Vairè  du  polygone. 

Pour  obtenir  cette  aire ,  il  faut  retrancher  de  celle  du  rectangle  LMNP  qui 
enveloppe  le  polygone,  les  parties  excédantes  ABCL,  COEM,  ENF,...,  les- 
quelles, an  moyen  de  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  du  rectangle , 
soat  ramenées  soit  à  des  triangles  APK,  ABI ,...,  soit  à  des  trapèzes,  IBCL,... 
Ce  moyen  d^éïaluer  Taire  d'^un  polygone  est  le  seul  qu'ion  puisse  employer 
^DS  certaines  circonstances  :  par  exemple ,  lorsqu^il  s^agit  d^^fca/iMT  la  super- 
ficit  d^on  bois,  d*un  étang,  ctc. 


12 


•     l-^S  LIV.    II.     —    CHAP.    l.     —    §    V. 

§  V.  —  Comparaison  des  aires. 

Nous  commencerons  par  établir  les  relations  qui  existent  entii- 
les  aires  des  figures  semblables. 

Rapports  entre  les  aires  des  figures  semblables. 

Fie.  i43-  Lkmmk.  {Fig,  i43.) 

N**  2i9.  —  Les  aires  de  deux  triangles  y  ABC ,  ADE,  qui  ont  un 
angle  égal  A  y  sont  proportionnelles  aux  rectangles  des  côtés  qui 
comprennent  l'angle  égal. 

Après  avoir  superposé  les  angles  égaux ,  menons  BE  ;  les  trian- 
gles ABC ,  ABE ,  peuvent  être  considérés  comme  ayant  respectÎYe- 
ment  pour  bases  AC ,  AE ,  et  pour  hauteur  commune  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  commun  B  sur  AC;  donc  (n^  SIS, 
corol.  I  )  ils  sont  proportionnels  à  leurs  bases ,  et  Ton  a 

ABC  :  ABE  ::  AC  :  ae. 

En  comparant  de  même  les  triangles  ABE ,  ADE ,  on  a  enaire 

ABE  :  ADE  ::  ab  :  ad. 

Maintenant,  si  Ton  multiplie  ces  deux  proportions  par  ordre, 
et  que  Ton  supprime  dans  les  deux  termes  du  premier  rapport ,  le 
facteur  commun  ABE  »  il  vient 

ABC  :  ADE   ::   AB  X  AC  :  AD  X  AE; 

C.   Q.  F.  D. 
N.B.  —  La  réciproque  n'est  pas  vraie. 

CoBOLLAXBs.  —  SMl  arrivc  qu'après  la  superposition  des  d^xw 
Fie.  144.  triangles,  le  côté  DE  {fig*.  i44)  ^"  second  soit  parallèle  au  côté  BC 
du  premier,  le  triangle  ABE  est  alors  moyen  proportionnel  cnxw 
les  triangles  ABC,  ADE. 

En  efiet ,  on  a,  dans  ce  ras  (n"183) , 

AB  :  AD  ::  AC  :  ae; 
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et  les  deux  premières  proportions  du  lemme  précédent,  étant  liées 
par  deux  rapports  égaux ,  donnent 

ABC  :  ABE  ::  abe  :  ade. 

THioxEMK  I.  (Fig.  145.}  Fie.  14^. 

N«  8S0.  —  Xe5  aires  des  triangles  semblables  ABC,  A'B'C, 
sont  proportionnelles  aux  carrés  des  côtés  homologues. 

En  effet  y  ces  triangles  étant  équiangles  (n^  I8T) ,  on  a,  d'après 
ie  lemme  précédent, 

ABC  :  A'B'C   ::   AB  X  AC   :  A'B'  X  A'C; 

mm  comme  d'ailleurs  {même  u^) 

AC  :  A'C  ::  AB  :  a'B', 

on  en  conclut,  en  multipliant  ces  proportions  par  ordre,  et  sup- 
f>nmant  le  âicteur  AC  dans  les  antécédents ,  ainsi  que  le  facteur 
VC  dans  les  conséquents, 

ABC  :  A'B'C  ::  AB»  :  a'B'^ 

SoouB.  —  Soient  AD ,  K'  D%  les  hauteurs  des  deux  triangles. 
Les  triangles  rectangles  ABD,  A'B'iy,  sont  aussi  semblables, 
iomme  équiangles  ;  on  a  donc 

AD  :  A'iy  ::  ab  :  a'B'; 
et  AD»:  A'D'»::  ab»:  A'B'»; 

d  où  l'on  déduit ,  en  comparant  cette  proportion  avec  la  précé- 
dente, 

ABC  :  a'B'C  ::  ad»  :  a'D'». 

Ainsi  —  Les  aires  de  deux  triangles  semblables  sont  entre  elles 
comme  les  carrés  des  hauteurs, 

Tsi^aiME  n.  {Fig.  126.)  p,ç    ,^ 

N*^S21 . — Les  périmètres  de  deux  polygones  semblables  ABCDEF, 
A'B'C'D'E'F',  sont  proportionnels  aux  côtés  homologues;  —  et 
—  Leurs  aires  sont  proportionnelle^  aux  carrés  des  côtés, 
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On  â  d'abord,  à  cairse  de  la  similitude  des  polygones  (n"  196). 

AB  :  A'B'  ::  BC  :  b'C  ::  CD  :  CD'  ::  de  :  d'e'  :: ...; 

d'où,  en  vertu  de  la  théorie  des  proportions, 

AB    -f-  BC    -I-  CD    -h  DE    ■+•  ...  AB 


/!»/' 


A'B'-t-  B'C'-4-  CD' -h  D'E' -h  ...         A'B^ 

ou    périmètre  ABCS}..,  t  pènmêtre  AfB'C'iy...   ::   AB  t  A'B'; 
ce  qui  démontre  la  première  partie  de  la  proposition. 

Ensuite,  les  deux  polygones  étant,  d'après  leur  définitioD  (n^  187), 
composés  de  triangles  semblables,  qui,  comparés  entre  eux,  sont 
chacun  à  chacun,  dans  un  même  rapport,  celui  des  carrés  des  côtés 
homologues,  il  s'ensuit,  d'après  les  propriétés  des  proportions, 
que  la  somme  des  triangles  qui  constituent  le  premier  polygone^ 
Ou  Vairc  de  ce  polygone,  est  à  la  somme  des  triangles  qui  coDStitaent 
le  second ,  ou  à  Vaire  de  ce  second  polygone,  dans  le  rapport  de 
ces  mêmes  carrés  ;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

ABCDEF  :  A' B'C  D'E' F'   Il   AB'  :  A'B'K 

CoROLLAiEE.  —  Lcs  oires  (les  figures  semhlabies  sont  propor- 
tionnelles auxearrés  de  leurs  lignes  homologues  (n®  199). 

Th^oràme  ni. 

N®  899.  —  Lorsque  les  lignes  homologues  de  deux  figures  sem- 
blables sont  proportionnelles  aux  lignes  homologues  de  deux  autres 
figures  semblables  [entre  elles ,  mais  non  pas  nécessairement  sem- 
blables aux  premières] ,  les  aires  des  quatre  figures  sont  propor- 
tionnelles; —  et  réciproquement. 

Soient  A,  B ,  les  deux  premières  figiures,  et  a,  6,  deux  d«  leur» 
lignes  hoifiologues  ;  on  a  (n®  991) 

A  :  B  ::  /z'  :  bK 

Soient  de  même  C ,  D ,  les  deux  derrières  âgurcs,  etc^d,  deui 
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Je  leurs  lignes  homologues;  un  a  encore 


i8i 


c  :  D  ::  c» 

mais ,  par  hypothèse ^  a  l  h  ',',  c 

d'où  a^  :  6»  ::  c' 


donc 


A  :  B  ::  c:  D. 


Réciproquement  y  si  QjukTKE  figures  semblables  deuj:  à  ^/(r^z/jr^  sont 


liées  par  la  proportion  A 

comme  on  a  d'ailleurs  A 

H  C 

il  en  résulte  a^ 

d'où  a 


B  ::  c 

B  ::  a' 

D  ::  c' 

b'  ::  c» 

6  ::  <? 


D, 

d'y 
d. 


N.  B,  —  La  proposition  a  également  lieu  quand  les  figures 
proposées  sont  toutes  quatre  semblables  entre  elles. 

GoEOLLAiaE.  — Si  trois  figures  sont  semblables,  et  qu'une  ligne 
de  Tune  soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  lignes  homologues 
des  deux  autres ,  Votre  de  la  première  figure  sera  moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  aires  des  deux  dernières;  —  et  réciproquement. 

Comparaison  des  carrés  construits  sur  certaines  lignes, 

THiORKME    IV.    {Fig.    l46.)  j.,^     ^C 

>«  2!15.  —  Le  carré  BCED  construit  sur  r/iyjwténuse  BC  d'un 
triangle  rectangle  ABC,  est  équivalent  à  la  somme  des  carrés, 
VBFG ,  AGIR ,  construits  respectivement  sur  les  deux  autres  côtés, 
AB,AC. 

Ce  théorème  n^est ,  au  fond,  que  celui  du  n"204  ;  mais  son  im- 
{lortance  et  sa  fécondité  en  ont  fait  rechercher  des  démonstrations 
fondées  uniquement  sur  V égalité  et  V équivalence  des  figures.  Mous 
nous  bornerons  à  exposer  celle  qui  est  le  plus  généralement  admi3^ 
dans  les  Traités  de  Géométrie. 
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Les  trois  carrés  étant  supposés  construits  en  dehors  du  trian- 
gle ABC,  abaissons  du  sommet  A  de  Fangle  droit,  une  perpendi- 
culaire AL  sur  rhypoténuse ,  et  prolongeons  cette  perpendiculaire 
jusqu'à  la  rencontre  de  DE  en  M  :  le  carré  BGED  se  trouve  ainsi 
décomposé  en  deux  rectangles  BDML,  LCEM.  Tirons ,  de  plus, 
AD  et  CF. 

Cela  posé ,  les  angles  ABD,  FBC ,  sont  égaux  comme  composés 
d'un  angle  droit  chacun ,  et  d^me  partie  ABC  commune  à  tous 
deux  ;  de  plus ,  les  lignes  AB  et  BF ,  BG  et  BD ,  sont  égales  comme 
étant  deux  à  deux  les  côtés  d'un  même  carré  ;  donc  les  triangles 
BAD,  BFC ,  sont  égaux  (n"»  63,  2«  cas), 

Afaintenant,  le  triangle  BAD  est  moitié  du  rectangle  BLMD  (n**  SI  i}, 
puisque  ces  deux  figures  ont  même  base  BD  et  même  hauteur  BL  ; 
de  même ,  le  triangle  BFC  est  moitié  du  carré  ABFG ,  comme 
ayant  même  base  BF  et  même  hauteur  AB;  donc 

BLMD  =  ABFG. 

On  prouverait  de  la  même  manière,  en  tirant  AE,  BI ,  que 

LMEC  =  ACIK; 

et  comme  le  carré  BDEC  équivaut  à  BLMD  -f-  LMEC ,  il  en  résulte 

enfin  carré  BDEC  =  carrv  AEFG  -h  carFv  ACIK; 

C.  Q.  F.  D. 

Fie.  147.  Corollaire  L  —  Le  carré  MNPQ  {fig*  i47)  construit  sur  la 
diagonale  BD  [  ou  AC]  d'un  autre  carré  ABCD  ,  est  double  de 
celui-ci  : 

Proposition  qui  se  vérifie  d'ailleurs  facilement  d'après  la  figure. 
—  En  effet ,  les  quatre  carrés  AOBM ,  AODN ,  BOCQ ,  DOCP  ,  sont 
égaux,  et  respectivement  doubles  des  triangles  AOB,  AOD,  BOC , 
DOC ,  dont  la  somme  est  égale  au  carré  ABCD. 

Corollaire  II.  —  Nous  venons  de  voir  que  les  carrés  ABFG , 

FiG.  146.  ACIK  (fig,  1^6)9  sont  respectivement  équivalents  aux  rectangles 

BLMD ,  LMEC  ;  d'ailleurs ,  ces  rectangles  et  le  carré  BCED  ont  tous 

trois  pour  hauteur  commune  BD;  donc,  en  vertu  du  lemme  établi 
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ùu  /)"*  SI5I,  ils  sont  entre  eux  comme  leurs  bases  BL ,  LG,  et  BC. 
Ainsi,  on  a  la  relation  : 

AB^  :  AC«  :  BC«  ::  bl  :  LC  :  BC. 

GoBoi^ukiBE  m.  —  De  ce  que  les  deux  carres  ABFG ,  AGIR , 
sont  équivalents  aux  rectangles  BLMD ,  LM£G ,  on  déduit  encore 
séparément  (n^  SIS)  y 

AB»  =  BC  X  BL,  AC'  =  BC  X  LC; 

d'où  les  proportions, 

BG  :  AB  ::  AB  :  bl,  bc  ::  ac  ::  ac  :  lc. 

Ces  deux  proportions^  jointes  à  la  relation  du  corollaire  précé- 
dent, ne  sont  autre  chose  que  la  troisième  partie  du  théorème 
du  n?  SOS ,  et  la  proposition  qui  forme  le  corollaire  du  n*'  804. 
—  On  retombe  ainsi ,  par  d*autre8  moyens ,  sur  des  propriétés 
déjà  démontrées. 

CoKoujLULE,  lY.  —  Enfin ,  si  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle 
rectangle  ABC ,  on  suppose  construits  trois  polygones  semblables 
entre  eux ,  comme  ces  polygones  sont  proportionnels  aux  carrés  de 
leurs  côtés  homologues  (n^  fifil) ,  et  que  l'on  a  entre  ces  côtés  la 
re/ation 

BC»  =  AB'  -I-  AG% 

il  en  résulte  aussi  que ,  de  ces  trois  polygones  semblables, 
Le  polygone  construit  sur  Thypoténuse  est  équivalent  à  la  somme 

des  polygones  construits  sur  les  côtés  de  Tangle  droit. 
Les  deux  formules  d'algèbre 

p  -h  7 )'=/>* -4- ç»  4-  2/?<7,     (/>  —  ^r)»  =^»-|-  y'  —  2/?ç, 

(]ui  ont  servi  de  base  aux  théçrèmes  du  numéro  206,  et  cette  autre 

«^{^alement  connue ,  étant  traduites  en  langage  géométrique ,  don- 
nent lieu  à  de  nouveaux  théorèmes  sur  les  aires ,  par  lesquels  nous 
tt'rmineroDS  ce  |)aragraphe. 
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FiG.  148.  Théorèmb  V.  {Fi g,  148.) 

N®  fiS4.  —  Le  carré  construit  sur  la  somme  ou  sur  la  diffêrenct 
de  deux  lignes,  est  équivalent  à  la  somme  des  carrés  construits  m- 
pectipement  sur  ces  deux  lignes ,  plus  ou  moins  le  double  de  tear 
rectangle. 

L'inspection  seule  de  la  figure  est  presq  ne  suffisante  pour  faire 
reconnaître  la  vérité  de  cette  double  proposition. 

Soient ,  en  premier  lieu,  AE  la  plus  grande  des  deux  lignes  don- 
nées, EB  la  plus  petite  ;  construisons  les  deux  carrés  AEIG,  ABCD; 
puis ,  prolongeons  El  jusqu'à  sa  rencontre  en  F  avec  CD. 

Le  carré  construit  sur  AB ,  somme  des  deux  lignes ,  se  compose 
évidemment  des  carrés  AEIG ,  IKGF,  construits  sur  la  ligne  Â£et  : 
sur  la  ligne  IR  =r  £B ,  augmentés  des  deux  rectangles  BEIK ,  GIFD, 
lesquels  ont  pour  bases  respectives  GI  =  AE ,  El  =  AE,  et  pour 
hauteurs  GD  =  EB ,  IK  =  EB. 

On  a  donc 

carré  AB  =  carré  AE-^carré  EB  +  2  .  rectangle  AE  X  EB; 

ce  qui  démontre  le  premier  cas  de  la  proposition. 

En  second  lieu,  soient  AB  la  plus  grande  ligne ,  BE  la  plus  pe- 
tite ,  ce  qui  donne  AE  pour  la  différence  des  deux  lignes  ;  et  cod- 
struisons  la  même  figure  que  ci-dessus ,  en  ajoutant  toutefois  es 
dehors  de  cette  figure  un  carré  GDLM  égal  à  IKCF. 

Gela  posé ,  le  carré  AEIG  est  égal  au  carré  ABCD  y  plus  le  carre 
GDLM,  moins  les  deux  rectangles  EBCF ,  MIFL.  Or  ces  deux  rec- 
tangles ont  respectivement  pour  bases  FE  =  AB ,  IM  =  GK.= AB, 
et  pour  hauteurs  BE  =  IR  =r  IF  ;  donc  enfin , 

carré  AE  =  carré  AB  -+-  carré  EB  —  a  fois  rectangle  AB  X  BE; 
ce  qui  démontre  le  second  cas. 

Fie.  149.  ThéorAmkVI.  {Fig,  149.) 

N°  985.  —  Le  rectangle  construit  sur  la  somme  et  la  différence 
de  deux  lignes,  est  équivalent  à  la  différence  des  rectangles  construits 
sur  CCS  deux  lignes . 

Soient  Afi  la  plus  grande  ligne ,  BE  s=  BE'  la  plus  petite,  eo  I 
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sorte  que  AE  représente  la  somme  des  deux  lignes ,  et  AE  '  leur  dif- 
férence. Construisons  sur  AE  comme  base ,  et  AG  =  AE'  comme 
hauteur,  le  rectangle  AENG,  ainsi  que  le  carré  ABCD;  élevons 
d'ailleurs  la  perpendiculaire  E'IF ,  ce  qui  donne  le  carré  AElG. 

Cela  posé,  les  deux  rectangles  BENK ,  GIFD,  sont  égaux  comme 
ayant  même  base  et  même  bauteur ,  savoir  :  BK=AG=GI=AE  , 
EB=E'B  =  IK  =  IF=DG;  d'où  il  suit  que  le  rectangle 
AENG  est  équivalent  à  lafigure  DFIKBA.  Mais  celle-ci  est  la  dififé- 
rence  des  carrés  construits  sur  AB  et  sur  IK.  =  BE'  =  BE  ;  on  a 

donc        rectangle  AENB  =  carré  AB  —  c/imeBE; 

C.  Q.  F.  D. 


CHAPITRE  IL 

DE  l'Étendue  dans  les  figures  circulaibes. 


Ce  chapitre  aura  trois  paragraphes,  savoir  :  —  i**  —  la  théorie 
d«  lignes  proportionnelles  considérées  dans  le  cercle;  —  Véffalua- 
tion  des  côtés  et  des  aires  dans  les  polygones  réguliers;  —  3**  —  la 
mesure  du  cercle  sous  le  double  rapport  de  son  étendue  linéaire 
et  de  son  étendue  superficielle. 

S  I.  —  Des  lignes  proportionnelles  considérées 

dans  le  cercle. 

TnioRiMB  L  (/^^.  i5o.  )  Fie.  i5o. 

N*  SS6.  —  Les  segments  de  deux  cordes  AA',  BB',  qui  se  coupent 
en  un  pointV  intérieur  à  un  cercle,  sont  inversement  proportionnels: 

[Ce  qui  veut  dire  que  les  segments  de  Tune  des  cordes  forment 
la  extrêmes  d'une  proportion  dont  les  segments  de  l'autre  corde 
forment  les  moyens,  ] 

Tirant  les  cordes  auxiliaires  AB,  A'B',  on  obtient  ainsi  deux 
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triangles ,  PAB ,  PA'  B',  semblables  entre  eux  comme  ayant  les  an- 
gles égaux  (n*»iD5),  i"en  P,  »•  en  Aet  enB',  3'en  B  et  en  A'(n"IM) 
Donc  y  en  comparant  leurs  côtés  homologues,  on  a  la  pro- 
portion AP  :  PB'  ::  PB  :  pa';  c.q.f.d. 

FiG.  i5i.  Sgolie  I.  —  Si  l'une  des  cordes  est  un  diamètre  AA'  {Jig.  i5i]. 
et  que  Fautre  corde,  BB%  soit  perpendiculaire  à  ce  diamètre, 
comme  on  a  alors  BP  =  PB'  (n*>  iOK) ,  la  proportion  devient 

AP  :  PB  ::  PB  :  pa'. 

I 

La  perpendiculaire  PB  au  diamètre  AA'  se  nomme  une  ordonna 
à  ce  diamètre.  D^où  il  résulte  que ,  1 

Dans  le  cercle  ^  toute  ordonnée  à  un  diamètre  est  moyenne  pra-^ 
portionnelle  entre  les  deux  segments  de  ce  diamètre. 

Au  reste,  cette  propriété  est  aussi  une  conséquence  de  celles  d& 
triangles  rectangles  ;  car,  si  l'on  joint  A ,  A',  au  point  B ,  on  forme 
un  triangle  ABA'  rectangle  en  B  (n*'  183)  ;  ce  qui  donne  (n^'IIOS,  2'')| 

la  proportion  AP  :  PB   ::   PB  :  PA'. 

ScoLiE  II. —  Le  même  triangle  rectangle  ABA'  donne  (n**  M5,  y*) 

la  proportion  AA'  :  AB   ::   AB  :  AP; 

d'où  Ton  voit  que 

Toute  corde  menée  par  l'une  des  extrémités  d'un  tù'amètre,  est 
moyenne proDortionnelle  entre  sa  projection  (n°  SOtf  )  sur  ce  diamètre 
et  le  diame^^ntier. 

Fie.  i5a.  TnioaiMB  II.  {Fig.  162.) 

N^  2fi7.  r^  Deux  sécantes,  PA,  PB,  pariant  d'un  même  point  V 
extérieur  à  un  cercle,  sont  inversement  proportionnelles  à  leurs 
parties  extérieures. 

Menons,  comme  dans  le  théorème  précédent,  les  cordes  AB^ 
et  BA'  :  les  deux  triangles  PAB',  PBA',  semblables  comme  ayani 
Tangle  P  commun  et  les  deux  angles  en  A,  B,  égaux  entre 
eux  {û?  122),  donnent  la  proportion 

\  PA  :  PB  ::  PB'  :  pa'. 

[  Une  sécante  enlière  et  sa  partie  extérieure  forment  les  exir^mt  «j 
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nàii  que  l'antre  sécante  et  sa  partie  extérieure  forment  lt!s 
o/ens.]  C.   Q.  F.  D. 

N.  B,  Cette  propriété  s'accorde  avec  le  scoiie  du  numéro  144 . 

THiowbfK  m.  {F^g.  i53.)  F(c.  i53. 

W"  9118.  «^  Si  une  sécante  PA  et  une  Ungente  PB  partent  d'un 

ème  point  P, 

La  tangente  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sécante  entière 

sa  partie  extérieure. 

Ce  théorème  n'est,  à  proprement  parler,  qu'nn  cas  particulier 

I  précédent  :  c'est  le  cas  où  les  deux  points  B ,  B'>  de  la  sécante 

B,  viennent  à  se  réunir  en  un  seul  (  voyez  n®  ilO). 

Vais  on  le  démontre  directement  en  menant  les  cordes  AB , 

^B.^On  a 9  en  effet ,  deux  triangles,  PAB,  PA'B,  semblables 

nmne  ayant  l'angle  P  commun  et  les  deux  angles  en  A ,  B ,  égaux 

itreeux(n**'  198,  194);  ce  qui  donne  la  proportion 

PA  :  PB  ::  pb  :  pa'. 

ScoLiE.  —  n  existe  un  cas  trés-remarquable  de  la  proportion 

fi  vient  d'être  démontrée  : 

Supposons  que,  la  sécante  PA  [fig.  i54)  passant  par  le  centre  Fig.  154. 

n  œrcle,  on  ait  en  même  temps  la  tangente  PB  égale  au  dia- 

lètre,  c'est-à-dire  PB  =  AA'  ;  la  proportion  devient  alors 

PA  :  AA'  ::  aa'  :  pa'; 

(Ton  dit,  dans  ce  cas,  que  la  droite  PA  est  divisée  au  point  A', 
I  MOTEns  ET  xxTRiME  (*),  c'est-à-dirc  en  iieux  segments ,  dont 
u  [qui  est  nécessairement  le  plus  grand ]  est  moy^n  propor- 
onncl  entre  la  droite  entière  et  l'autre  segment. 
Eq  outre,  la  proportion  ci-dessus  donne  (n®  184) 

AA'  :  PA  —  AA'  ::  PA'  :  aa'  —  pa', 
«  AA'  :  PA'  ::  PA'  :  AA'  —  PA'. 

,*,  La  location  usitée  généralemeot  de  diviaion  em  moyenne  et  extrême 
■^^'1  provient  d^ane  altération  dans  le  texte  d^Euclide,  comme  il  sera 
(«nontré  ailleurs;  c^est  pourquoi  nous  rétablissons  ici  la  seule  expression 
•«ique  de  ce  mode  de  division. 
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Or,  si  Ton  prend  sur  PB  une  distance  PA''  =  PA',  ce  qui  doniif 
[à  cause  de  AA'  =  PB] , 

AA'  --  PA'  =  PB  —  PA"  =  A"B, 
il  en  résulte  PB  :  PA"   ::   PA''  :  A"B. 

D'où  Ton  voit  que  la  droite  PB  est  elle-même  divisée  au  poiu* 
A",  en  moyenne  et  extrême. 

Remarque  sur  les  trois  théorèmes  précédents. 

M^  889.  —  Les  proportions  que  comportent  les  énonces  de  a'» 
propositions  donnant  lieu  aux  égalités 

PA  X  PA'  =  PB  X  PB',     et    PA  X  PA'  =  PB', 

il  s'ensuit  qu'elles  peuvent  être  toutes  trois  comprises  sous  un 
même  énoncé  : 

Le  produit  des  distances  d'un  point  constant  P,  intérieur  ou  ex- 
térieur à  un  cercle ,  à  deux  points  de  ce  cercle^  pris  sur  la  même  di- 
rection, est  un  nombre  constant,  quelle  que  soit  cette  direction. 

[Le  cas  de  la  tangente  se  trouve  implicitement  renfermé  dans 
cet  énoncé ,  puisqu'il  suffit  de  supposer  les  deux  points  réunis  en 
un  seul.  ] 

Et  cette  manière  de  grouper  les  trois  théorèmes  permet  de 
donner  un  énoncé  également  plus  concis  de  leurs  réciproques ,  qui 
sont  d'ailleurs  des  conséquences  nécessaires  du  numéro  Si  : 
fc.  i5o,  i5a,  jo  _  Si  quatre  points ,  A  et  A',  B  et  B'  (fig.  i5o,  iSa ,  î53)^ 
sont  situés  deux  à  deux  sur  deux  droites  passant  par  un  méiD^ 
point  P,  de  telle  manière  qu'on  ait 

PA  X  PA'  =  PB  X   PB', 

ces  qttatre  points  a^^partienneat  à  une  même  circonférence  de  cercle. 
2^  —  Si  deux  points,  A,  A',  sont  situés  sur  une  droite  passant 
par  un  point  P,  et  un  autre  point  B  situé  sur  une  seconde  droîici 
passant  par  le  même  point  P,  de  manière  que  Ton  ait 

PB*  =  PA  X  PA', 

les  trois  points  se  trouvent  placés  sur  une  même  circonférence  tan-^ 
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fit/Oekh  droite  PB  au  point  B  ;  —  ou  bien  encore,  le  cercle  pas- 
sant par  le  point  A  9  et  tangent  à  la  droite  PB  au  point  B ,  passe 
aussi  par  le  point  A!» 

THÉOKiME  IV.    {Fig,  i55.)  Fie.  i55. 

>*«  tSO.  **  Dans  tout  quadrilatère  inscriptible  ACBD ,  le  rec- 
tangle des  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  rectangles  des  côtés 
tpposés  [c'est-à-dire  que  l'on  a 

AB  X  CD  =  AC  X  BD  -4-  AD  X  BC]. 

En  efiel ,  menons  par  le  point  G  une  droite  CE  qui  forme  avec 
C4  i'aogle  ACE  égal  à  l'angle  BCD  ;  ce  qui  donne  aussi 

angle  ECB  =  angle  AGD. 

Cela  posé,  on  forme  ainsi  deux  triangles,  C£A,  CBD,  sem- 
blables entre  eux  comme  ayant  deux  angles  égaux ,  savoir  :  les 
ugks  ACE ,  DCB ,  égaux  par  construction ,  ainsi  que  les  angles 
CAE,CDB(d<»I9!I). 

D'où  l'on  déduit  d'abord,  en  comparant  les  cétés  homologues, 

AC  :  CD  ::  ae  :  bd; 

donc  CD  X  AE  =  AC  X  BD. 

La  comparaison  des  côtés  homologues  dans  les  triangles  sem- 
blables BEC ,  ADC ,  donnerait  également 

AD  :  CD  ::  be  :  cb; 

d'où  CD  X  BE  =  AD  X  BC. 

Si  maintenant  on  ajoute ,  membre  à  membre,  les  égalités  qu'on 
^Dt  d'obtenir,  il  en  i^ulte 

CD  X  AE  -h  CD  X  BE  =  ACXBDH-ADX  BC, 

wx  CD  X  AB  =  AC  X  BD  -H  AD  X  BC; 

C.  Q.  F.  D. 

N*"  951.  —  ScouE.  —  Ce  théorème  est  susceptible  d'une  foule 
<l*applications  dont  voici  les  principales  : 


X 
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♦^ 


^'  '-Î,  <-;,  *^ 

"^^    <f      ♦  ''i/î  fl/r,  connaissant  la 


''^^  %''>'*  '^  corde  de  Tare 

'iv       ^  '5'-;^    *  apport  à  <i. 

%   ^^5r^  ^4^  '<      y^  Tnoyen  de  la 


-^      1^  >^    ^-^    '^  Fie.  i56. 


y 


.,r»  — r\/4'''  — ^'; 


.as  loin  ces  applications,  qui  renfer- 
algébriques;  mais  nous  engagerons  les 
«abitude  de  ces  sortes  de  calculs  ,  à  dégager 
Aormule  (i),  ce  qui  donnera  la  corde  ai  ou  h  de  la 
deux  arcSy  au  moyen  des  cordes  cethouaide ces  arcs. 
^c  même,  en  supposant  connus  a ,  b  y  Cy  tâcher  de  déter- 
rer /*;  œ  qui  donne  alors  la  valeur  numérique  du  rayon  du 
^jrle  circonscrit  à  un  triangle ,  au  moyen  de  ses  trois  côtés, 

— — r-MB  ■ M-MI  I ■  --TTT    _  |—  "      I 

{*)  Cette  expression  peot  d^ailleun  être  transformée  en 
ar  m  élerant  Tone  on  Pantrc  au  carré,  on  trouve  également 


2r« 


—  rv'4r*  —  c*. 
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|0  —  Trouver  la  corde  AB  de  la  somme  de  deux  ares  AC,  CB. 
connaissant  les  cordes  de  ces  arcs. 

Nommons ,  pour  abréger ,  a ,  6 ,  c,  les  trois  côtés  BC,  AC,  AB, 
du  triangle  ABC  (*) ,  et  r  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  ce  trian- 
gle ;  tirons  d'ailleurs  le  diamètre  COC  =  ir,  ainsi  que  les  conte 
AC',  BC  [que  Ton  peut  nommer  supplémentaires ,  comme  soateo- 
dant  des  arcs  A€S  BC»  supplémentaires  de  AC,  BC]. 

Cela  posé ,  le  quadrilatère  inscrit  ACBC'  donne  »  en  Tertu  à 
théorème  précédent , 

AB  X  ce  =:  AC  X  BC  -f-  AC  X  CB; 

mais,  des  triangles  CAC,  CBC,  rectangles  en  A  etB  (v^  iVd\, 
on  déduit  (n*"  204) 


AC  =   V^CC»  —  ACS     BC  =  \/CC»  --  BC; 
ou,  à  cause  de     CC  =  2r,     AC  =  ^,     BC  =  a, 
AC  =  v^4r»  —  b\  BC=  v/4r'  —  a\ 

L'égalité  ci-dessus  devient  donc 

e  X  tir  =  b  .  v^4'''  —  a'  -h  fl  .  j/4'"'  —  b^; 


b^ 
2r      '    ■  2r 


d'où     (i)       c  =  —  .  v/4r»  —  fl»  -f-   ~  .  /4r»  —  6», 


formule  qui  détermine  la  valeur  numérique  de  c ,  en  fonction 
de  a ,  ^ ,  et  r  :  [il  reste  à  efTectuer  les  opérations  arithmétiques 
indiquées  par  le  second  membre]. 
Fie.  iSfi.      ^** —  Trow?er  la  corde ^  AB  =  c  [fig,  i56  ),  du  double  d'un  arc, 
connaissant  la  corde,  BC  z=z  a  ^  de  cet  arc. 

Il  suffit  de  poser  b=i  a^  dans  la  formule  précédente,  qui  donne 


(*)  Quand  on  veut  exprimer  par  une  seule  lettre  chacun  des  c6tës  d  «^ 
triangle  quelconque,  il  est  dWage  de  représenter  ces  c6téB,  respeciîTe^ 
meot  par  les  lettres,  en  petits  caractères,  qui  désignent  les  sonmets  d^ 
angles  opposés.  — Ainsi,  a,  by  c,  sont  los  côtés  opposés  aux  an{;lH 
A,B,C 
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alors 

c=    -^  .  \l ir^  —  a'  -h  ~  .  yJir^-^a\ 
oa  simplement , 
'2)  c  =z  ^  ,  ^  4'"'  —  ^  '  • 

3"  —  Trouper  la  corde  de  ia  moitié  d'un  arc ,  connaissant  la 
:orde  de  cet  arc, 

Poisqae  c  est  la  corde  de  l'arc  doable,  et  a  la  corde  de  l'arc 
Bmple,  tout  se  réduit  à  résoudre  l'égalité  (a)  par  rapport  à  a. 

Mais  on  peut  arriver  au  même  résultat ,  par  le  moyen  de  la 
^ure  i56.  —  On  a,  en  effet ,  dans  le  triangle  CBC^  Fig.  i56. 

CB>  =  a  X  CC'   (n*» 226,  jco/.  n ). 
)r,      a  =  OC  —  01  =  OC  —  v^OB»  — BI'  (n»  204); 

Toù    a  =r  r—  %/  r*  —  î-    là  cause  de  BI  =  —  =  —  1  • 

)onc  fl»  =  2r  ir  —  i/r'  —  yj  ==  2r*  —  r  s/ ^r^  —  c'  ; 

*  par  conséquent ,  

3)  a  =  >l  ir^  --r  ^  ^^  —  c'  (*). 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  applications ,  qui  renfer- 
nent  quelques  difficultés  algébriques  ;  mais  nous  engagerons  les 
énnes  gens  qui  ont  l'habitude  de  ces  sortes  de  calculs  ,  à  dégager 
ioit/r,soit  6  de  la  formule  (i}^  ce  qui  donnera  Im  corde  sl  ou  h  de  la 
^fférence  des  deux  arcs,  au  moyen  des  cordes  cethouade ces  arcs. 

On  peut  même,  en  supposant  connus  a,  6,  r,  tâcher  de  déter- 
ùner  r;  ce  qui  donne  alors  la  valeur  numérique  du  rayon  du 
cercle  circonscrit  à  un  triangle ,  au  moyen  de  ses  trois  côtés. 


(*)  Cette  expreMion  peut  d^ailleun  être  transformée  en 
ar  «il  éirrant  Tane  oa  Tautrc  au  carré,  on  trouve  égolcmont 


2r* 


—  r^^r*  ^c\ 


IQ2  LIV.    II.    —    CHAP.    II.    §    I. 

N^  952.  —  ScoLiB  ciNiRiUL.  —  Les  questions  traitées  dans  ce  pa- 
ragraphe ,  et  dans  quelqiies-uns  du  chapitre  précédent,  peuvent 
être  considérées  comme  servant  de  base  à  la  géométrie  analytique, 
puisqu'elles  fournissent,  sous  une  forme  générale,  des  relations 
numériques  entre  des  lignes  connues  et  des  lignes  inconnues. 

On  voit  en  outre  que ,  plusieurs  de  ces  relations  renfermant  de 
radicaux,  les  lignes  inconnues  doivent  être,  en  général,  incom- 
mensurables avec  les  lignes  données. 

Cest  ainsi,  par  exemple ,  que»  le  côté  d'un  carré  étant  suppose 

égal  à  I ,  sa  diagonale  est  représentée  par  ^2  (n*^  M4,  coroi.]] 
ce  qui  prouve  que 

La  diagonale  d'un  carré  est  incommensurable  avec  son  côté. 

On  arrive  encore  à  ce  dernier  résultat  par  une  simple  app]ica> 
tion  du  théorème  relatif  à  la  tangente  {n?  829). 

Fie.  157.  ^^*  '  ^°  ^^^^  >  '®  ^^^^  ABDC  (yfg.  157) ,  dans  lequel  on  suppose 
AB  =  1.  Décrivons  du  point  A  comme  centre,  et  avec  AB  poui 
rayon,  une  demi-circonférence  qui  rencontre  AD  prolongé  aiu 
points  £ ,  F. 


On  a  (n*»  229) 

DE:DB::DB:DF, 

ou 

DE:  I  ::  1 :  2 -h DE; 

d'oii 

DE—        '       . 

DE 


Donc  V^  =  AD  =  I  4-  DE  =  I  H =r^ 


=  I  H =  I  -t- 


^-^r^rm         ^-^ 


2  -4- 


2   -h    DE 


etc, ,  etc. 


Ainsi  l'on  trouvera  toujours  un  reste,  quelque  loin  que  r<^ 
pousse  Topération,  puisque  la  valeur  de  AD  est  expriniée  ps 
une  fraction  continue  périodique.  Par  conséquent,  le  rapport  ^ 
AD  à  AB  est  incommensurable. 
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N.B.  —  U  est  à  remarquer  que  la  démonstration  précédente 
fournit  un  moyen  géométrique  de  développer  le  nombre  incom- 

jnensurable  yâ  en  fraction  continue. 

Nous  aurons  bientôt  Toccasion  de  rencontrer  d*autres  lignes 
remarquables  y  qui  sont  dans  un  rapport  incommensurable  avec  la 
ligne  prise  pour  unité. 

§  IL  ^  Evaluation  des  côtés  et  des  aires  dans  les 
polygones  réguliers  quelconques. 

Observation  préliminaire,  —  Quelques-unes  des  propositions 
gui  feront  partie  des  paragraphes  suivants,  sont  plutôt  des  pro- 
bièmes  à  résoudre  que  des  théorèmes  à  démontrer,  puisqu'elles 
ont  pour  objet  spécial  la  détermination  de  certaines  grandeurs 
inconnues,  au  moyen  d'autres  grandeurs  supposées  connues.  Mais 
eonmie  ce  sont  des  problèmes  théoriques,  nous  donnerons  à  ces 
propositions  la  forme  ordinaire  des  théorèmes. 

THÉORiME  I.  {Fig,  81.)  FiG.  81. 

s®  233.  —  L'aire  d'un  pofygone  régulier  quelconque  ABCDEF 
m  égale  à  la  moitié  du  produit  de  son  périmètre  par  l'apothème 
DG  ou  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

En  effet ,  les  triangles  égaux  et  isoscèles  OAB,  OBG,  OCD,  .\  . 
(n^^isa),  donnent 


OAB  =  AB  X 
OBC  =r  BC  X 


OG 

OG 

2    ' 


OCD  =  CD  X  ^,...   {n"2i7); 

donc  aire  ABCDEF  =  ( AB  -4-  BC  -f-  CD  4-  ...  )  X  ^^ 


2    ' 


on  ,  pour  abréger,  A  =  -  P  X  R  > 

2 


i3 


194  i''^«  I'*  —  CHAp.  n.  —  §  II. 

A  déflignaok  Taire  da  polygone,  P  le  périmètre ,  et  r  Tapothème, 

ou  le  rayon  du  cercle  ipscrit. 

ScoLiE.  —  Nommons  R  le  rayon  du  polygone  (n®  ISS),  n  le 
nombre  des  côtés ,  et  a  un  côté  quelconque. 

Le  triangle  OGA  donne  OG  =  \/0A»-— AG'  (n«  «04}  j  d'où,  en 

AB      a 
employantlesnotations  convenues,  et  observantqueAG= — =.-  -, 

^0  ^ 


=  v^" 


On  a  d*aiileui*s  P  =  /i .  a  ; 

na  v^4R'  — «' 
donc  A  =  ^"7 ; 

4 

ce  qui  donne  Texpressîon  de  Taire  d*un  polygone,  quand  on  en 
connaît  le  côté^  le  rayon  y  et  le  nombre  des  côtés. 


TnioEÀME  II. 

N^  254.  —  Les  périmètres  de  deux  polygones  réguliers  sembla- 
bles sont  proportionnels  aux  rayons  des  cercles  inscrits  ou  circon- 
scrits; —  et  — L£urs  aires  sont  proportionnelles  aux  carrés  de 
ces  mêmes  rayons, 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n®  SOO)  que  deux  polygones  ré* 
guliers  d'un  même  nombre  de  côtés  sont  des  figures  semblables. 

Réciproquement:  deux  polygones  réguliers,  pour  être  sem- 
blables, doivent  avoir  un  même  nombre  de  côtés;  car  si  4e  nombre 
des  côtés  était  différent  dans  ces  polygones,  les  angles  de  Tun  n« 
seraient  pas  égaux  aux  angles  de  l'autre  (n®  135);  ce  qui  impli- 
querait contradiction  avec  la  propriété  du  numéro  196. 

Il  suit  de  là  que  les  angles  au  centre  ainsi  que  les  angles  à  la 
base,  sont  égaux  chacun  à  chacun  dans  les  deux  polygopes;  donc , 
les  triangles  isoscèles  qui  ont  leurs  sommets  aux  centres  de  ces  po^ 
lygones,  sont,  chacun  à  chacun,  équiangles  et  semblables.  Lc^ 
rayons  des  cercles  inscrits  et  circonscrits  sont  alors  des  lignes  ho> 
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nioiogues;  et,  en  appliquant  à  ces  polygones  la  proposition  générale 
du  n®  Sti ,  on  est  conduit  au  théorème  énoncé  ci-dessus. 

Soient  R  et  R',  ret  r',  a  et  û',  P  et  P',  A  et  A',  les  rayons , 
les  apothèmes  y  les  côtés  homdogues ,  les  périmètres,  et  les  àitts , 
de  ces  deux  polygones  ;  on  a  les  relations 

i*»   P  :  P'  ::  R  :  R'  ::  r  :  r'  ::  a  :  a'; 

2?   A  :  A'  ::  R»:  R"  ::  r':  r'>  ::  «>:«'».     .. 

....  .  .      , 

Théokeme^III.  (Fig.  107^)  ^  .  Fio.  107. 

>'^S5tf .  —  Connaissant  le  côté  [AB  =  a],  «r  /<?  /u^o/i  [OA=R] 
d'un  polygone  régulier  [àe  n  côtés ],  on  peut  toujours  obtenir 
—  \^ —  la  valeur  du  côté  AC  du  polygone  régulier  d'un  nombre 
socs  DOCBiA  de  côtés  i  -—2^  —  la  valeur  du  côté  AI  dut  polygone 
rrgulier  d'un  nombre  double  de  côtés;  —  3^ — enfin,  le  rayor^  Olft 
d  it  côtéViiS^  du  polygone  circonscrit  semblable  au  polygone  pro- 
posé.  .   ;  ;    . 

[  Le  rayon  R  est  commun  aux  trois  polygones  dont  AB ,  AG ,  AI , 
sont  les  côtés.  ]  . 

i*^  —  Gomme  AG  sputen4  un  arc  doubla  dç  Vs^ff  aoutepdu.  par 
àB=atîi  suffit  de  r^mplac^r  dans  la  ibnnule.(2)  du  numéro  V^i , 
*-  par  AC,  et  r  par  R. 


■■«'>''  •  •  <\  j 


11  vient     (1)  AC  =ib  ^V4R'  — «'• 

1^  —  On  obtient  de  même  la  Ttiléur  de  AI,  an  moyen  delk  for> 
mule (3)  du  même  numéro,  en  y  posant  r  =  R,  ^et  a'-rt  AIJ  ce 
^donne 


21  AI=  v'aK'  —  Rv^4R'  —  «'. 

3*>  —  Quant  aux  valeurs  de  OM  et  de  MN ,  les  deux  triangles 
semblables  OMN,  OAB,  dont  01  et  OK  sont  des  Kgnes  homo- 
logues, donnent 

OM  :  OA  :.:,oi  :  Oïl,    4'oii*    ou  =  *  '^    , 
MN  :  AB  ::  Oi  ;  Q^,.  dou,  MN  =^^^?^ 

i3. 
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maîsona    OA.=rOI  =  R,  AB  =  a,  0K==  - VÎ^^— «'(n«»204)j 
donc    (3)    0M  =  — J:^L=,     MW=      ^'''^ 


C.  <?.  F.  7). 

ScoLiE.  —  Conuaissant  le  rayon  et  le  côté  de  chacun  des  trois 
nouveaux  polygones,  on  peut  en  déduire  les  Yaleurs  de  leurs 
aires,  en  remplaçant  ^  dans  la  formule 

.       /ïii  V4R'  —  «' 

.A= ^ , 

/t,  a^  Ry  par  les  valeurs  respectives  qu'on  vient  d'obtenir  [n  doit 
être  remplacé  par  -  pour  le  premier  polygone ,  par  2#t  pour  le 
second;  il  reste  le  même  pour  le  troisième]. 

Fia  107.  TnioaiiiElV.  (/^^.  107.) 

N"  956.  —  Connaissant  les  aires  A ,  B ,  rftf  ^*£ix  polygones  ré- 
guliers, l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit  d'un  nombre  n  de  cotts 
[  AB  et  MP^  en  sont  les  côtés] ,  on  peut  toujours  obtenir  les  aires 
a! y  B'y  des  deux  polygones  réguliers,  l'un  inscrit,  l'autre  circon- 
scrit,  d'un  nombre  double  de  côtés. 

Nous  avons  déjà  va  (  n®  166)  que  AI  et  mn  soat  les  côtés  de  ces 
deux  polygones. 

Remarquons  en  outre  que  Ton  a  9  diaprés  \aL  figure ,  les  reUtioa^ 
suivantes  : 

A=2/i.0AK,  B  =  2/î.0MI,   A'=2/t.0AI,    B'  =  2n,0Amli 

I  r 

d*où  il  suit  que  les  rapports  entre  les  aires  A,  B ,  A'^  B'»  compa- 
rées  deux  à  deux,  sont  les  mêmes  qu'entre  les  aires  des  troi^ 
triangles  OAK,  OMI,  OAI,  et  du  quadrilatère  OAmI  ;  ainsi ,  tout  si 
réduit  à  déterminer  les  rapports  qui  existent  entre  ces  quatre  deiH 
nières  figures. 

Cela  posé ,  on  a  d'abord,  en  comparant  lés  trois  triangles  OMI,' 
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GAI ,  OAK  9  et  observant  que  AK  est  parallèle  à  MI , 

om  :  OAi  ::  OAi  :  oak    {n^' u9  ,  scoVe]  ^ 

ou,  remplaçant  ces  rapports  de  triangles  par  ceux  des  polygones^ 

J9       •       A         •  a       A         m       A  y 

donc  déjà    (i)  A'  =  v^A.B. 

En  second  lien,  comme  dans  le  triante  OMI,  la  droite  Ont 
divise  l'angle  O  en  deux  parties  égales ,  on  a  la  proportion 

M/71  :  /Tii  ::  OM  :  oi       (n«îO«). 

Or,  les  deux  triangles  OMm,  Oml,  ayant  même  hauteur  01, 

donnent 

OUmlOml  ::   Mm   :   iTiI         (n<>5litf); 

et  d'un  autre  côté,  les  triangles  OAI,  OAK,  ayant  aussi  même 
hauteur  AK ,  on  a 

OAI  :  OAK  ::  oi  :  OK  ::  om  :  oa  ::  OM  :  Oi;  ^ 

il  en  résulte  donc      OMin   :  0ml  ::   OAI  :   OAK, 
et  par  conséquent , 

OUm  -h  Owl  :  Oml  ::  OAI  -f-  OAK  :  OAK , 

ou,  doublant  les  conséquents,  et  observant  que 

OMi7t  +  0/7iI=::OMI,     et     20mI=:0AmI, 

OMI  :  OAmi  ::  oai  -+-  oak  :  2  oak. 

Substituant  enfin ,  conformément  à  la  remarque  .qui  a  été  faite 
plus  haut,  à  la  place  des  trois  triangles  OMI ,  OAI ,  OAK,  et  du 
c[uadri]atère  OAiiiI ,  les  polygones  dont  ils  font  partie,  on  obtient 

B  :  B'  ::  A  -h  A'  :  2A. 

_,       2A.B  ^,  aA.B 

Donc  B'  =  -- n     ou     B'  = 


A-4-A'  A  ^-  VÂTB 

C.   Ç.  F.  D. 

ScoLiE.  —  En  jetant  les  yeux  sur  les  deux  formules  qu^on  vient. 
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d'obtenir,  il  est  aise  de  voir  que  Ton  a  les  deux  relatM>iis  A'  ^  A, 
niaisB'<^B. 

En  effet,   on  a  d'abord   v'^ÂTb  >  V^ArÂ>  v/A'>>  A;    dooc 

A'  >  A. 

_              2A.B  -    «  ^  2A 

Ensuite -;,  pouvant  se  mettre  sous  la  forme  B  X 


-h  A'"^  '^  A-+-A" 

2  A  2  A 

est  moinire  que  B,  puisque    ■>  ■■  ^  est  <^  -—     ou     <C  > • 

■ 

Ainsi ,  —  Les  aires  des  polygones  réguliers  inscrits  à  une  ménK- 
circonférence  de  cercle ,  augmentent  de  plus  en  plus;  — et,  au  con- 
traire,-^i>i/9a(^go/ser  réguliers  cimonscHts  diminuent  de  plus  en 
plus,  à  mesure  que  le  nombre  des  côtés  devient  de  ^  en  n /bis plus 
grand. 

C'est  ce  qu'on  recœinaît  aussi  facilement  à  l'inspection  de  la  fi- 
gure. —  Cette  remarque  nous  sera  bientôt  fort  utile. 

Évaluation  des  eAtés  et  des  aires  dans  les  polygones  réguliers  d^unç 

espèce  donnée, 

FiG.  i58.  TniéoaiMB  V.   {Fig,  i58.  ) 

N°  257.  —  La  edté  AB  de  Vhexagof^  régulisr  inscrit  est  égal  au 
rayon. 

Menons  OA  et  OB  ;  TangleO  du  triangle  OAB  vaut  les  j-  ou  les  f 
d'un  angle  droit  (n?  BO)  ;  il  reste  donc  pour  les  deux  autres  angles , 
2  —  Y ,  ou  les  7  d'«/i  angle  droit j.  et  comme  on  a  OA  ^=:  OB ,  il  en 
résulte  angle  OAB  =  angle  OBA  =  |;  ainsi  le  triangle  OAB  est 
équilatéralf  et  donne 

AB  =  OA  =  OB  =  R  ; 

C.   Q.  F.  D. 

Corollaire  I.  —  Le  côté  AC  du  triangle  équi latéral  inscrit  est 

au  rayon  dans  le  rapport  y  3  ;  i . 

Si  Ton  fait  dans  l'expression  (i)  du  numéro  25^,  /i=  R,  on 

« 

trouve  AC  =  5^ .  )/ZK'  =  R  v'3  ; 
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d'où  AC  :  R  ::  v^  :  I. 

CoEOLLAiEB  II.  —  Le  côté  du  triangle  équilatéral  circonscn'i 
est  double  du  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit. 
Il  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  remplacer  dans  la  valeur  de  MN 

(n*25tf),  a  parR  ^  ;  ce  qui  donne 

V^4R»— 3R» 

If.  JB.  —  La  hauteur  EL  du  premier  triangle  est  ^le  à  '  R  : 
car  on  a  EL  =  EO  -f-  OL  =  R  +  f  R  (n*»  76} ,  puisque  la  fi- 
gure OABG  est  un  losange  ;  donc    EL  =  f  R. 

Donc  ia  hauteur  du  second  est  égale  à  3  R  (  n®  MO}. 

CoEOLLAiEE  Œ.  —  Si  daus  l'expression  (2)  du  numéro  955 ,  on 
pose  a  =  R,  ce  qui  donne 


AI  =  V^aR»  —  R  v^3R»  =  R  v^2—  v^, 
on  obtient  ainsi  le  côté  du  dédécagone  régulier  inscrit  (  n®  57  ) . 

CoEOLLAiEE  IV.  —  Enfiu  y  soit  posé  dans  les  expressions  (2)  du 
numéro  85tf ,  a  =  R,  on  trouve  pour  les  valeurs  du  rayon  et  du 
c6té  de  V hexagone  régulier  circonscrit  y 

0M=:4^  =  |R^>     et    MN=?Rv^. 
V3R"      3  S 

ScouE.  —  Ensuite ,  à  Taide  de  la  formule  générale  du  nu- 
méro ft55  9  savoir  : 

/tgv^4R»  — g' 
A= -^ , 

oD  peut  calculer  les  aires  de  ces  différents  polygones. 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  Ton  fait  /i  =  6 ,  a  ==  R ,  on  obtient 
pour  l'expression  de  Vaire  de  V hexagone  régulier  inscrit , 

4  2 


20O  LIV.    II.    —    CHAP.    II.    —    §   U. 

De  même ,  en  posant  n=:3y  <i:=R\/3,  on  trouve 

4  4 

et  ainsi  de  suite, 
FiG.  iSg.  Théorème  VI.  (/7^.  iSg.) 

N®  858.  —  JLe  c^r^  du  carré  inscrit  est  au  rayon  dans  le  rapport  \ 

de  ^  à  i. 

Menons  les  deux  diamètres  AB ,  CD,  perpendiculaires  entre  eus ,  | 
et  tirons  les  cordes  AG,  CB,  BD,  DA.  La  figure  ADBC  est  êvi> 
demment  un  carré  ;  et  Ton  a 

AC»  =  AO'  -+-  OC  =  2R»î 

d'où  AC  =  Rv^,    et    AC  :  R  ::  ^  :  i. 

ScoLis.  —  £n  menant  aux  points  A,  D,  B,  C,  des  tangentes, 
on  forme  le  carré  circonscrit  ;  et  l'on  a 

AN  =  AB  —  2R, 

Ainsi,  —  Le  côté  du  carré  circonscrit  est  égal  au  diamètre  du 
cercle. 

Les  aires  de  ces  deux  polygones  sont  d'ailleurs,  exprimées  respec- 
tivement par  2R^  et  4B.*- 

Fic.  iCo.  THioEÂMK  VII.  {Fig.  i6o.) 

N*  859.  —  Le  dite  AR  du  décagone  régulier  inscrit  est  égal  au 
plus  grand  segment  du  rayon  partagé  en  moyenne  et  extrémi 
(n»228,  scolie). 

Menons  les  rayons  OA ,  OB.  —  L'angle  O  du  triangle  OAB  est 

L       1  28 

égal  à  -^  ou  ^  d'ii/i  angle  droit  (n** 86);  il  reste  donc  2  —  =,  ou  ^ , 

pour  la  somme  des  deux  autres  angles  ;  et  commç  OA  =  OB,  il 

s'ensuit  que  OAB=OBA  =  ^. 

Ainsi  chacun  des  angles  à  la  base  du  triangle  OAB ,  est  double 
de  Tangle  au  sommet. 
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Cela  posé ,  tirons  la  bissectrice  BL  de  l'angle  OBA  ;  on  a  la  pro-» 
portion  AL  :  LO  ::  AB  :  OB  (n»  M). 
Biais ,  à  cause  de 

LBO  =  LBA  =  LOB  =  g ,    d'où    ALB  =  aLOB  =  5 

les  deux  triangles  OLB,  ALB,  sont  aussi  isoscèles,  et  donnent 

OL  =  LB  =  ABi 
et  comme  on  a  d'ailleurs       OB  =  OA , 
la  proportion  devient 

AL  :  OL  ::  OL  :  OA. 

D'où  l'on  Toit  que  le  point  L  divise  le  rayon  OA  en  moyenne  et 

extrême  y  et  que  le  plus  grand  segment  OL  est  égal  à  AB ,  côté  du 

décagone  régulier; 

C.  Q.  F.  D. 

Pour  obtenir  la  valeur  numérique  de  ce  côté ,  il  faut  avoir  re- 
cours à  \a  figure  154»  dans  laquelle  nous  supposerons  que  PB  re*  Fw-  i54< 
présente  le  rayon  R  de  la  circonférence ,  et  PA"  le  côté  cher- 
ché AB. 

Or,  d'après  le  scolie  du  n**  898,  le  triangle  rectangle  PBO  donne 

OP  =r  v/OB'-hPB';     d'où     OP  —  OA'  =  y^OB^-hPB» -- OA' ; 
et,  d'après  les  constructions  indiquées  dans  ce  même  numéro,  on  a 

PB=AA',    PA"  =  PA'=OP  — OA',    OB  =  -AA'=~PB; 

2  2 

donc  l'égalité  ci-dessus  devient 


^A^zzri/ipB'-hPB^— ^PB,  =r  i  PB(^/5—  i), 

ou ,  remplaçant  PB  et  PA"  par  leurs  valeurs  R  et  AB , 

AB=-(v/5-.i)R.  n 


^*;  Celte  question ,  traitée  par  l'algèbre,  donne  lien  il  une  cqnation  du 
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ScoLiE.  —  On  pourrait ,  à  l'aide  des  expressions  obtenues  dans 
le  numéro  955 ,  déduire  de  la  valeur  précédente^  œlles  des  côtés  du 
pentagone  et  des  polygones  de  20,  4^9  •••  côtés,  et  par  suite,  celles 
des  polygones  circonscrits  correspondants. 

Mais  il  existe  une  relation  très-remarquable  entre  le  rayon  et  les 
deux  côtés  du  décagone  et  du  pentagone. 
FiG.  160.  Considérons  les  côtés  AB,  BC  [fig.  160),  du  décagone,  et  le  côk 
AC  du  pentagone.  Menons  les  rayons  OB ,  OC ,  et  la  bissectrice  OK 
de  Tangle  BOG  ;  puis  joignons  le  point  B  au  point  I  où  cette  bis- 
sectrice coupe  le  côté  AG. 

Gela  posé ,  les  deux  triangles  isoscèles  ABG ,  BIG ,  sont  sembla- 

I 

blés  comme  ayant  l'angle  G  commun,  et  les  angles  CAB,  IBC,  égaux 
tous  deux  à  Tangle  G  ;  on  a  donc  la  proportion 

AC  :   BG   ::   BG  :  IC;     d'où     AC  X  IC  =  BC. 

Pareillement,  les  deux  triangles  AOG,  AOI ,  sont  semblables  :  car 

ils  ont  d^abord  l'angle  A  commun  ;  de  plus,  les  angles  OCA ,  AOI , 

3 
sont  tous  deux  égaux  aux  ^  à^un  angle  droit,  le  premier ,  comme 

valeur  de  l'angle  à  la  base  d'un  pentagone  régulier  (n®  135)  ,  le  se- 

cond  par  construction  j  puisque  AOK  =  AOB  -h  -  OBC  =  ^  1  ; 

et  la  similitude  de  ces  triangles  donne  encore  la  proportion 

AG  :  OA   ::   OA  :  Ai;     d'où    AC  X  AI  =  OA». 

second  degr^ ,  dont  Taae  des  racines  est  le  résultat  qu^on  vient  d^obteuir 
Désignons  par  R  le  rayon  du  cercle,  et  par  x  la  partie  de  ce  rayon  qoi 
doit  être  moyemne  proportionnelle  :  —  On  a  la  proportion 

H:*::x:R-x, 

d'où  Ton  déduit  x*  -*-  Rx  =  R*, 

.    .         «.        .                          —  R  d:  v^R«  -t-  4R"      R/        _^  /r. 
ou ,  résoWant  réquation  ,  x  = •■ —  =  —  l—  i  :±:  y  S  j. 

'À  3 

n 

La  valeur  qui  correspond  au  signe  supérieur  estx  =  -(->  IH-^)^  et 

c'est  la  seule  qui  réponde  directement  à  la  question;  car  Pautre,  outre 
qu'elle  est  négative,  est  numériquement  plus  grande  que  R. 
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Âjoutoos  maintenant ,  membre  à  membre ,  les  deux  égalités 
(ju'on  vient  d'obtenir  ;  il  vient 

AC  X  IC  -h  AC  X  AI,  =  BC'  H-  0A% 
ou,  réduisant,         AC  =  OA'  +  BC; 

p'est-à-dire  que  —  Le  côté  du  pentagone  régulier  inscrit  est  égal  à 
Vhrpoténuse  d'un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  de  l'angle  droit 
uraient  le  rayon  et  le  eSté  du  décagone  régulier  inscrit, 

TnioEiME  Vni. 

840.  —  Le  côté  du  pentédécagone  régulier  inscrit  est  la  corde  de 
fa  différence  entre  les  arcs  soutendus  respectiçement par  les  côtés  de 
V hexagone  et  du  décagone  ; 

\         1  lo  —  6         I 

car  on  a  ^ r=  — -; =  — =  ; 

o         lo  oo  i5 

ce  qui  fait  voir  encore  que  —  La  différence  entre  les  arcs  soutendus 
parles  côtés  de  l'hexagone  et  du  décagone,  est  égale  au  quinzième 
df  la  circonférence  entière, 

CoEoixAiRE.  —  \j^ pentédécagone  étant  inscrit ,  on  en  déduit  fa- 
cilement les  polygones  de  3o ,  6o ,.. .  côtés. 

Quant  aux  valeurs  numériques  de  leurs  côtés ,  il  faudrait  d'a- 
bord ,  pour  le  pentédécagone ,  avoir  recours  à  la  formule  qui 
[n^  %3i)  donne  la  corde  de  la  différence  de  deux  arcs  au 
iDoyen  des  cordes  de  ces  arcs ,  et  ensuite  faire  usage  des  formules 
du  numéro  113K. 

Scoux  GiniEAi..  —  Il  résulte  de  œ  qui  vient  d*étre  dit  dans  les 
^tre  derniers  numéros,  et  des  principes  établis  dans  ce  para- 
^phe ,  que  Ton  a 

1**  —  Des  méthodes  géométriques  [c'est-à-dire  des  méthodes  où 
Ton  ne  fait  usage  que  de  la  règle  et  du  compas]  pour  construire  les 
Hygones  réguliers  inscrits  et  circonscrits  de  3,  6,  12,  24,..*, 
4*4,8,  16,  32,...,  de 5,  10,  20,  4o,...,  enfin  de  i5,  3o,6o,.... 
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infiniment  petits  : — pes  côtés  sont  dits  alors  leséiémenis  de  la  courbe. 

Et  cette  nouvelle  définition  du  cercle ,  si  elle  ne  parût  pas  très- 
rigoureuse  au  premier  abord ,  a  du  moins  Tavantage  d'introduire 
plus  de  simplicité  et  de  précision  dans  les  démonstrations. 

D'après  Tordre  logique  des  théories ,  nous  devrions  traiter  d*a- 
bord  de  la  mesure  des  circonférences  de  cercle  ^  ]K)ur  passer  en- 
suite,à  la  détermination  des  aires  des  figures  circulaires.  Mais  h 
première  question  offrant,  par  sa  nature,  quelques  difEc^ulies 
d'exposition,  et  n'étant  au  fond  qu'une  série  de  problêmes  ntuné- 
riques,  sera  mieux  placée  à  la  fin  du  paragraphe  dont  le  3*  cha- 
pitre [celui  des  problèmes]  doit  être  la  suite  immédiate. 

Détermination  des  aires  circulaires» 
THioaiME  I. 

N^  246.  —  L'aire  du  cercle  est  égale  à  la  moitié  du  prvdmit 
de  la  circonférence  multipliée  par  le  rayon. 

En  effet,  considérons  une  série  de  polygones  réguliers  cir- 
conscrits ,  dont  le  nombre  de  côtés  devienne  de  2  en  2  fois  plas 
grand.  Les  superficies  de  tous  ces  polygones  ont  pour  mesures 
respectives  (  n®  255  )  la  moitié  du  produit  de  chaque  périmètpe 
multiplié  par  le  rayon  [lequel  rayon  est  constant  pour  tous  ces 
polygones];  donc  aussi  Vaire  du  cercle ,  qui  est  la  limite  de  ces  po- 
lygones (  n°  844),  a  pour  expression  la  moitié  du  produit  de  la 
circonférence  [limite  des  périmètres] ,  muldpliée  par  le  rayon. 

AuTEEMxirT  :  —  Tout  polygone  régulier  ayant  pour  mesure  U 
moitié  du  produit  du  périmètre  par  le  rayon,  le  cercle,  qui  n'est 
autre  chose  qu'un  polygone  régulier  d'un  nombre  infini  de  côtes 
(  n°  S4lf  ) ,  a  aussi  la  même  mesure.  Donc,  etc. 

ScoLiE  I.  —  Soient  R,  G,  et  S ,  le  rayon,  la  circonférence,  et 
Taire  d'un  cercle  quelconque.  —  On  a 

8=1  C.R. 

[  S  est  un  nombre  abstrait  qui  exprime  le  rapport  de  la  surface 
du  cercle  à  l'unité  de  surface ,  et  G ,  R ,  les  rapports  de  la  circon- 
férence  et  du  rayon  à  l'unité  linéaire  (n<*  941).  ] 
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ScOlik  II.  —  On  peut  dire  aussi  que  —  L'aire  d'un  cercle  est 
égale  à  celle  d'un  triangle  qui  aurait  pour  base  la  circonférence 
rrctijtée  (n*MI),  et  pour  hauteur  le  rayon  du  cercle. 

C'est  une  conséquence  évidente  de  Texpression  que  l'on  vient 
de  donner  pour  l'aire  du  cercle ,  et  de  l'expression  de  l'aire  d'un 
triangle  (d®  9ilf). 

THXOEiMS  II. 

N*My,  —  I* —  Dans  deux  cercles  quelconques,  les  circonfé- 
rences [  C  et  C  ]  sont  proportionnelles  aux  rayons  [  R  et  K'  ]  ou  aux 
diamètres  [2R  et  2R'];  —  2*>  —  JLej  aires  [S  et  S']  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  des  rayons, 

i'*  —  Concevons  (n<^  845)  une  série  de  polygones  réguliers 
dont  le  nombre  des  côtés  devient  de  2  en  2  fois  plus  grand,  cir- 
conscrits à  la  circonférence  C,  puis  une  série  de  polygones,  cir- 
conscrits à  la  circonférence  C,  et  semblables  aux  premiers;  et 
désignons  par  R ,  R'>  les  apothèmes  constants  de  ces  deux  séries 
de  polygones ,  par  P,  F,  les  périmètres  de  deux  polygones  sem- 
blables, pris,  l'un  dans  la  première  série,  l'autre  dans  la  se- 
conde. 

Gela  posé ,  nous  aurons  (  n**  S84)  la  proportion 

P  :  F  :  :  R  :  R', 

proportion  applicable  à  deux  quelconques  de  ces  polygones  sem- 
blables; donc  elle  devra  encore  exister  pour  les  limites  C  et  C  do 
lean  périmètres  :  ce  qui  donne 


C  :  C  ::  R  :  R',    ou    ::  2R  :  2R'; 

7!"  —  Multiplions  cette  dernière  proportion  par  la  proportion 
mdente  |R  :  |R' ::  R  :  R',     ou      ::    2R   :   2R'; 

iivient  cx4R:C'X7R'::R':R'%    ou    ::  4r»  :  4R". 

Or,  on  a  CXtR  =  S,  C'XtR'  =  S'; 

donc  S  :  S'  ::  R*  :  R",    ou    ::  4R»  :  4r'»; 

c.   Q.  F,  D, 

^4 


I 


t 
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Autashkett:  —  Les  cercles  pouvant  être  considérés  comme 
des  polygones  réguliers  semblables  d*un  nombre  infini  de  côtés , 
on  peut  leur  appliquer  les  deux  propriétés  du  numéro  SS4; 
donc,  etc,  etc. 

N«  2i8.  —  GoROLLAiKs.  ~  La  proportion     C  :  C  '  :  :  2  R  :  2R' 

peut  être  mise  sous  la  forme  C  :  2R  :  :  C    :  2R'; 

et  comme  on  aurait  pour  un  nombre  quelconque  de  circonfé- 
rences,   C  :  2R  ::  c  :  2R'  ::  c"  :  2R"  ::  C  :  2R*'  ::..., 

on  peut  en  conclure  que 

Le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  un  nombre  con- 
stant, —  quel  que  soit  le  cercle  que  l'on  considère. 

N®  249.  —  ScoLiE  I.  —  On  désigne  ordinairement  par  ir  ce 
nombre  constant ,  qui  joue  un  très-grand  rôle  dans  toutes  les  par- 
ties des  Mathématiques» 

C'est  ce  nombre  y  ou  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
dont  la  dctermindtjon  complétera  ce  paragraphe  ;  mais  on  peut 
prouver  dès  à  présent  qu'il  est  compris  entre  3  et  4. 

En  effet ,  on  sait  (  n**  245  )  que  —  Toute  circonférence  C  est  pUs 
grande  que  le  périmètre  de  l'hexagone  régulier  inscrit,  et  moindre 
que  celui  du  carré  circonscrit. 

Or,  en  désignant  le  rayon  par  R ,  on  a  6  R  pour  le  périmètre 
du  premier  (n°  257  ),  et  8R  pour  celui  du  second  ;  ce  qui  donne 

C  >  6R,     et    C  <  8R, 

d'où ,  en  divisant  par  2  R ,  et  remplaçant  —  par  tt  , 

ff>3,       et       îr<l4î 

ainsi  le  nombre  ir  est  compris  entre  3  et  4  ; 

C.  Q.  F'.  D. 

N«  250.  —  ScoLix  n.  —  Soient  R ,  C ,  et  S ,  le  rayon ,  ladrcon- 
férence ,  et  Paire  d'un  cercle  quelconque. 

La  proportion        tt  :  i  ::  C  :  2R       donne    C=r  2irR  , 
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d'où,enmallipliantpar     -IR,         CX?R  =  S  =  ïrR»; 

ce  qui  démontre  que ,  pour  obtenir  la  longueur  de  la  circonfé- 
rence, il  faut  multiplier  par  le  nombre  constant  tt  la  longueur 
du  rayon  de  cette  circonférence  [ce  rayon  étant  évalué  en  unités 
linéaires  quelconques];  —  quant  à  Vaire  du  même  cercle^  il  faut 
miUtipUer  par  fc  le  carré  du  rayon, 

THioRÂvE  III.  {Fig.  i63.)  Fio.  i63. 

N*  2«Si .  —  L'aire  d'un  secteur  circulaire  OAB  est  égale  à  la 
moitié  du  produit  de  /'fl/r  AB  [ rectifié  (n*  U^I  ) ,  que  Ton  nomme 
sa  hasel  multiplié  par  le  rayon  0 A, 

En  effet ,  il  résulte  évidemment  de  la  définition  du  secteur  cir- 
culaire (ii*>  14  ),  que  deux  secteurs  quelconques  d'un  même  cercle 
soDt  proportionnels  aux  angles ,  et  par  conséquent  (  n^  1 18  )  aux 
arcs  qui  leur  correspondent. 

Ainsi  y  comparant  le  secteur  OAB  au  secteur  OAC  qui  corres- 
pond à  Tangle  droit,  AOC ,  on  a  la  proportion 

secteur  OAB  :  secteur  OAC  :  :  arc  AB  :  arc  AC , 

ou,  multipliant  les  deux  conséquents  par49  et  désignant  par  G ,  S^ 
U  drconférence  et  l'aire  du  cercle , 

secteur  OÂB  :  S  ::  arcAB  :  €. 
Multipliant  de  nouveau  par  ^  R  les  deux  derniers  termes ,  on 
obtient      secteur  OAB  :  S  ::  a/r  AB  X  jR  ^  C  X  t  R  ; 
maison  a  CXiR  =  S    (n«a46)j 

donc  aussi       secteurOAB  =  a/r  AB  X  ift  =  t^*^  AB  X  R; 

C.   Q.  F.  D. 

N.  B.  —  On  peut  dire  encore  que  —  L'aire  d'un  secteur  est 
égale  à  celle  d'un  triangle  ayant  pour  base  l'arc  [rectîRé]  et  pour 
hauteur  le  rayon  du  cercle,  —  (  ^oir  le  seoUe  H  du  n°  !I46.  ) 

Corollaire.  —  Le  segment  circulaire  ANB  (n°  14  )  a  pour  me^ 
fure  la  moitié  du  produit  du  rayon  OA  multiplié  par  la  différence 

.4. 
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entre  Vart  AB  et  la  moitié  de  la  corde  qui  soutend  l'are  douhk 
de  ÂB. 

Car  on  a     segment  ANB  =  secteur  OANB  —  triangle  OAB; 

or,  secteur  OANB  =  -J-  are  AB  X  OA ,  comme  on  vient  de  le 
voir;  et,  si  Ton  prend  OA  pour  base  du  triangle  OAB ,  sa  hau- 
teur est  alors  la  perpendiculaire  BD  abaissée  du  point  B  sur  OA , 

ce  qui  donne       triangle  OAB  =  ^BB'XOJi     (n<>filtf). 

Par  suite ,  segment  ANB  =  7  OA  (arc  AB  —  BD]  ;  mais  BD 
est  évidemment  (  o?  105  )  la  moitié  de  la  corde  AB  qui  soutend 
Tare  BAB'  double  de  BA.  Donc,  etc. 

N°  Wlt,  —  Deux  secteurs  sont  semblables  dans  des  cercles  de 
rayons  différents,  lorsqu'ils  correspondent  à  un  même  angle  au 
centre. 

Fie.  164.  TaioEiME  IV.  {Flg.  i64-) 

Les  aires  de  deux  secteurs  semblables ,  OAB ,  OA'B\  sont  di^ 
rectement proportionnelles  aux  carrés  des  rayons  ou  des  arcs  qui 
leur  servent  de  bases. 

On  a  en  effet 

secteur  OAB  :  secteur  OA'B'  :  :  a/r  AB  X  7  OA  :  «nr  A'B  '  X  t  O A'  ; 

mais  les  arcs  AB,  A'B',  étant  évidemment  dans  le  même  rapport 
que  les  circonférences  auxquelles  ils  appartiennent,  et  œlles-ci 
dans  le  rapport  des  rayons  OA ,  OA'  (  n^  S47  ) ,  il  en  résulte 

arc  AB  :  arc  A!W  .*:  OA  :  O'A', 

d'oii       fl/r  AB  X  j  OA  :  arc  A'  B'  X  7  OA'  :  :  OA»  :  0K'\ 

Donc  aussi 

secteur  OAB   :   secteur  OA'  B'    :  :    OA'    :   OA", 
et ,  par  suite , 

secteur  OAB   :  secteur  OA'B'    ::    (arc  ABY  :  (arc  MB')"* 

C.   Q.   F.   D. 

ScoLiE  I La  différence  AA'B'B  entre  les  deux  secteurs  sera- 
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biables  OAB,  OA'  B%  se  nomme  un  trapèze  circulaire.  Or  y  on  peut 
obtenir  une  expression  assez  simple  de  Taire  de  ce  trapèze. 

Pour  cela,  élevons  aux  points  B,  B',  les  tangentes  indé- 
finies  BL,  B'L',  et  concevons  qu'à  partir  du  point  B,  on  ait 
développé  Tare  BA  sur  la  tangente  BL ,  c'est-à-dire  qu'on  ait  pris 
une  partie  BK  égale  à  cet  arc  rectifié;  tirons  OK,  qui  ren- 
contre B'L'  en  K'  :  je  dis  d'abord  que  B'K'  représente  aussi 
Tare  B'A'  rectifié. 

Car  les  triangles  semblables  OBK ,  OB^K%  et  les  secteurs  OAB, 
OA'B  '9  donnent  les  deux  proportions  : 

OB  :  OB'    ::  bk  :  b'K', 

OB  :  OB'      ::   tf/r  BA  :  fl/r  B'A', 
d'où  BR  :  B'K'   ::   arc  BA   :  arc  B'A'; 

mais  BK  =  arc  BA  par  construction  ;  donc  aussi  B'  K'  =  a/vB'A'. 
Cela  posé ,  les  deux  secteurs  circulaires  OAB ,  OA'  B',  étant  res- 
pectivement équivalents  aux  triangles  OBK,  OB'K'  (n**  SISI,  N.  B.\ 
il  en  résulte  que  le  trapèze  circulaire  AA'B'B  est  équivalent  au 
trapèze  rectiligne  KBB'K'. 

BK  -4-  B'K' 
Mais  celui-ci  a  pour  mesure X  BB'  (n®  91if ,  corol.  2)  ; 

j                         .       ..#•»/««        ^^  A>B  -h  arc  A'  B         _  _ , 
donc  trapèze  kA!B'h=  X  BB'; 

ce  qui  démontre  que  —  L'aire  d'un  trapèze  circulaire  est  égale  au 
produit  de  la  demi'Somme  de  ses  bases  par  la  différence  des  rayons, 

N.B.  —  Il  serait  d'ailleurs  facile  de  prouver,  comme  ci-dessus , 
que  la  demi-somme  des  bases  [ou  la  moyenne  différentielle  entre 
ces  deux  bases]  n'est  autre  chose  que  l'arc  A"B"  concentrique  avec 
Afi,  A'B',  et  passant  par  le  milieu  deBB'. 

Sooux  n.  —  La  couronne  circulaire,  c'est-à-dire  l'espace  com-  Fig.  i63. 
pris  entre  deux  circonférences  concentriques  OB,  OB'  [fig-  1^3  ) , 
n'est  qu'un  cas  particulier  du  trapèze  circulaire;  et  par  conséquent 
&oa  aire  a  pour  expression  :  le  produit  de  la  circonférence  OB'', 
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moyenne  dijfértnticlle  entre  les  circonférences  qui  la  terminent , 
multipliée  par  la  largeur  BB^  [différence  des  rayons  OB,  OB'  ]. 
Mais  on  peut  obtenir  une  autre  expression  de  cette  aire  : 
Nommons  R  et  R'  les  rayons  de  deux  circonférences  conoen- 
triques.  On  a 

cour,  cire.  =  cercle  R  —  cercle  R', 

ou  bien       cour.  cire.  =  ttR»  —  irR'»  =  tr  (  R'  —  R'»  )  (  n»  KO)  ; 

mais  ir(R»  —  R'»)  =  ir(R-hR')  (R  — R'); 

et  si  Ton  pose  la  proportion     R  -h  R'  :  R"  :  :  R"  :  R  —  R',»  j 

a  en  résulte  R"»  =  (R  -f-  R')  (R  ^  R') , 

d'où,  par  conséquent,  cour.  cire.  =  irR"'; 

donc  —  L'afre  d'une  couronne  circulaire  est  égale  à  celle  tTu/i 
cercle  dont  le  rayon  est  moyen  propoxtiomnel  [par  quotient]  entrr 
la  somme  et  la  différence  des  rayons  des  deux  circonférences  con- 
centriques qui  la  comprennent ,  ou  bien  encore  —  d'un  cercle  ayant 
pour  diamètre  une  corde  II'  de  la  plus  grande  circonférence  OB , 
menée  tangentiellement  à  la  plus  petite  OB'  (n"  226 ,  scoL  I). 

Il  serait  d'ailleurs  facile  de  prouver  la  concordance  de  ces  fleux 
expressions  avec  Texpression  donnée  ci-dessus. 

Remarque  sur  les  lignes  brisées  régulières,  ow  portions  régulières 

de  polygones. 

Fio.  i65-  N^  255.  —  Soit  AB  [fig.  i65)  un  arc  de  cercle  terminé  aux 
deux  rayons  OA ,  OB  ;  et  concevons  cet  arc  divisé  en  un  nombre 
quelconque  de  parties  égales^  puis  tirons  les  cordes  AC,  CD,...,  des 

nouveaux  arcs.  Nous  obtenons  ainsi  une  ligne  brisée  ACD B,   ; 

dite  régulière,  qui,  avec  les  rayons  OA,  OB,  détermine  une  por-  ' 
tion  de  plan  que  nous  nommerons  secteur  polygonal  [  par  analogie 
avec  le  secteur  circulaire],  et  de  plus,  secteur  polygonal  régulier,   j 
attendu  que  ce  secteur  jouit  des  propriétés  principales  des  poly- 
gones réguliers. 

D abord,  les  côtés  AC,  CD,...,  sont  tous  égaux  (n^ftOB);  en 
outre  les  triangles  OAC,  OCD,...,  sont  égaux  et  isoscèlesî  d^où 
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il  suit  que  Us  angles  au  centre,  ainsi  que  les  angles  à  la  hase  de 
tous  ces  triangles,  sont  égaux;  enfin,  les  perpendiculaires  abais- 
sées du  centre  sur  les  côtés ,  sont  égales,  —  Donc  le  cercle  décrit  du 
point  0  avec  un  rayon  égal  à  Tune  de  ces  perpendiculaires,  sera 
tangent  à  tous  les  côtés  du  secteur  polygonal  ;  et  la  portion  de  cir- 
conférence, terminée  aux  rayons  OA,  OB,  pourra  être  considérée 
romrae  un  arc  de  cercle  inscrit  à  ce  secteur. 

Chaque  triangle,  tel  que  OAC,  ayant  pœir  mesure  AC  X  t ^I » 
on  peut  en  conclure  que  —  L'aire  du  secteur  polygonal  est  égaie 
à  la  moitié  du  produit  de  son  périmèire  [on  de  la  ligne  brisée  qui 
le  termine]  multiplié  par  Vapothème ,  c'est-à-dire  par  le  rayon  du 
cercle  inscrit,  etc. 

Tant  que  Tare  AB  sera  une  partie  aliquotc  de  la  circonféreiice  OA, 
le  secteur  polygonal  sera  lui-même  une  partie  aliquote  d*un  cer- 
tain polygone  régulier  inscrit  à  la  circonférence  entière.  Mais 
comme  le  rappcj^rt  de  l'arc  à  la  circonférence  est  tout  à  fait  quel- 
conque ,  c^est-à^ire  qu*jl  peut  être  incommensurable^  on  ne  peut 
pas  dire  en  général,  que  le  secteur  correspondant  est  une  portion 
Je  polygone  régulier. 

Maintenant ,  par  les  milieux  G ,  K, . . . ,  des^arcs  AC ,  CD, . . , , 
menons  des  tangentes  ;  et  prolongeons-les  jusqu'à  leur  rencontre  en 

A',  C, ,  B',  avec  les  rayons  OA ,  OC, . . . ,  OB  [on  prouverait  fa- 

cL'ement  que  la  rencontre  a  lieu  sur  ces  rayons]  :  nous  obtiendrons 
ainsi  un  nouveau  secteur  polygonal  régulier  qui  sera  semblable  aa 
premier  comme  composé  de  ttiangles  OA'C,  OC^D', . . . ,  semblables 
aux  triangles  OAC  9  OCD, .... 

Ainsi  les  périmètres  de  ces  secteurs ,  ou  les  lignes  brisées  régu- 
licrcs  qui  leur  correspondent,  sont  proportionnelles  aux  rayons 
du  cercle  inscrit  et  du  cercle  circonscrit;  —  et  leurs  aires  sont  pro» 
portîonnelles  aux  carrés  des  mêmes  ruyons. 

Appelons  B  Taire  du  secteur  polygoftal  circcnsorit,  P  la  ligne 
trisée  correspondante ,  R  le  rayon  du  cercle  donné ,  nous  aurons 

B  =r  P  X  ï  R ,     et     secteur  circulaire  OAB  =  arc  AB  X  7  R. 

Mais  ce  dernier  secteur  est  évidemment,  d'après  la  figure, 
moindre  que  le  secteur  polygonal.  — D'où  l'on  conclut,  à  cause 
dn  facteur  commun  \  R ,     arc  k&<:^  P.  " 

.4* 
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D^âîDeure,  Varc  AB  est  èsiàesBomeat  plus  grand  que  /oiclrligoe 
brisée  inscrite  à  œt  arc. 

Donc  Varc  [rectifié]  qui  sert  de  base  au  secteur  drcalaire,  est 
toujours  compris  y  pour  sa  valeur  numérique ,  emtre  les  deux  iigna 
brisées. 

Enfin,  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  du  n*  SM 
{voyez  la  note  au  bas  de  la  page  206) ,  on  prouverait  que 

La  différence  entre  Vsax  et  l'une  des  deux  lignes  brisées,  00  bien 
entre  le  secteur  circulaire  et  l'un  des  deux  secteurs  polygonaux ,    j 
peut  devenir  moindre  qu 'aucune  grandeur  donnée ,  etc . ,  etc.  ^ 

■ 

Rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

On  démontre  par  des  moyens  qui  sortent  tout  à  (ait  des  éléaients, 
que  le  nombre  tt  est  incommensurable.  Mais  il  exî^e  des  mctfaodfe 
à  l'aide  desquelles  ce  nombre  peut  être  calculé  avec  tout  le  degrc 
d^approximation  qu'on  peut  désirer. 

Nous  nous  bornerons  à  eXposer  ici  les  trois  métbod^  élémen- 
taires principales. 

Première  méthode. 

N**  %M,  —  Le  premier  moyen  qui  ^e  présente  à  Tosprît  con- 
siste à  évaluer,  pour  le  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  i ,  d*après 
la  formule  (2)  du  n^  SS5,  les  côtés  des  polygones  réguliers  inscrits 
dont  le  nombre  des  côtés  devient  de  "^  en  7.  fois  plus  grand,  en 
partant  d'un  des  polygones  réguliers  que  Ton  sait  inscrire  et  dont 
on  a  immédiatement  le  côté. 

Prenons,  par  exemple,  pour  point  de  départ,  V hexagone  ré- 
gulier inscrit,  dont  le  côté  (u®  257)  est  égal  au  rayon. 

Il  suffit  de  faire  a  =  R  =  i  dans  la  formule  qi^  vient  d'être  ci- 
tée ;  ce  qui  donne  a'  =  y  2  —  y/S  [</  désignant  le  nouveau  côtél  ; 

d'où  l'on  déduit  pour  le  périmètre  à\x  dodécagone,  12  y  a — y  3» 
et  par  conséquent  pour  le  rapport  de  ce  périmètre  au  diamètre, 

6  V2— v^3. 
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Remplaçant  dans  la  même  formule  (2) ,  R  par  i,  a  par 

fl'  =  ^2  —  ^3  y    et    AI  par  «", 


on  aura  à  calculer        a"  =  V 2  —  ^^  —  a'^; 

donc  le  rapport  du  périmètre  du  polygone  de  24  côtés  à  son  dia- 


mètre est  12  V  2  —  v^4  —  ^*> 

et  aimi  de  suite. 

On  sait  d'ailleurs  (n^  S4S)  que  les  périmètres  de  ces  polygones 
approchent  de  plus  tn  plus  de  la  circonférence  à  mesure  que  le 
nombre  des  côtés  augmente.  Ainsi  les  expressions  ci-dessus  [que 
Ton  évalue  ordinairement  en  décimales]  donneront  des  valeurs  de 
plus  en  plus  approchées  du  nombre' tt. 

)Iais,  pour  apprécier  1^  degré  d*approxîmation  que  donne  la 
valeur  relative  à  chaque  polygone  y  il  convient  de  calculer  d*a.]^Tès' 
la  formule  (3)  du  n**  8515,  le  côté,  et  par  suite,  le  demi^périmètre 
da  polygone  circonscrit  semblable  à  celui  auquel  on  s'est  arrêté  ;  et 
alors  la  partie  décimale  commune  ^aux  expressions  des  demi-péri- 
mètres du  polygone  inscrit  et  du  polygone  circonscrit ,  représente  la 
valear  de  ir  avec  une  approximation  marquée  par  V unité  da  der- 
lier  ordre  de  cette 'partie  [commune. 

Seconde  méthode, 

y  858.  —  On  a  démontré  (n"  280)  que  Vaire  du  cercle  qui  a  R 
pour  rayon,  est  égale  p,  ttR*. 

Or,  si  l'on  fait  R  =  i  ^dans  cette'expression ,  elle  se  réduit  à  tt  ; 
ce  qui  démontre  que 

ic  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  égal  à  Vaire  du 
cercle  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité. 

Cela  posé,  prenons  p<)ur  point  de  départ  le  carré  inscrit  et 
le  carré  circonscrit,  dont  les  aires  (n®  858)  sont  exprimées  respec- 
tivement par  2  et  4  ;  et  dans  les  formules  du  n**  856, 

V  =  /ÂTb,       ^'  =  1 — -7/       posons       A  =  2,       B  =  4; 

14** 
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il  vient    A'=:v/8,     B^  =      ^^  ,-=      ^  ,-  =  g(\^3^i) 

2  +  v^        I  -^  V2 

[on  a  fait  disparaître  rirrationalité  du  dénoninatair];  et  ces  ex- 
pressions, réduites  en  décimales,  donneront  les  yaleiirs  des  aires 
de  l'octogone  inscôt  et  de  l'octogone  circonscrit. 

Remplaçant  dans  les  mêmes  formules ,  A  et  B  par  les  expres- 
sions qui  viennent  d'être  trouvées  pour  A'  et  B',  on  obdeodra  lei 
aires  A"  et  B"  des  polygones  inscrits  et  circonscrits  de  seize  côtés; 
—  et  ainsi  de  suite. 

,  Tïous  n'entrerons  pas  dans  d Vitres  détails  sur  cette  méthode; 
et  nous  observerons  seulement  que ,  si  l'on  évaluait  la  difTêreDce 
(B'  —  A')  au  moyen  de  la  différence  (B  —  A) ,  on  trouverait 

B'-A'<;(B-A)n;  j 

■ 

ce  qui  démontre  que,  pour  un  Toupie  de  polygones  inscrit  et  dr- 
conscrit ,  d'un  rang  déterminé ,  Verreur  commise  est  moindre  que  le 
quart  de  l'erreur  commise  dans  le  calcul  du  couple  précédent. 


(*)  Voici  le  calcul  alj^ébriquo  : 

A+v^Ab  a  +  Vab 

oa,  multipliant  haut  et  bas  par  y/BH-y^A, 

B'-  A'  =     J'""^^  ,  ( B^  A). 

Or,*  rinégalité  éîidenie        (y/B  —  ^k  )*>  o    ddnne    B  -h  A  —  a  VÎÏÏ>  o; 
d'où,  en  ajoutant  4v^,  •  (v/ÏÏ-hv/Â)'>  4\/ÂB; 

donc        —^ >4>    et  par  conséquent,     ■ — r<T; 

donc  enfin  B'  — A' <  ^(B  — A)i  C.  Q   F.  D. 
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Troisième  méthotle, 

IV°  9S6.  —  Au  lieu  de  chercher  la  valeur  approchée  d'une  cir- 
conférence,  ou  de  Taire  d'un  cercle  dont  le  rayon  est  égal  à  i,  on 
peut ,  an  contraire ,  Chercher  la  valeur  du  rayon  pour  une  circon- 
férence donnée,  —  Cette  méthode ,  que  Ton  nomme  la  méthode 
par  les  isopérimètres  (n®  Mfi),  est  préférable  aux  deux  précédentes, 
à  cause  de  la  simplicité  des  formules  dont  elle  exige  l'emploi. 

Elle  est  fondée  sur  le  lemme  suivant  : 

Lbmmb.  [Fig.  i66.}  FiG.  166. 

Étam  donnés  le  rayon  R  j  et  l'apothème  r,  d'un  polygone  régu- 
lier, trouver  le  rayon  R',  et  l'apothème  r',  d'un  polygone  régulipr 
isopénmétre ,  d'un  nombre  double  de  côtés. 

AsALTSK  et  STHTBisE.  —  Goustruisous  le  cercle  circonscrit  au 
polygone  donné;  et  soient  AB  l'un  des  côtés,  AOB  l'angle 
aa  centre  de  ce  polygone,  OA=:R  le  rayon,  et  0P=  r  l'apo- 
thème. 

Gela  posé ,  Tangle  au  centre  du  nouveau  polygone  devant  être 
moitié  de  Tangle  AOB  (n^  i35),  si  nous  prolongeons  PO  jusqu'à  sa 
rencontre  en  C  avec  la  circonférence ,  et  que  nous  menions  les 
cordes  AC ,  BC ,  l'angle  ACB ,  moitié  de  AOB  (n<>  tUS),  est  l'angle 
dQ  nouveau  polygone. 

De  même,  si  nous  abaissons  OA'  perpendiculaire  sur  CA,  et 
qne  nous  menions  A'B'  parallèle  à  AB,  nous  aurons  A'B'  =  7  AB 
(&*  iS4,  scoliel)  pour  le  côté  de  ce  polygone ,  ainsi  que  CA%  CP', 
pour  son  rayon  et  son  apothème. 

Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  OA'  ==  R',  OP'  =  r'.  Or, 
1»  triangles  semblables    CAP,  CA'P',    donnent  d'abord 

CP'  =  4  CP  =  I (CO  -h  OP)  =  |(0A  +  OP); 

donc     !•>  r'^KR-f-r). 

En  second  lieu ,  le  triangle  rectangle  OA'C  donne  (n^  5103) 

CA'*  =  CO  X  CP'  =  OA  X  CP'; 


\ 
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donc     2»  R'=  ^KXr'; 

et  comme  r'  est  déjà  déterminé ,  le  problème  est  résolu. 

N,  B.  —  Ces  formules  sont  beaucoup  plus  simples  que  œllâ 
des  deux  autres  méthodes,  puisqu'elles  n'exigent  que  la  déter- 
mination de  moyennes  proportionnelles  alternativement  par  dif- 
férence    [t(R^~'')]     et  par  quotient    [^RX  r*\ 

ScoLix  I.  —  De  la  première  de  ces  deux  formules,  à  cause  de 

r  <;  R ,     on  déduit  ^'  !>  i"  (''  -H  '')>    ou    r'^r-^ 

et  la  seconde ,  à  cause  de         r'  <[  |(R  -h  RX  R , 

donne  R'  <  v'r  X  R ,     ou     R'<  R  ; 

ce  qui  fait  voir  que  le  rayon  du  second  polygone  est  moindre  qw 
celui  du  premier  ;  tandis  qu'au  contraire,  V apothème  du  second 
polygone  est  plus  grand  que  celui  du  premier.  —  D*où  il  suit 
que 

La  différence  entre  le  rayon  et  l'apothème  diminue  indéfinimai 
à  mesure  que  le  nombre  des  côtés  devient  plus  grand. 

ScoLiE  n.  —  De  plus ,  on  peut  faire  voir,  comme  dans  le  na- 
inéro  précédent ,  que  la  différence  (R' —  r'  )  est  moindre  que  le  quart 
de  la  différence  {fi  —  r). 

En  effet,  soit  c  le  côté  du  polygone  qui  est  pris  pour  point  de 

départ;  -  est  alors  le  côté  du  polygone  isopérimètre  d'un  nombre 
double  de  côtés;  et  l'on  a  (n^  955)  les  deux  relations 

c*  «'»        c'        I 

d*oii  l'on  déduit 

donc t  à  cause  de  2r'<;R'-hr', 

% 

R— r'<|(R  — r);  T.  Q.  t\  D, 


Ceci  démontre  avec  qnelle  rap 
l— r),(!l'_r'),(R--r-)[~r" 
N°  S87.  —  Application  des  deiu 

Observons  d'abord  que,  tante 
*  S44)  la  limite  supérieure  d'un 
icrits  dont  le  nombre  de  côtés  de 
nous  partons  du  carré  par  exeiUf 
i  donne  4  pour  son  périmètre,  et 
emeot  les  rayonsR,  R',  R",---,  | 
ce  carré  et  des  polygones  de  8, 
ec  le  carré,  nous  finirons  par  ai 
^nie  H")  d'un  polygone  dont  le  pi 
Têrera  pas  sensiblement  (n"  S4S 

cercle  ayant  pour  rayoo  R'*'. 

e  valeur  trè»-approchée  du  rap 
ron  ;  et,  en  divisant  par  a ,  on  ( 
proximation ,  le  nombre  désigné 
11  résulte  d'ailleurs  de  ce  qui  a  él 
e  le  nombre  v  est  toujours  com] 

'P""""'  ?"  s-  ?"  r' 

déterminer  à  chaque  opération  le 

Jnitesen  décimales,  représente  I 
lité  près  de  l'ordre  du  dernier  c 
mmnne.  Il  ne  s'agit  donc  plus  q 
Jculer  les  nombres  R  et  r,  R'  et  r 
Or,  en  supposant  dans  la  figure 
I  rarré,  comme  le  triangle  AOP 
1  en  déduit 

r  op  =  ;ab  =  i. 


aaa  uv.  ii.  —  cup.  ii.  —  §  m. 

R  et  r étant  connus,  les  deux  formule» 

r'=:4(R  +  /-),  B'  =   v^r7,  I 

feraient  connaître  B'  et  r',  ou  le  rayon  et  l'apothème  de  l'ocia- 
gone  régulier  îsopérimèlre  avec  le  carré  ;  et ,  en  remplaçant ,  dans 
les  mêmes  formules,  B  et  r  par  R'  et  r',  on  obtiendrait  le  rajnn 
B"  et  l'apothème  r  '  du  polygone  de  teiie  câtés  ;  et  ainsi  de  suii*". 

Mab  si  l'on  veut  convertir  immcdiatemeot  tons  ces  résultats  en 
fractions  décimales,  le  nwmert)  386  en  TourDÏt  le  moyen.  i 

Après  avoir  réduit  en  décimales  B  =  -j  \3  ei  r  ^j  ,  on  fait 
la  demi/somme  de  ces  deux  fractions,  ce  qui  donne  la  vikur 
de  r';  puis  on  mitlliplie  cette  valeur  de  r'  par  la  valeur  de  B, 
et  Von  extrait  la  racine  carrée  du  produit,  ce  qui  donne  B'. 

On  opère  ensuite  sur  B'  et  r'  comme  on  a  opéré  sur  R  et  r;  et 
qui  donne  R"  et  r". 

Et  ainfi  de  suite  indéfiniment. 

Ce  procédé  se  résume  dans  la  règle  suivante  : 

Formel  une  suite  de  nombres  commentant  par  o  et  i  ,  et  doia 
les  suivants  soient  alternativement,  à  partir  du  troisième  inclusi- 
vement, moyens  par  différence  et  moyens  par  quotient  entre  le' 
deux  qui  les  précèdent  immédiatement  :  —  cette  suite  converge  sans 
cesse  vers  la  valeur  du  rayon  d'une  circonférence  égale  à  4- 

N.  B.  —  Toutes  ces  multiplications  et  extractions  de  radna 
carrées  doivent  être  erTecluées  d'après  les  méthodes  abrégées  que 
fournit  l'Arithmétique  (•). 

Voici  d'ailleurs  le  tableau  des  calculs  exécutés  conformémeni 
à  cette  remarque  : 


(■)  Voyez  le  Triàtê  d'Arilhméliqiie  de  M.  Bourdon  (i^  édition] 
celculi  relillfi  i  II  déterMloallon  du  nombre  ■,  «ont  Imlliiiil*  • 
Im  ddUili DéceiHirM. 
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D'où  il  résulte  que  le  rapport  du  diamètre  à  la  circonfémce  h 
■  *    ' — .  ■  OU  o,3i83og8  ;  et  le  nombre  n^  ou  le  rapport  dt 

la  circonférence  au  diamètre ,  a  pour  valeur 

0.3.83096     *»"     3,. 4.593. 

Cette  division  donne  la  valeur  de  ir  à  moins  â*ttne  unité  pKs 
du  ô*'  ordre  décimal  (^);  et  si  Ton  voulait  avoir  une  plus  gninlr 
approximation,  il  faudrait  d^abord  calculer  R,  R%  K',...  et 
^9  '*'f  r"y...  avec  un  plus  grand  nombre  de  chiffres. 

On  a,  par  d'autres  méthodes ,  poussé  le  calcul  jusqu^à  t4o  ^ 
cimales.  —  Voici  les  vingt  premières ,  qui  sont  plus  que  sufBsiDtn 
pour  les  usages  ordinaires  : 

tr  =  3,14159265358979323846. 

11  est  quelquefois  utile  d^avoir  son  logarithme.  —  On  a 

log  ir  =  0,497^49^^69415385435. 

N*>  Sllft.  — SooLu.  —  Le  nombre  ir ,  exprimé  avec  cinq  déci- 
males seulement,  et  converti  en  fraction  continue,  donne  lien  aui 
réduites  suivantes  : 

I  »         î   •        I •«  >        lis'       a  «4 i » •  •  •  • 

La  seconde  réduite,  -^ ,  dite  le  rapport  d^AacHuiioE,  est  asseï 
fréquemment  employée ,  parce  qu'elle  exprime  ir  à  moins  d'» 
centième  près.  — La  troisième,  due  à  Rivard,  est  peu  usitée, 
parce  que  la  suivante,  qui  porte  le  nom  de  rapport  d'Aoïiv 
Mi^Tins ,  donne ,  avec  le  même  nombre  de  chiffres ,  une  bien  plus 
grande  approximation  ;  le  nombre  \j\  diffère  de  ir  de  moins  d'us 
millionième,  —  Il  est  d'ailleurs  facile  à  retenir ,  car  il  s'obtient 
en  partageant  en  deux  tranches  de  trois  chiffres  le  nombre 

ii3  355; 

ta  partie  à  droite  est  le  numérateur,  et  la  partie  à  gauche  le  th-- 
nomînateur. 


(*)  Vorez  le  Trait  A  d'ArithnuUitfue  cité  plus  h^ul. 
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Enfin,  nous  observerons  que  Texpression  ^  +  ^,  récluite 

en  décimales ,  donne  3 ,  i46 . . . , 

nombre  qui  ne  diffère  de  ir  que  à* un  demi-centième^  c'est-à-dire 
qae  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est  à  très-peu  près 
représenté  par  la  somme  des  côtés  du  carré  et  du  triangle  équila- 
térai  inscrit  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  i  (n*^  S57,  SS8). 

Évaluation  des  arcs  de  cercle  au  moyen  du  nombre  te. 

On  peut  mesurer  de  deux  manières  un  arc  de  cercle ,  soit  en  le 
rap{>ortant  au  quadrant  pris  pour  grandeur  absolue ,  auquel  cas 
lare  est  exprimé  en  degrés  ou  en  grades  (n®  iSO)^  soit  en  cher- 
chant le  rapport  de  cet  arc  rectifié  (n®24l)  au  rayon  pris  pour 
noire. 

De  là  résultent  les  deux  questions  suivantes  : 

PREMliRE    QUESTION. 

N^ÎW.  —  Un  arc  étant  évalué  en  degrés  ou  en  grades,  trouver 
ion  rapport  avec  le  rayon. 

Remarquons  d*abord  que  ir  exprimant  le  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre 9  ou,  ce  qui  revient  au  même,  celui  de  la 

^mi-circonférence  au  rayon,  -  est  alors  le  rapport  du  quadrant 

Qu  rayon. 

Gela  posé,  il  est  clair  que,  pour  évaluer  en  unités  de  rayon 
an  arc  quelconque  A  dont  on  connaît  le  nombre  de  degrés  ou  de 

grades,  il  suffit  de  multiplier  par  —  le  nombre  abstrait  —  (n**  iHO) 

qui  exprime  son  rapport  avec  le  quadrant;    ce  qui  donne  la 
formule 

Il  A=  —  .  -. 

«       2 

Rédproquement.  Secohde  QUEsrioii  : 

Connaissant  le  rapport  d'un  arc  A  [rectifié]  au  rayon ,  trouver 

i5 
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le  nombre  de  degrés  ou  de  grades  qu'il  renferme,  ou  son  /n/pt 
au  quadrant. 

On  déduit  de  la  formule  ci-dessus , 

(a)  -  =  A  •  -  5 

ce  qui  démontre  que,  pour  obtenir  le  rapport  demandé ,  il  faut 
diviser  le  nombre  abstrait  donné ,  supposé  réduit  en  décimales, /w 
la  valeur  de  fr  évaluée  aussi  en  décimales ,  puis  convertir  [d'après 
les  règles  connues  de  l'Arithmétique]  le  quotient  obtenu  en  de- 
grés  ou  en  grades  y  suivant  que  Ton  a  adopté  la  division  sexagé- 
simale ou  la  division  centésimale, 

Nous  donnerons  dans  le  3"  chapitre,  des  applications  de  ces 
deux  règles. 

Sgolie.  —  Ces  deux  règles  exigent  une  modification  lorsqne  le 
rayon  R  de  l'arc  que  l'on  considère ,  n'est  pas  lui-même  pris  pour 
unité  :  on  doit ,  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  au  n^  SM  {scoL  II) 
dans  le  premier  cas,  multiplier  par  R,  et  dans  le  second,  J/W^^r 
parKy  le  résultat  auquel  on  est  parvenu  ;  ce  qui  donne  alors 

fn     n     -  m        ^      V 

A  =  — .-.R         et         — =:A:---. 
n     2.  n  2R 

Remarques  sur  la  mesu9v  des  angles,  et  sur  les  rapports  des  am 

décrits  avec  des  rayons  différents. 

N®  MO.  —  PaxHiiax  axma&qus.  —  On  a  démontré  (n°  119} 
que  l'angle  au  centre  a  pour  mesure  l'arc  de  cerde  compris  entre 
ses  côtés,  en  se  fondant  sur  ce  que  deux  angles  au  centre  sont 
proportionnels  aux  arcs  qu'ils  comprennent,  et  qu'on  suppose  dé- 
crits avec  le  même  rayon.  —  Mais  on  peut  se  demander  quel  se- 
rait le  rapport  de  deux  angles ,  et  par  suite ,  quelle  serait  la  mesure 
d'un  angle,  si  les  arcs  étaient  décrits  avec  des  rayons  différents? 
Pour  résoudre  cette  question,  considérons  deux  angles  quel- 
Fie.  167.  conques  AOB,  A'OL  {fig,  167),  que,  pour  plus  de  simplicité, 
nous  supposons  placés  l'un  sur  l'autre  de  manière  qu'ils  aient  le 
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sommet  commun  O  et  les  côtés  OA,  QA\  dans  la  même  direction } 
soient  d'ailleurs  AB,  A'B'y  les  arcs  décrits  avec  les  rayons  OA^ 
OA',  et  C  le  point  où  Tare  A'B'  est  i*encontré  par  le  côté  OB. 

Gela  posé ,  les  deux  angles  A'OC,  A^OB',  correspondant  à  des 
arcs  A'C,  A'B%  de  même  rayon ,  on  a  la  proportion 

A'OC  :  A'OB'  ::  arc  A'C  :  an:  A'B'     (n°  119), 

ou ,  à  cause  de     A'OC  =  AOB,     et  de     A'OB'  =  A'OL , 
AOB  :  A'OL  :  :  arc  A'C  :  arc  A'B'. 

Mais  les  deux  secteurs  semblables  OAB,  DA'G,  donnent  la  pro- 
portion    arc  A'C  :  fl/r  AB  ::  OA'  :  DA     (n».a52); 

OA' 

doù  Ton  déduit       arc  A'C  =  fl/r  AB  X  ttt- 

OA 

Substituant  celte  valeur  de  Tare  A'C  dans  la  seconde  proportion , 

OD  obtient  « 

OA' 
AOB   :   A'OL    ::   arc  AB  X-p--:   arc  A'  B', 

CJA 

w^*         arc  AB     arcA^W 
ou  bien       AOB   :   A'OL   ::  -777—  :      ^,,      ; 

OA  OA 

re  qui  démontre  que  —  Les  deux  angles  sont  proportionnels  aux 
rapports  de  leurs  arcs  respectifs  aux  rayons  correspondants. 

Soient  9  en  général,  V  et  V  deux  angles  quelconques,  A  et  A' 
les  arcs  compris  entre  leurs  côtés ,  et  décrits  respectivement  avec 
ks  rayons  R  et  R'.  —  On  a  la  proportion 

A      A' 

Prenant  toujours  Vangle  droit  pour  unité  d* angle ,  et  supposant 
que  V  soit  cette  unité,  prenons  aussi  porfr  unité  d'arc,  l'arc  cor- 
répondant  A', 'décrit  avec  le  rayon  R'  égal  à  Vanité  de  longueur  :  il 
vient 


V:  i  ::  I  :  i,    d'où    v  nz  ^^ 


i5^ 
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et  l'on  peut  dire  «lors  que  -^  L'angle  au  centre,  V,  a  poar  me- 
sure le  quotient  de  la  division  de  Varc  qui  lui  correspoiui , /Mr  if 
rayon  R  avec  lequel  l'arc  a  été  décrit. 

Mais  pour  comprendre  le  sens  de  Tégalité  précédente ,  il  ne  £ui( 
pas  perdre  de  vue  (  n®  it9)  que  les  grandeurs  V,  A,  R,  sont  rap- 
portées à  leurs  unités  respectives. 

N®  961 .  —  Segokde  remarque.  —  La  proportion 

arcMC  :  arc  AU  W  OA'  :  OA, 

dont  nous  nous  sommes  servi  dans  le  numéro  précédent,  et  qui 
existe  entré  deux  arcs  correspondant  à  un  même  anglewLcaitKy 
pouvant  être  mise  sous  la  forme 

arc  MC  __  Ok' 
arc  AB  "~  OA  ' 

nous  apprend  que  le  rapport  du  degré  ou  du  gmde ,  dans  on  i 
cercle  R ,  nu  degré  ou  au  grade  dansPUB  cercle  R%  est  égal  à  celui  | 
des  rayons  R  et  R^ 

Ainsi,  le  degré  ou  le  grade,  dans  un  cercle  dont  le  rayon  est 3, , 
n'est  que  les  ^  du  degré  ou  du  grade ,  dans  le  cercle  dont  le  rayon 
est  4- 

Toutefois ,  chacune  de  ces  fractions ,  degré ,  ou  grade ,  n'en  est 
pas  moins  une  même  partie  aliquote  constante  de  la  circonféreoce 
à  laquelle  elle  appartient. 

La  même  proposition  s'applique  aux  deux  arcs  quelconques,  A 
et  A',  supposés  rectifiés ,  pourvu  qu'ils  correspondent  à  un  même 
angle  au  centre  : 

Car  les  formules  A  =  —  .  -.  R,     A'  =  -^.  -.  R'  fn*»  2IïO, 

ni  ri'     *>.  ^ 

seolie),  donnent ,  à  cause  de  —  =z  —r , 

n         n 

A  —  -5: 
A'  ""   R'' 

p^o  969.  —  Troisième  remarque.  —  Nous  terminerons  ce  para- 
graphe par  une  proposition  dont  nous  aurons  occasion  de  faire 
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usage  dans  le  troisième  livre ,  et  qui  se  lie  naturellement  à  tout 
ce  qui  vient  d*étre  dit  : 

THioRiMB.  {rig.  168O  ^*'  *^' 

Dt  deux  arcs  AMB,  AM^B ,  situés  ou  non  situés  dans  la  même 
1^100(0**  Il  )  par  rapport  à  une  corde  commune  AB,  et  moindres 
chacun  que  la  demi  -  circonférence  à  laquelle  ils  appartiennent 
[on  les  suppose  rectifiés],  le  plus  petit  est  celui  dont  le  centre  est  le 
plus  éloigné  du  milieu  "9  de  Ifl  corde  AB. 

Soient  0  le  centre  de  l'arc  AMB ,  0'  le  centre  de  Tare  AM^B; 
et  supposons  PO  >  PO'  i    il  en  résulte  OA  >  O'A ,  et  par  suite , 

angle  AOB  <  angle  AO'B. 
Ainsi  le  rapport  —  de  Tan^lç  AOB  à  Tangle  droit  est  moindre 


m. 


n 


qoe  le  rapport— ^ de  Tangle  AO'B  à  l'angle  droit.  Or,  on  a ,  d*a- 


» 


près  la  formule  (i)  du  numéro  fi«S9 , 

anr  AMB  =  ~  .  -,      «rc  AM'B  =  — -; 

donc,  à  cause  de  —  <C— r»  ^'^  AMB    <^û/rAM'B; 

n        n 

C.   Ç.  F.  D. 

ScoLut.  —  Ce  théorème  donne  lieu  à  une  autre  proposition  gé- 
Bérale  dont  voici  Ténoncé  : 

Si  Von  a  une  série  d'arcs  de  cercle  terminés  aux  extrémités 
d^une  corde  commune  AB ,  le  plus  petit  de  tous  [  rectification  faite 
de  tous  les  arcs]  est  celui  qui  tourne  sa  convexité  à  tous  les  autres. 

Cest  une  conséquence  évidente  de  la  proposition  qui  vient  d'être 
démontrée. 
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CHAPITRE  111. 

PROBLÈMES  SUR  l'ÉTENDUE  DANS  LES  FIGURES  PLâKE». 


Ce  chapitre  aura  trois  paragraphes  y  dont  \e  premier  traitera  de 
la  construction  des  lignes  proportionnelles  et  de  quelques  prohlème 
qui  en  dépendent  ;  le  second  contiendra  des  problèmes  sur  les  airrs 
des  figures  rectilignes  et  circulaires  »  et  le  troisième,  des  applica- 
tions purement  numériques  sur  les  lignes  et  les  surfaces. 

Comme  les  principes  de  Vanalyse  et  de  la  discussion  des  pro- 
blèmes ont  été  suffisamment  développés  dans  le  troisième  chapiir 
du. premier  livre,  nous  insisterons  peu  dorénavant  sur  œs  deox 
parties ,  surtout  en  ce  qui  concerne  les  problèmes  Les  plus  ék^  y 
mentaires.  ! 

S  I.  —  Construction  des  lignes  proportionnelles. 

Fie  169,170.  PaoBLiME  L  {FUg.  169,  170.) 

N**  963.  —  Partager  une  longueur  donnée  AB  en  un  nombre  n 
départies  égales. 

Pour  fixer  les  idées ,  nous  supposerons  qu'il  s'agisse  de  partager 
la  droite  AB  en  5  parties  égales. 

Premiers  coNSTRucnon ,  fondée  siur  le  théorème  du  numéro  181  : 
FiG.  169.  —  i^  —  Au  point  A  {/ig.  169) ,  tirons  une  droite  indéfinie  AX  qm 
forme  avec  AB  un  angle  quelconque  ;  —  2?  —  portons  sur  cette 
droite ,  à  partir  du  point  A ,  5  parties  égales ,  Àp^pq,  qr^^.»^  d^one 
longueur  arbitraire;  —  3° — Joignons  l'extrémité  b  de  la  dernière 
partie  au  point  B  ;  —  4°  —  par  tous  les  autres  points  de  division 
Pt  9  9  '*>•••  9  menons  (  n°  1 54)  des  parallèles  à  B^  ; 

La  droite  AB  sera  divisée  (n^  IBl)  en  5  parties  égales  par  ces  dif- 
férentes parallèles.. 
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y.  B,  —  Ce  moyan  a  rinconvénient  d'exiger  la  construction   - 
(l*un  grand  nombre  de  parallèles. 

ScooimE  coKSTEVcnoir.  —  i  *  —  Aux  points  A  et  B  formons  d^iix 
angles  alternes-internes  BAX,  ABT  {fig.  169),  égaux  entre  eux;  Fie.  169. 
—  n^  —  portons  sor  les  droites  indéfinies  AX,  BY,  et  à  partir  des 
points  A,  B,  5  parties  toutes  égales,  mais  d*une  longueur  arbi-    * 
traire;  —  3**  — joignons  deux  à  deux  par  des  droites  les  points  de 
division  correspondants  [ou  de  même  numéro  d*ordre]; 

Elles  diviseront  AB  en  5  parties  égales  aux  points  P,  Q,  R.... 
En  effet,  d'après  la  construction,  les  deux  droites  AX,  BY,  sont 
parallèles  (n°  47);  et  comme  on  a  kp'=zap\  pq^=p'fj'^»*'i  il  s*en> 
suit  que  kppfa ,  pqq'j^^^*»  sont  des  parallélogrammes  (a®  71)  ;  donc 
A/2,  pp\  qtf^''*  sont  parallèles  ;  donc  y  etc. 

iV^.  B,  — Le  moyen  que  nous  venons  d'indiquer  n'exige  j  à 
proprement  parler,  que  la  construction  directe  des  deux  pa- 
mllèles  AX,  BY,  puisque  toutes  les  autres  /»/>',  qq'f*  se  trou- 
vent déterminées  par  la  jonction  de  points  donnés,  pris  deux 
à  deux.  Du  reste,  le  priocipe  fondamental  est  toujours  le  même. 

I 

TaoïstàvE  coNSTEucTioN.  —  I®  —  Comtruisez  sur  AB  un  trian- 
gle équilâtéral  CAB  (fig.  170);  —  ^°  —  après  avoir  porté  sur  le  Fie.  170. 
côté  CA  [prolongé  si  cela  est  nécessaire]  5  parties  égales  d'une 
longueur  arbitraire,  ce  qui  donne  une  certaine  longueur  CA', 
prenez  CB'=  CA%  et  tirez  A'Bf:  le  triangle  CA'B'  est  semblable  k 
CAB  (n**  i9l),  et  par  conséquent  équilâtéral  lui-même;  — 3" —  re- 
porte» sur  A'B'  les  mêmes  parties  que  sur  CA',  et  tirez  les  droites 

Cp,  Cq,  Cr,. ..  :  elles  diviseront  aussi  AB  en  5  parties  égales  (n°  SOI). 

• 

.Y.  B.  —  Afin  que  les  points  de  division  P,  Q,  R,...,  de  AB, 
M)ient  déterminés  d'une  manière  plus  précise ,  il  convient  que  la 
droite  AB  soit  située  entre  le  point  C  et  la  droite  A'B';  or,  on  peut 
toujours  remplir  cette  condition  en  prenant  sur  CA'  des  parties 
d'une  longueur  suffisante. 

Il  existe  encore  d  autres  moyens  de  résolution,  qui  tous  ont 
pour  but  d*éTiter  Temploi  des  parallèles.  —  Mais  le  second  moyen 

i5* 
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indiqué  xi-dessus  est  celui  dont  ou  se  sert  1«  phis  comnumément 
dans  la  construction  des  échelles  pour  le  levé  des  plans, 

ScoLiK  I.  —  La  division  d*une  droite  en  2,  4»  ^v*  parties  éga- 
les ti'est  qu'un  cas  particulier  du  problème  précédent;  mais  k 
mode  de  construction  du  n^  ItfO  est  préférable ,  en  ce  qu^il  n'exige 
que  la  description  de  deux,  parties  de  circonférences  se  coupaot 
en  deux  points  quUl  sufïït  ensuite  de  joindre  par  une  ligne  droite.     1 

ScoLiB  II.  —  Nous  avons  vu  précédemment  les  moyens  dV 
jouter  des  droites ,  de  soustraire  une  droite  d*une  autre ^  d€  mut-  ' 
tiplier  une  droite  par  un  nombre;  le  problème  précédent  donne 
le  moyen  de  diviser  une  droite  par  un  nombre;  enfin,  nous  avons 
exposé  (n®  t  itf)  le  procédé  pour  obtenir  le  rapport  de  deux  droites^ 
ce  qui  est  la  seconde  manière  d^envisager  la  division. 

Fie.  i6q,  170,  «         ,       •»    /  ^.       /*  X 

,nT.  PaoBiànK  II.  {Fig'  169,  170,  171.) 

N"  264.  —  Diviser  une  longueur  donnée  AB  en  parties  propor- 
tionnelles à  celles  d'une  autre  droite  donnée  MN,   ■ 

Chacun  des  modes  de  construction  indiqués  pour  le  problème 
précédent  est  applicable  à  celui-ci  :  la  seule  différence  consbte 
en  ce  qu*au  lieu  apporter  sut  AX  [fig*  169)  ou  sur  GA  {Jîg.  170^, 
des  parties  égales,  il  faut/?orffr  des  parties  respectivement  égales 
aux  lignes  ^p^pq^  qr  {fig.  191),...,  qui  composent  la  droite  M>' , 
puis  reporter  ces  mêmes  parties,  maïs  dans  un  ordre  inverse,  ■ 
sur  BY  [fig.  169)  ou  sur  À'B'  {fig,  1 70). 

N"  26^5.  —  ScoLiE.  —  On  pout  avoir  à  —  Diviser  unç  droite  AB 
Fie.  17a.  (fig.  1 72)  e/î  parties  proportionnelles  à  deux  lignes  données  [  M  et 
N];  —  ce  cas  particulier  mérite  une  attention  spéciale. 

^Construction,  —  i°  —  Par  les  points  A  et  B  menez  deux  droites 
AX,  BY,  sous  une  direction  quelconque,  mais  parallèles  entre 
elles  [ce  qui  revient  à  faire  deux  angles  alternes-internes  égaux 
BAX,  ABY];  —  2°  ^portez  sur  AX  et  BY,  des  parties  AC,  BC', 
respectivement  égales  à  M  et  N  ;  —  3*^  —  tirez  la  droite  CC,  qui 
rencontre  AB  en  D. 

La  droite  AB  se  trouvera  divisée  au  point  D  dans  le  rapport 
donné. 
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Car  les  deax  triangles  DAC ,  DBC,  sont  évidemment  semblables, 
bidonnent  AD  :  DB  ::  AC  :  BC  ::  M  :  N. 

N.  B.  —  Si  9  au  lieu  de  porter  N  dans  le  sens  BY,  on  porte  cette 
ligne  en  sens  contraire ,  de  B  en  C",  et  qu'on  joigne  le  point  C  au 
)oiDt  Cj  la  droite  CC^  ira  rencontrer  la  droite  AB  prolongée  en  un 
>oint  jy  qui  sera  le  i^nt  conjugué  du  point  D  (n^  SOS,  scoL  II). 

En  effet,  on  a 

ikiy  :  Biy  ::  AC  :  BC  ::  M  :  N  ::  ad  :  db.. 

N**  266.  —  CoKOLXAiHE.  «^Le  5co//^  précédent  fournit  le  moyen 
le  résoudre  une  autre  question  qui  se  reproduit  souvent  dans  les 
applications,  et  dont  voici  Ténoncé  : 

Deux  droites  AB,  CD[fig.  173),  concourant  en  un  point  trop '^vi.  173. 
éloigné  pour  être  déterminé  sur  unefeaiUe  de  dessin,  mener  par 
m  point,  O  ou  (y,  intérieur  ou  ejotériear  à  l'angle  des  deux  droites, 
we  troisième  droite,  OL  ou  O'L',  qui  passe  par  le  point  de  con- 
cours des  deux  premières. 

PunixEK  CAS.  —  I**  —  Après  avoir  tiré  par  le  point  0  unQ  droite         ^ 
quelconque  EOF,  menons  par  un  point  G  pris  à  volonté  sur  AB^ 
la  droite  GK.  parallèle  à  EF;  —  2*^  —  divisons  GK,  qui  est  connue 
de  longueur,  en  parties  proportionnelles  aux   deux   longueurs 
EO,  OFy.  aussi  coxmues. 

La  droite  LO  sera  la  droite  demandée  ;  —  car,  puisqse  Ton  a  la 

proportion  GL  :  LK  :  :  EO  :  OF, 

0  s'ensuit  (n®  SOI,  réc.)  que  les  trob  droites  G£,  LO,  KF,  con- 
courent en  un  même  point. 

Second  c4S.  —  !• — Après  avoir  tracé,  comme  ci-dessus,  les 
deux  parallèles  EO'F',  GK',  déterminons  sur  EO'  le  point  0  con- 
ja^ué  du  point  O'  par  rapport  a  EF  ;  —  2P  -^  divisons  GK  de 
manière  que  l'on  ait  GL  :  LK  ::  EO  :  OF  j  —  3» —  déterminons 
W  point  L'  conjugué  du  point  L. 

La  droite  L'O'  sera  la  droite  demandée. 

En  effet,  puisque  les  points  O,  0',  sont  conjugués,  on  a  (n®  S02 , 

^rol.  n  )  la  proportion  EO'  ':  FO'  :  :  EO  :  OF . 

i5** 
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De  même  y  puisque  L  et  U  sont  copjugués,  on  a  la  propoitloB 

GL'  :  KL'  ::  GL  :  lk; 

mais  par  constructioii, 

GL   :  LK   ::  eo  :  OF; 

donc  aussi  GL'  :  KL'   :  :   EO'  !  FO', 

ou  bien  GK    :  KL'   ::   EF  :  FO'. 

Donc  (a^"  fiOt ,  r^cip^)  les  trois  droites  G£ ,  KF,  L'Cy,  conooiireot 
en  un  même  point. 

N,  B.  —  Dans  la  conslmctiôn  qui  vient  d'être  exposée,  on  peut 
déterminer  le  point  L'  directement ,  sans  quUl  soit  besoin  de  ood- 
struire  d'abord  son  conjugué  L. 

Fie.  174, 175.  PaoBLiMB  m.  (F7g.  174,  175.) 

N®  1167.   —  Construire  une  quatrième  proportionnelle  à  trou 
lignes  données,  M,  N,  P;  —  en  d*auti%s  termes,  —  Trout^ruM 
•         ligne  X ,  qui  forme  le  qt^rième  terme  d'une  proportiam  dont  les 
trois  premiers  soient  des  lignes  données].  M,  N,  P  [M  étant  le  pre- 
mier terme]. 

PRExiiES  CONSTRUCTION.  —  i®  —  Après  avoir  formé  un  angle 
Fie.  174.  quelconque  XAY  (/Ig.  1 74) ,  prenons  sur  AX,  AB  =  M ,  BC  =  î^ , 
et  sur  AY,  ÂD  =  P,  puis  tirons  BD  ;  —  2"  —  menons  par  le  point 
C  la  droite  CE  parallèle  à  BD. 

Le  segment  DE  sera  la  quatrième  proportionnelle  demandée. 
Car  on  a  (n?  185) 

ab:bc::ad:DE,    ou    m:n::p:de; 

puais  on  doit  avoir  aussi 

M  :N  ::  P  :  X; 

donc  X  =  DE. 

DcuxiiME  CONSTRUCTION.  —  Au  Ueu  de  porter  les  droites  M  et 
N  sur  AX,  Tune  à  la  suite  de  Tautre,  on  peut  les  porter  à  partir 
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du  même  point  A  sur  cette  droite,  c'est-à-dire  prendre  AB  =:  M , 
AC  =  N  ;  et  après  avoir  pris  sar  AY,  AD  =  P,  joindre  le  point 
B  au  point  D ,  et  mener  la  droite  GE'  parallèle  à  BD. 

La  droite  A£^  sera  la  quatrième  proportionnelle  demandée  : 

Car  on  aura  encore 

AB  :  AC  ::  ad  :  AE',    ou    M  :  N  ::  P  :  AE'; 

fonc  X  =  AE'. 

N.  M»  —  Cette  deuxième  construction  a  Tayantage  de  donner 
une  figore  mcrfns  étendae.  —  Seulement,  il  faut  avoir  le  soin, 
dans  cliaque  construction ,  de  joindre  d'abord  les  extrémités  des 
deux  droites  qui  forment  les  antécédents  de  la  proportion. 

Taoïsiàn  QOssTaucnoir. —  i^ —  Sur  une  droite  AX  {fig.  175),  Fie.  175. 
ffrrnons  AB  =  M ,  AC  =  N  ;  —  2^  —  au  point  B  menons,  sous  un 
angle  quelconque  ABT,  une  droite  BD  =  P,  et  joignons  le  point 
A  au  point  D  ;  —  3**  —  par  le  point  C  menons  CE  parallèle  à  BD. 

La  droite  CE  sera  la  quatrième  proportionnelle  cherchée  : 

Car  nous  aurons 

AB  :  AC  ::  bd  :  CE,    ou    m  :  N  ::  p  :  ce; 

d'où  X  =  CE. 

N.  B.  —  Quel  que  soit  celui  des  trois  modes  de  construction 
que  l'on  emploie,  il  est  clair  que  Ton  obtiendra  toujours  la  même 
longueur  pour  X,  puisque  cette  ligne  résulte  de  la  détermina- 
tion du  quatrième  terme  d'une  proportion  dont  les  trois  premiers 
sontM9N,P. 

Ce  sont  d'ailleurs  les  circonstances  seules  où  Fou  se  trouve 
placé  pour  la  résolution  d*un  problème ,  qui  déterminent  le  mode 
de  construction  le  plus  avantageux  à  employer. 

CDaoi.LAiax.  —  On  déduit  de  là  immédiatement  la  solution  du 
problème  suivant  : 

Un  point  0  (fig.  176)  étant  donné  dans  l'intérieur  d* un  angle  ¥tQ.  176s 
YAX ,  mener  par  ce  point  une  droite  DOE  telle,  que  les  segments 
DO ,  CE ,  soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné ,  M   :   N. 
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STNTHissB.  —  i^  —  Par  le  point  O  menez  OB  parallèle  à  ÂT;- 
ao  —  construisez  une  quatrième  proportionnelle  aux  trois  ligim 
M ,  N ,  AB  ;  —  3^  —  poFfez  cette  quatrième  proportionndle  de  B 
en  E  sur  AX ,  et  tirez  EOD. 

Vous  aurez  la  ligne  demandée; 

Car,  puisque  OB  est  parallèle  à  AD,  il  en  résulte 

CD  :  OE  ::  AB  :  BE  ::  M  :  n. 

N.  B.  —  Dans  le  cas  particulier  de  M  =  N ,  il  suffit  de  prendre 
sur  AX,  BE  =  AB,et  de/r/vr£OD. 

Lorsque  le  point  donné  O  est  sur  la  bissectrice  de  l'an^  YAX. 
le  problème  général  admet  évidemment  deax  solutions. 

FfG.177, 178.  PaoBLiMB  IV.  {Fig,  177,  178.) 

N®  868.  —  Construire  une  troisième  proportionnelle  à  deitz 
lignes  données  [M  et  N]  ;  —  c'est-à-dire  —  Trouver  une  ligne  \  j 
qui /orme  le  second  extrême  d'une  proportion  dont  le  premier  foit  ' 
une  ligne  donnée  f/L^  et  les  deux  moyens  soient  égaux  à  une  se  ^ 
conde  ligne  donnée  N. 

A  proprement  parler,  ce  problème  n*est  qu^un  cas  pardailier 
du  problème  m,  et  peut  se  construire  d*après  les  mêmes  moyens. 

Mais  il  est  quelquefois  plus  avantageux  d*avoir  recours  au 
deux  constructions  que  nous  allons  indiquer. 

PasMiiEB  coNSTBucTioir.  —  i^  —  Sur  une  droite  indéfinie  AX 
Fie  177.  {fig,  177)  prenons  AB  =  M,  et  dérriwms  sur  cette  droite  uiw 
demi-circonférence  (n®  itti)  ;  —  2**  —  du  point  A ,  avec  un  ravoo 
égal  à  N  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  coupe  la  demi-cîrcoii' 
férence  en  un  point  C  ;  —  3°  —  abaissons  du  point  G  la  perpen<ii« 
culaire  CD  sur  AB. 

La  droite  AD  est  la  troisième  proportionnelle  demandée. 

En  effet ,  on  a  (n<*  11116,  scol.  U) 

AB  :  AG  ::  AG  :  ad,    ou    m  :  n  ::  n  :  ad; 

mais  on  doit  avoir  aussi 

M  :  N  ::  N  :  X; 

donc  AD  =  X. 
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N,  B,  —  Cette  construcrion  suppose  que  M  est  supérieur  on 
au  iDoiDs  égal  à  N ,  tandis  que  la  suirante  peut  être  employée 
dans  tous  les  cas. 

Deuxième  cokstruction.  —  i**  —  Sur  une  droite  AX  {fig.  178),  Fie.  178. 
et  en  un  point  quelconque  A,  élevons  [n^  148)  une  perpendiculaire 
AB  z=  N  ;  —  2**  —  prenons  à  gauche  du  point  A  une  distance 
AC  ^=  M,  et  tirons  CB;  —  3**  —  au  point  B  élevons  BD  perpen- 
diculaire à  BC  : 

IVous  aurons  AD  pour  la  ligne  cherchée. 

En  effet,  on  a(n''S05) 

CA  :  AB  ::  AB  :  ad,  ou  m  :  n  ::  n  :  AD; 

donc  AD  :=  X. 

N,  B.  —  L'extrémité  D  de  AD  sera  d'autant  plus  éloignée  du 
point  A  4  que  M  ou  AC  serïi  plus  petit  par  rapport  à  N  ou  AB. 
Hais  la  construction  est  toujours  possible. 

Problème  V,  (  Fi  g.  1 79  et  1 80.  )  ^^i^ 


i 


N®  269.  —  Construire  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux  « 

lignes  données,  M  et  N  ;  -r-  en  d'autres  termes ,  —  Trouver  une 
^igne  X  qui  forme  à  la  fois  les  deux  moyens  d'une  proportion  dont 
!es  deux  extrêmes  soient  deux  lignes  données  ^M  et  N. 

Premiers  coNSTRtiCTioir.  —  Sur  une  droite  indéfinie  AX 
fis-  '79)»  P^f^  AB  =  M,  BC  =  N;  puis  sur  AC  =  M  -♦-  N  -|-N, 
iécHvez  une  demi-circonférence ,  et  élevez  au  point  B  la  perpendî- 
nilaire  BD. 

Cette  perpendiculaire  est  la  ligne  cherchée;  —  car  on  a 

AB   :    BD   ::  BD  :  BC^ou  M  :  BD   ::   BD  :  N; 

t 

donc  BD.  =  X. 

Deuxième  construction. — Sur  la  droite  indéfinie  AX  (fg»  180), 
^rtez  M  et  N  de  A  en  B  et  de  A  en  C  ;  puis  sur  AB  comme  diamè- 
tre, décriiez  une  demi-circonférence ,  et  élevez  en  C  la  perpendicu- 
laire CD. 

i5** 


f   m 
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La  corde  AD  sera  (d^"  SSG  ,  scoL  II)  moyenne  proporûonneUe 

entre  AB  et  AG,  c'est-à-dire  entre  M  et  N. 

/ 
Troisième  construction.  —  Les  deux  droites  M  et  N  étant  en- 

Fic.  i8o.  cote  portées  sur  AX  {/ig,  180) ,  de  A  en  B  et  de  A  en  C,  décrwa 

sur  la  différence  GB  comme  diamètre  une  demi-circonférence,  ei 

■ 

menez  du  point  A  (n*  170)  la  tangente  AD. 

AD  sera  la  ligne  demandée  (n^  fiSO  ).  ) 

N.B.  —  Le  second  mode  de  construction  est,  en  général,  le  plu^ 
simple  des  trois,  parce  que  la  figure  est  moins  étendue  ;  et  Ton  ne. 
doit  employer  le  troisième  qu'autant  que  Ton  a  déjà  une  demi- 
circonférence  décrite  sur  la  différence  des  deux  lignes  donne» 
M  et  N  ;  ce  qui  arrive  quelquefois  d'après  la  nature  de  la  question 
que  Ton  a  en  vue  de  résoudre. 

N®  270.  —  ScoLiE  GÉNiiRAL  sur  les  lignes  proporHonnelles. 
liCS  trois  proportions 

M  :  N  ::  P  :  X,  M  :  N    ::   iv  :  x,  M»  :  x  ::  x  :  >, 

donnent  lieu  aux  égalités  suivantes  : 

X  =— ^- ,   X=^',  X«  =  MXN,    ouX=v/Mx^. 

Ges  égalités,  desquelles  réciproquement  on  déduit  les  propar- 
tions ,  jointes  à  ces  deux-ci , 

X  =  v/m*  4-  NS"    X  =  s/M'  —  N% 

forment  ce  qu'on  appelle,  dans  \di  Géométrie  et  dans  V  application 
de  l'Algèbre  à  la  Géométrie,  les  expressions  élémentaires  de  la 
construction  des  lignes. 

L'expression  )JW  -h  N»  est ,  comme  on  l'a  déjà  vu ,  Vkj-ptjté- 
misé  d'un  triangle  rectangle  dont  les  côtés  de  l'angle  droit  sont  M 
etN. 

L'expression  v/M'  —  N*  représente  un  côté  de  l'angle  droit  d'un 
triangle  rectangle  dont  M  est  V hypoténuse  et  N  Vautre  côté. 

Or,  nous  avons  exposé  (n"  162)  les  moyens  de  construire  un 
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iDgIe  rectangle ,  longue  l'on  connaît  —  i  "  —  les  deux  côtés  de 
ngle  droit,  —  2"  —  l'hypoténuse  et  UM  e6lé. 
Mosi  nous  pouédona  tous  les  matériaux  nécessaires  pour  la 
istmetion  géométrique  des  lignes.  Cependant,  comme  il  importe 
ramiliatiser  les  commençants  avec  ces  sortes  d'opérations ,  nous 
i(|uerons  encore  les  moyens  de  construire  quel<pies  radicaux 
nériques  [du  second  degré]. 

)ans  un  cercle  dont  le  rayon  est  supposé  égal  à  i, 
I".    t/^  est  la  corde  AB  (Jig.  i8a)  du  quadrant;  ai  d'autres  Fw.  183 
Ms ,  c'est  le  cdté  du  carré  inscrit  ; 

•■'.  \%  est  la  corde  AD  du  double  de  l'arc  soutendu  parle  côté 
=  I  de  lltexagone  :  c'est  le  côté  du  triangle  éqailaiéral  inscrit  ; 
l".  V^  =  ^4  +  •  =  V^M^est  l'hypoténuse  A£  du  trian- 
rectangle  ayant  AA'  =  2,  A'E=OB=i,  pour  c6tés  de 
igle  droit  ; 

i°.  ^=  ^4  +  ^  =  Va'  +  (^)'  est  l'hypoténuse  d'un 
ngle  rectangle  ayant  AA'  =  2  et  AB  =  ^ ,  pour  c6tés  de 
Igle  droit  ; 

)u  hien  encore  ^  =  ^3  X  a  est  une  moyenne  proporlion- 
le  entre  les  lignes  ^cprimées  par  3  et  par  2. 


En  général ,  sent  H  un  nombre  entier  composé  de  deux  facieuTS 
tp,   i/tï   oa   ^n^  p  est  une  moyenne  proportionnelle  en- 

"  «  P- 
Dans  tons  les  cas  >/m  ou  ^H  X  1  e»t  une  proportionnelle  en- 

U  et  I. 

!4oDs  terminerons  ce  paragraphe  par  la  résolution  de  quelques 
iblèmet  dont  la  construction  h  réduit ,  en  demièw  analyse ,  à 
le  de  lignes  proportionnelles. 

PbobiAmk  VI.  (FSg.  i83.)  Fk.  i82 

N'STl.  — Diviser  une  ligne  donnée  AB  en  moyenne  et  ox- 
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Noos  avons  déjà  eu  occasion  (n^  fiS9)  de  traiter  celte  qootk» 
sous  un  point  de  vue  numérique.  —  Mais  le  scolie  du  n*  9S8o 
fournit  une  solution  purement  géométrique^ 

Synthèse.  -*-  i**  —  Au  point  B  éleçez  la  droite  BO  perpendi- 
culaire à  AB  et  égale  à  j  AB ,  puis  tirez  AO  ;  —  2?  —  du  point  0 
comme  centre^  avec  le  rayon  OB  j  décrivez  une  circonférence qni  • 
rencontre  AO  au  point  G  ;  —  3**  —  rabattez  AG  de  A  en  D  par  vu 
arc  de  cercle  : 

La  droite  AB  sera  divisée  au  point  D  en  moyenne  et  extrême 

En  effets  d'après  la  construction,  AB  est  une  tangente  au  cercle 
OB;  et  si  Ton  prolonge  Au  jusqu'à  sa  rencontre  en  C  avecla 
circonférence,  on  a  (n^  ^28)  la  proportion 

AC'  :  ab::ab  :  ag; 

d'où  AG'  —  AB  :  AG::AB  — AG  :  AG. 

Or,  AG'  =  AG4-CG'=AG-hAB,  d'où  AC'— AB  =  AC  =  AD, 

et  AB  — AG=rAB  — AD  =  BD; 

la  proportion  devient  donc 

AD:  AB  ::  BD  :  AD; 
ou,  mettant  les  moyens  à  la  place  des  extrêmes, 

AB  :  AD  ::  AD  :  BD;  C,  Ç.  F.  R 

F.O.  i83.  PKOBLiMK  vin.  [Fig,  i83.) 

N®  878.  —  Mener  une  tangente  commune  à  deux  cereies. 

Ce  problème  a  déjà  été  résolu  (n®  171)  par  des  consîdéradoiis 
fondées  sur  les  théories  du  premier  liçre.  Mais  l'emploi  des  lignes 
proportionnelles  conduit  à  une  solution  fort  simple. 

AifALTSs.  —  SupiK)sons  le  problème  résolu,  et  soient  BftN,  mur» 
deux  des  tangentes,  l'une  extérieure  et  l'autre  intérieure,  rencon- 
trant la  ligne  des  centres  OO'  en  deux  points  G,  G^ 

11  est  clair  que,  si  ces  points  étaient  connus  de  position,  tl 
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soiHrait  de  mener  par  chacun  d'eux  (n**  170)  une  tangente  à  Fun 
des  cercles  donnés;  et  cette  droite  y  étant  nécessairement  tangente 
à  l'autre  cercle ,  le  problème  serait  résolu. 

Or,  en  tirant  les  rayons  OM  et  O'N,  Om  et  O'n^  nous  obte- 
nons évidemment  deux  couples  de  triangles  semblables  OMC 
et  cynCy  OmC'  et  0'/lC^  qui  donnent  les  proportions 

OC  :0'c  ::OM:0'N, 
oc':0'C'::OM:D'N. 

Mais  les  rayons  OM  y  O^N ,  sont  des  lignes  données  à  priori;  on 
voit  donc  que  les  points  C  et  C  ne  sont  autre  chose  que  les 
points  conjugués  qui  divisent  (n**  964,  iV.  ^.)  la  distance  00'  dans 
k  rapport  donné  OM  :  (VN.  —  De  là  résulte  la  construction 

suivante  : 

STKTHisE.  — I®  — Tracez  un  diamètre  quelconque  KO^  du  cer- 
de  0,  et  par  le  point  O'  menez  {u^  IM)  un  rayon  O'L  parallèle 
à  OK;  —  2®  — Joignez  les  points  K  et  à  au  point  L. 

Les  points  C,  C%  où  les  droites  KL,  /L ,  rencontrent  la  ligne 
des  centres  y  sont  les  points  cherchés  ;  car  on  a  (n®  191) 

OC  :  O'C  ::  om  :  o'n 

€1  OC':  O'C'-.lOM-.O'N. 

Menez  ensuite  par  chacim  de  ces  points  une  tangente ,  soit  au 
eercle  O,  soit  au  cercle  O'  :  ces  droites  seront  en  même  temps  tan- 
gentes au  cercle  O'  ou  O. 

Nous  renvoyons  d'ailleurs  au  numéro  17  i  pour  la  discussion  de 
ce  problème. 

PaoBLiMxVm.  {Fig.  1B4.)  Pic.  184. 

N**  275.  Deux  points  AetB  étant  donnés  sur  un  pian,  trouver 
<M  troisième  point  dont  les  distances  aux  points  EL  et  h  soient  entre 
dles  dans  un  rapport  donné  m  l  n. 

Cette  question  est  encore  une  aq>plication  fort  simple  de  la  divi- 
sion harmonique  des  lignes. 

AsALTSE.  —  n  est  d'abord  facile  de  voir  que  le  problème  est  y 

16 
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par  sa  nature ,  indéterminé ,  c*est-à-dire  qu'il  existe  sur  le  plan  un 
nombre  infini  de  points  satisfaisant  à  l'énoncé;  —  car,  ado 
point  A  comme  centre ,  avec  un  rayon  arbitraire  AM ,  on  décrit 
une  circonférence  decercle,  et  qn>nsuite,  du  point  B comme  centre, 
avec  le  rayon  BM  déterminé  par  le  quatrième  terme  de  la  propor- 
tion m  :  71  :  :  AM  :  BM  ,  on  décrive  une  seconde  circonférence ,  les  1 
deux  cercles  se  couperont  en  deux  points  M  y  N ,  satisfaisant  à 
l'énoncé. —  On  reconnaît  en  outre,  par  cette  construction ,  qaeces 
points  sont  deux  à  deux  situés  sur  une  même  perpendiculaire  à 
la  droite  AX  menée  par  les  points  donnés  A,  B,  et  à  une  mèK 
distance  de  cette  droite. 

Gela  posé ,  commençons  par  déterminer  sur  AB,  les  deux  points 
G  et  G  S  qui  remplissent  la  condition  de  Ténoncé ,  ce  qui  revient 
à  diviser  harmoniquement  la  droite  AB  dans  le  rapport  m  :  « 
(n°  264,  iV.  B.)\  je  dis  que  la  circonférence  décrite  sur  la  droite 
GG',  comme  diamètre,  est/^  lieu  de  tous  les  points  demandés. 

En  effet ,  soit  M  un  point  quelconque  de  ce  lieu  ,  et  joignons 
ce  point  aux  points  A  et  B.  On  a ,  par  hypothèse ,  la  proportion 

AM:  MB  ::  Ht  :  n; 

mais  on  a  aussi ,  par  construction , 

AG  :  GB  :  :  /»  :  A  ; 

donc  AM  :  MB  :  :  AG  :  GB; 

ce  qui  prouve  (  n®  902  ,  scoL  I  )  que  la  droite  MG  est  bissectrici 
de  Tangle  AMB. 
On  trouverait  pareillement  que 

AM:MB::  AG':BC'; 

donc  la  droite  MG  '  est  bissectrice  de  Tangle  supplémentaire  MA'. 
Ainsi  (n<*  45,  scot,  UV)  les  deux  droites  GM,  G' M  sont  perpendi- 
culaires entre  elles. 

Gomme  le  même  raisonnement  s'appliquerait  à  tout  autre  point 
M'  du  lieu  cherché ,  on  est  en  droit  d*en  conclure  que  ce  lieu  est 
la  circonférence  décrite  sur  la  droite  GG'  comme  diamètre. 

De  là  résulte  la  constradion  du  proUène  proposé  : 
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Après  avoir  diçisé  la  droite  Afi,  au  point  C,  dans  le  rapport 
donné  m  :  /i,  et  déterminé  {v^  964,  N,  £.)  le  point  conjugué  C', 
déeripez  sur  CC'  comme  diamètre  une  circonférence. 

Vous  obtiendrez  ainsi  le  lieu  de  tous  les  points  dont  les  distances 
aux  points  A  et  B  sont  entre  elles  dans  le  rapport  min, 

ScoLis.  —  Ce  résultai  peut  être  présenté  sous  la  forme  d'un 
théorème  dont  voici  Ténoncé  : 

Une  droite  AB  (/ig-  i84)  étant  donnée  de  ionguearet  de  posi^  fie.  184. 
Uon  sur  un  plan ,  et  cette  droite  étant  divisée  harmoniquement  en 
deux  points,  C,  C,  la  circonférence  décrite  sur  la  distance  CC 
de  ces  points  j  comme  diamètre ,  est  le  lieu  géométrique  de  tous  les 
points  dont  les  distances  aux  extrémités  de  la  droite  donnée  AB , 
sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant ,  celui  de  AC  à  CB. 

Quant  à  la  démonstration ,  elle  résulte  de  l'analyse  qui  vient 
d'être  exposée ,  et  il  est  inutile  de  s'y  arrêter. 

Problème  IX.  {Fig.  i85.)  Fie.  i85. 

N**874.  —  Une  droite  indéfinie  LM  étant  donnée  de  position , 
ainsi  que  deux  points  A  etB^  décrire  une  circonférence  tangente 
à  la  droite  donnée ,  et  passant  par  les  deux  points  donnés. 

^analyse  de  ce  problème  n'offrant  aucune  difficulté,  en  voici 
la  synthèse  : 

Construction.  —  i**  —  Prolongez  la  droite  BA  jusqu'à  sa  ren- 
contre en  P  avec  LM,  et  déterminez  (n°  269)  une  moyenne 
proportionnelle  entre  PB  et  PA  ;  —  2"  —  portez  cette  moyenne 
proportionnelle  de  P  en  C  sur  LM ,  et  élevez  (  n^  448 }  au  point  C 
la  perpendiculaire  CG  ;  —  3°  —  élevez  par  le  milieu  de  AB  (n**  i  50) 
Qne  perpendiculaire  IK  à  cette  droite. 

Le  point  O  où  les  droites  CG,  IK,  se  coupent  (n°  tfO),  est  le 
centre  du  cercle  cherché,  lequel  alors  peut  être  décrit,  puisque 
Ton  connaît  le  rayon  OA. 

En  effet  on  a,  d'après  la  construction , 

PC*  =  PB  X  PA; 

donc  (  n*  9M)  les  points  A ,  B ,  C ,  sont  situés  sur  une  circon- 
férence tangente  à  PC  00  à  LM. 

i6. 
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iV.  ^.  —  La  moyenne  proportionelle  PB  :  ;c  :  :  x  :  PA  peut 
être  construite  directement  sur  la  figure  : 

Décrivez  sur  PB  une  demi-circonférence,  et  élevez  au  point  A 
la  perpendiculaire  AD  ;  la  corde  PD  est  la  moyenne  proportion- 
nelle cherchée ,  c{u*ii  suffit  ensuite  de  rabattre  de  A  en  C  sur  LM 
par  un  arc  de  cercle. 

Discussion.  —  Le  problème  est  toujours  possible  tant  que  les 
points  A  et  B  sont  situés  d*un  même  côté  par  rapport  à  LM  ;  et 
il  ne  Test  que  dans  ce  cas. 

Il  est  d'ailleurs  susceptible  de  deux  solutions ,  dont  la  seconde 
s'obtiendrait  en  portant  PC  à  la  gauche  du  point  B,  de  B  en  C. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  AB  serait  parallèle  à  LM,  0 
n'y  aurait  plus  de  moyenne  proportionnelle  à  construire  ;  mais  alors 
le  point  de  contact  de  LM  se  trouverait  évidemment  au  point  où 
cette  droite  serait  rencontrée  par  la  perpendiculaire  élevée  sur  le 
milieu  de  AB  ;  et  il  n'y  aurait  plus  qu'u/ié?  solution. 

CoaoLLAiaE.  —  A  ce  problème  se  rattache  presque  immédiate- 
ment le  suivant  : 
FiG.  i8(>.      Deux  droites  LM^LIV  {fig<  186),  étant  données  de  position, 
ainsi  quUm  point  A  intérieur  à  l'angle  NLM ,  faire  passer  par  le 
point  A  un  cercle  tangent  aux  deux  côtés  de  l'angle. 

Si  l'on  tire  la  bisectrice  LI ,  et  qu'après  avoir  abaissé  du  point  A 
sur  LI  une  perpendiculaii*e ,  on  prenne  CA'  =  CA,  la  circonfé- 
rence qui  aura  d'ailleurs  son  centre  sur  LI,  passera  nécessaire- 
ment par  le  second  point  A';  et  la  question  rentrera  dans  le  pro- 
blème précédent. 

Il  est  également  susceptible ,  en  général ,  de  deux  solutions. 

§  II.   —  Problèmes  sur  les  aires. 

Transformation  des  polygones. 

On  nomme  ainsi  l'opération  graphique  qui  a  pour  objet  de 
substituer  à  un  polygone  donné,  un  autre  polygone  qui  lui  soit 
équivalent  (  n"  209  ) ,  c'est-à-dire  qui  ait  même  superfiàe,  mai* 
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dont  la  forme  soit  tout  à  fait  différente ,  tant  sous  le  rapport  du 
nombre  des  côtes ,  que  sous  celui  des  angles. 

PaoBLiMic  I.  (Ftg.  187.  )  Fie.  187. 

fi^  S7«S.  —  Transformer  un  polygone  en  un  autre  qui  ait  un  côté 
de  moins  que  le  premier,  et  par  suite,  en  un  triangle, 

CovsTBucnoH.  —  SoitABGDE. . . .  un  polygone  quelconque  que 
nous  représentons  ici  par  une  ligne  brisée ,  afin  de  mienx  faire 
ressortir  la  généralité  de  la  construction. 

Du  point  A  traçons  la  diagonale  AC ,  de  sorte  que  le  son^met  B 
soit  par  rapport  à  cette  droite  dans  une  région  (n®  li)  différente 
de  celle  où  se  trouvent  placés  tous  les  sommets  du  polygone, 
antres  que  A,  B,  G.  Menons  ensuite  par  le  point  B  la  droite  BI 
parallèle  à  AC  et  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  DC 
aossi  prolongé ,  et  tirons  AI. 

Le  polygone  AIDE est  équivalent  au  polygone  donné 

ABCDE. . . . ,  et  il  a  un  côté  de  moins  que  celui-ci. 

Car  d*abord,  puisque  BI  est  parallèle  à  AC,  les  deux  trian- 
gles Aie  y  ABC  sont  équivalents  (n"  Sli  );  et  si  à  ces  deux  trian- 
gles on  ajoute  la  portion  de  surface ,  ACDE....,  on  a ,  d'une  part, 
le  polygone  AIDE . . . . ,  et  de  l'autre ,  le  polygone  ABCDE ....  ; 
donc  aussi  ces  deux  polygones  sont  équivalents. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que,  le  côté  CI  du  triangle  AIC  étant 
le  prolongement  du  côté  DC ,  les  deux  côtés  AB ,  BC  du  premier 
polygone  ont  été  réellement  remplacés  par  le  seul  côté  AI  ;  donc 
la  seconde  figure  a  un  côté  de  moins  que  la  première. 

Opérons  actuellement  sur  k  polygone  AIDE ....  comme  sur  le 
premier,  c'est-à-dire  tirons  la  diagonale  AD  telle  que  le  sommet  I 
et  la  portion  de  polygone  ADE . . .  soient  placés  dans  deux  régions 
diiïéreotes  par  rapport  à  cette  diagonale;  menons  ensuite  la 
droite  IL  parallèle  à  AD  et  prolongée  jusqu'à  sa  rencontre  avec  ED 
aussi  prolongé.  —  Pîous  obtenons  un  nouveau  polygone  ALE .... 
univalent  au  second  et  ayant  un  côté  de  moins. 

En  continuant  ainsi ,  nous  finirons  nécessairement  par  arriver 
a  lin  polygone  de  trois  côtés;  et  le  problème  sera  résolu. 
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PaOBLKME    II. 

N"  276.  —  Transformer  un  polygone  quelconque  en  un  carré. 
Si  le  polygone  donné  est  un  triangle ^  soient  h  sa  base,  h  sa  han- 
lear  (n^  M8) ,  et  x  le  côté  du  carré  cherché. 
On  doit  avoir  la  relation 

jc»  =  6  X  r  A,     d'où  la  proportion     h  \  x  \\  x  \  \h. 

Ainsi  le  côté  du  carré  demandé  est  une  moyenne  propordw- 
nelle  entre  la  base  et  la  moitié  de  la  hauteur  du  triangle. 

Cette  ligne  étant  construite,  on  en  déduit  facilement  la  coih 
struction  du  carré. 

Lorsque  le  polygone  est  quelconque ,  on  commence  par  k 
transformer  en  un  triangle  (  n°  970  ]  ;  puis  on  transforme  cdai-d 
en  un  carré. 

Quand  il  s'agit  d'un,  parallélogramme ,  ou  d'un  rectangle,  oo 
bien  enfin  d'une  figure  dont  Vaire  est  évaluée  immédiatement 
par  \e  produit  de  deux  lignes ,  tout  se  réduit ,  pour  obtenir  le  coté 
du  carré  équivalent,  à  construire  une  moyenne  proporHonnàk 
entre  ces  deux  lignes. 

C'est  ainsi  que ,  pour  un  polygone  régulier,  il  s«£fit ,  après 
avoir  développé  sur  une  droite  indéfinie,  le  périmètre  du  poly- 
gone ,  de  chercha  une  moyenne  proportionnelle  entre  le  demi- 
périmètre  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Pour  transformer  un  cercle  ea  un  carré,  il  («udrait  d'abord 
rectifier  la  circonférence  (*);  puis  on  détenaiserait  une  moyeiuM 
proportionnelle  entre  le  rayon  et  la  demi^circonférmce  [rectifiée]. 

ScoLiE.  —  La  quadrature  du  cercle  est ,  comme  on  le  voit,  in- 
timement liée  à  la  rectification  d'une  circonférence  :  et  si ,  jusqu'à 


(*)  On  aurait  une  approximation  grouière  du  résultat  de  cette  rectifica- 
tion en  portant  sur  la  civooaférence,  et  à  partir  d*un  point  qmeleonqae,  use 
ouvarture  de  eotn^kaa  asset  petite  pour  que  Tare  de  cercle  oorreapoodant  * 
cette  ouverture  puisse  être  regardé  sensiblement  comme  une  ligne  droite,  ei 
répétant  cette  opération  jusqu^h  ce  qu\)n  retombe  sur  le  point  de  départ. 
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{irésent ,  on  n*a  pu ,  à  Taide  de  la  règle  et  du  compas,  construire 
rigoureusemeat  un  carré  équipaient  à  un  cercle,  comme  on  peut  le 
faire  pour  les  figures  rectilignes ,  cela  tient  à  ce  que  les  méthodes 
connues  ne  donnent  que  des  valeurs  approchées  du  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre. 

Cependant  nous  ne  tarderons  pas  à  voir  un  exemple  de  figures 
planes  curvilignes  qui  peuvent  être  carrées  exactement  y  bien  qu^on 
n'ait  pas  le  moyen  de  rectifier  rigoureusement  les  lignes  courbes 
qui  les  terminent. 

Construction  de  polygones  semblables  sous  certaines 

conditions. 

PaoBLiMB  m.  {Fig.  188.)  Fie.  i88. 

?i°  977.  —  Sur  une  droite  ab  donnée  de  longueur,  construire 
un  polygone  semblable  à  un  polygone  donné  ABCDEF. 

PasMiER  MOTSH.  —  Après  avoir  décomposé  le  polygone  donné 
en  triangles  par  des  diagonales  menées  de  l'un  des  sommets  A  à 
tous  les  autres ,  formez ,  aux  points  a  etbj  deux  angles  cab ,  abc , 
respectivement  égaux  aux  angles  CAB ,  ABC  :  vous  obtiendrez  ainsi 
un  uiangle  abc  semblable  au  triangle  ABC.  —  Construisez  de  la 
même  manière  sur  ac  un  triangle  acd  semblable  au  triangle  ACD; 
et  ainsi  de  suite. 

Le  polygone  abede,.»,  ainsi  obtenu  sera  semblable  au  polygone 
ABCDE.... 

SscoHo  HOTCif.  —  Si  le  côté  ab  n'est  pas  nécessairement  donné 
àe  position ,  portez  ce  côté  de  A  en  B'  sur  AB ,  et  par  le  point  B'  me- 
na B'C  parallèle  à  BC  ;  —  de  même ,  par  le  point  C  où  B^  C  ren- 
contre BC,  menez  Cjy  parallèle  à  CD;  et  ainsi  de  suite. 

Le  polygone  AB' CD'....  sera  semblable  à  ABCD...  (d!^  167). 

En  un  mot ,  chacun  des  cas  d'égalité ,  établis  pour  les  polygo- 
nes, fournit  un  moyen  de  résoudre  la  question. 

GosoLLàiBE.  —  On  déduit  de  là  un  moyen  de  —  Construire ,  sur 
tiffe  droite  donnée  AB  {fig-  1 58) ,  nn  polygone  régulier  d'une  espèce  Fio.  iSg. 
flonnée. 
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[Il  ne  peut  être  ici  question  que  des  polygones  réguliers  oooiprô 
dans  les  séries  que  nous  avons  fait  connaître  au  numéro  840,  scol\. 

On  commence  par  décrire  une  circonférence ,  en  prenant  ponr 
cela  un  rayon  arbitraire  oa  \\9i  figure  est  sous-entendue];  puisoD 
inscrit  dans  ce  cercle  le  polygone  de  Tespèce  donnée.  —  Sdàah 
le  coté  de  ce  polygone.  —  On  construit  alors  sur  AB  un  polygone 
semblable  à  celui  dont  le  triangle  isoscèle  oab  fait  partie;  et  Tod 
obtient  ainsi  le  polygone  chercbé. 

Mais  il  est  encore  plus  simple ,  après  avoir  construit  sur  AB  un 
triangle  semblable  au  triangle  oab^  de  décrire  du  point  O  comme 
centre,  avec  le  rayon  OA ,  une  circonférence  sur  laquelle  on  prend  i 
ensuite  des  cordes  égales  à  AB. 

Peoblâmk  IV. 

N"  978.  —  Deux  polygones  semblables  A,  A'  étant  donnés,  con- 
struire un  troisième  polygone  K"  semblable  aux  deux  premiers  ^  et 
équipaient  à  leur  somme  ou  à  leur  différence, 

La  solution  de  ce  problème  est  une  conséquence  immédiate  da 
scolie  établi  au  n^  995 ,  corol.  IV. 

Soient  a,  a',  deux  côtés  homologues  des  polygones  donnés;  — 
sur  ces  côtés,  considérés  comme  les  côtés  d*un  angle  droit,  ou 
comme  Thypoténuse  et  comme  Tun  des  côtés  de  l'angle  droit ,  con- 
struisez (n*^  169)  un  triangle  rectangle;  puis,  sur  le  troisième  côté 
a'^  du  triangle  ainsi  obtenu ,  construisez  (n?  977)  un  polygone  sem- 
blable à  Tun  des  polygones  donnés. 

Le  polygone  ainsi  construit  sera  le  polygone  demandé.  —  Car, 
puisque  Ton  a ,  par  construction , 

«">   r=   fl'  -h    a'%      ou   fl"'   =   tf'   —   «'% 

il  en  résulte  (  n**  995,  corol.  IV  ) 
-  . .  ^  A"  =  A  -H  A'        ou  A"  =  A  —  A'. 

Fie.  I&).  ScoLiR.  —  Soient  AMI>iB,  APC,  BQC  {fig.  189),  trois  demi- 
circonférences  décrites  sur  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  ABC; 
et  nommons  R ,  R',  R",  les  rayons  de  ces  cercles ,  R  étant  celui 
du  cercle  décrit  sur  Thypoténuse. 
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De  la  rekitioD  R"  =  R"  -I-  R" 

90  déduil  f  irR^  =  I  irR"  4- 1  ttR''»  ; 

donc  (n^*  8IS0) 

demi-ccrcie  AMNB  =  demi-cercle  APC  -f-  demi-cercle  BNC. 

Cela  posé ,  si ,  des  deux  membres  de  cette  égalité ,  on  retranche 
la  somme  des  segments  circulaires  ,  AMGI+BNCL,  il  reste,  d'une 
part  le  triangle  rectangle  ABC ,  et  l'autre  la  somme  des  deux  fi- 
gures AMCP ,  BNCQ. 

D'où  Ton  voit  que  l'aire  de  l'espace  curviligne  CMAPCBQN  est 
égale  à  celle  du  triangle  ABC;  et  comme  ce  triangle  peut  être 
transformé  en  un  carré  (n°  S76  ) ,  il  en  est  de  même  de  l'espace 
curviligne. 

(Test  l'exemple  dont  il  a  été  question  dans  ce  même  numéro. 

Problème  V.   [Fig.  190.)  Fie.  190. 

7i°  979.  —  Étant  donné  un  carré  a',  trouver  un  autre  carré  x% 
tel  que  le  premier  soit  au  second  dans  le  rapport  de  deux  lignes 
données,  m .  n  ;  c'est-à-dire  tel  que  l'on  ait     m\n  y,  a^  \  x"^. 

Le  corollaire  II  du  n®  895  fournit  une  constniction  assez  simple 
de  ce  problème. 

STEmisB. — i" — Siur  une  droite  indéfinie  BX  prenons  BD  =  m, 
DC  =  /i ,  et  sur  BC  =  m  +  /t  9  comme  diamètre,  décrivons  une 
demi-circonférence  ;  —  2°  —  élevons  au  point  D  la  perpendicu-- 
hire  DA ,  et  tirons  les  cordes  AB,  AC,  en  les  prolongeant  au  delà 
de  B  et  de  G  ;  —  3®  —  sur  AB  prenons  une  partie  AB'  =  a  [  on 
suppose  ici  «  >  AB  ] ,  et  menons  B'C  parallèle  à  BC. 

La  droite  AC  sera  le  côté  du  carré  demandé. 

En  effet ,  les  deux  triangles  semblables  ABC ,  AB'  Ç%  donnent 

laproportion  AB  :  AC  ::  AB'  :  AC, 

et  par  conséquent  AB'  :  AC  :  :  AB'*  :  AC"  ; 

ma»  on  a  (n"  995,  corol,  II)  AB'  :  KO  :  :  BD   :  DC ,  011    :  :  m  :  «  ; 

donc  aussi  AB''  :  AC"  :  :   m   :  /i , 
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ou  renversant,  et  mettant  pour  AB'  sa  valeur  a, 

m  :  n  ::  a*  :  AC"; 

donc  enfin  AC  =  x. 

N.  £.  —  S'il  arrivait ,  dans  la  construction ,  que  la  corde  iB 
fût  égale  à  a  9  la  corde  AC  serait  alors  le  côté  cherché,  puisqu'oa 

aurait  AB'  :  AC»  ::  BD  :  DC  ::  m:n, 

ou  min  ::  fl*  :  ac». 

AuTEE  CONSTRUCTION.  —  Daus  Ic  cas  de  m'^n^  on  peut  doniMT 
une  autre  construction  tirée  de  la  proportion  m  :  /i  :  :  <7  '  :  ^' . 
laquelle  peut  être  mise  sous  la  forme 


F».  1 91 .  Seconde  gonsteuction .  —  i  " —  Sur  une  droite  AB  =  a  {fig-  '  9  ^ 
décrivons  une  demi^ârconférence  ;  —  2**  —  après  avoir  îtxrmk  an 
point  A  un  angle  quelconque  XAT,  prenons  sur  AT,  deux  par- 
ties AC  =  m ,  AD  =:  «  ',  —  3*  —  tirons  CB ,  et  par  le  point  D 
menons  DE  parallèle  à  CB  ;  —  4°  —  élevons  au  point  E  la  perpen- 
diculaire EF,  et  tirons  AF. 

La  corde  AF  est  le  côté  cherché. 

£n  effet,  on  a  d'abord    AC:  AD::AB  :  AE,  ou   /ff:/i::a:AE; 

d'où  Ton  déduit  AE=  —  ; 

m 

an 

mais  on  a  aussi  (n«  JM)5)  AF»=  AB  X  AE  =  a  X  — ; 

fn 


donc  AF  =r  i/fl  X  —  =  *. 

•  y  m 

N,  Bu  —  Cette  construction  suppose  évidemment 


an 


AE<^AB,     ou     — <C^i    ^'^^     «<C'w> 


m 


tandis  que  la  première  est  exécutable  dans  tous  les  cas. 
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ScouM,  —  Quelquefois ,  le  rapport  m;  a,  tu  lieu  d'être  donné 
:d  ligne* ,  l'est  en  nombres  ,3:3,  par  exemple.  Dans  ce  cas ,  on 
'rvndrait  sur  une  ligne  indéfinie ,  cinq  parties  consécutives  égales, 
lont  les  trois  premières  représenteraient  le  nombre  3,  les  deux 
iDtres  le  nombre  2  ;  et  la  question  rentrerait  dans  la  précédente. 

Au  reste,  il  j  a  pour  ce  problème,  des  cas  particuliers  qui  le 
onstruîsenl  d'une  manière  très-simple  : 

1"  —  Soit  proposé  de  —  Construire  un  carré  double  d'un  autre? 

On  doit  avoir     x"  =  2«',      d'où      x^  a^xi 

Le  cèté  cberché  est ,  comme  on  l'a  vu  (n°  SS8) ,  la  diagonale  du 
arré  donné. 

1" —  Soit  an  contraire  à  —  Trouver  le  ctStê  d'un  carré  moitié  d'un 
\ittre  carré  donné? 

Od  a  x"  ^  -j  a' ,     d'où    x^  i  o  V^  : 

C'est  la  moitié  de  la  diagonale  du  carré  donné. 

PaOBLàMK  VI. 

N°  380.  —  Un  polygone  P  étant  demné ,  construire  un  autre  po- 
Tgoie  X  semblable  au  premier,  et  tel  ^ae  eeltU'Ci  soit  au  second 
kits  le  rapport  m  :  D. 

Soit  a  un  r6té  du  polygone  donné,  x  le  tàté  homolc^e  du 
■olygone  cherché;  on  aura 

P  :  X  : 


La  question  est  alors  ramenée  au  problème  précédent ,  puis- 
|uc  K  étant  connn ,  il  suffira  «nsoite  de  construire  sur  cette  ligne 
m  polygone  semblable  au  polygone  précédent. 


N-aai.  —  Étant  donnés  deux  polygones ,  PelQ, 
nitiinte  polygone  X  âemUablc  au  premier,  et  tri  que  le  second 
oit  au  traitième  dans  le  rapport  m  '.  n. 
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Analyse  et  construction.  —  Soient  a  un  côté  du  polygone  P,  et  x 
son  homologue  dans  le  polygone  X  ;  on  aura ,  d'après  les  condi- 
tions de  l'énoncé , 

P  :  X  ::  fl':ar^, 
et  Q  :  X  ::  m  :  /». 

Cela  posé ,  concevons  que  Ton  ait  transformé  les  polygones  ?  f 
et  Q  en  carrés  (n®  976)  ayant  respectivement  pour  côtés  ^,  f  i  | 
et  soit  de  même  représenté  par  x  1^  ^^^^  ^^  carré  équivalent  aa  ■ 
polygone  cherché  X  ;  les  proportions  précédentes  se  trouveront , 
transformées  en  celles-ci  i 

â 

d'où  p  \  y  ::  a  :  X, 

et  /?':  ^-»  ::  m  :  «. 

Or,  la  dernière  de  ces  proportions  fera  connaître  jr  par  la  con- 
struction du  problème  V  (n°  879);  et  la  seconde  donnera  jc  par  une 
quatrième  proportionnelle  aux  droites  py  fy  et  n  :  ce  sera  le  rôcé 
du  polygone  cherché ,  homologue  de  a, 

ScoLiE.  —  Si  le  polygone  cherché  devait  être  équivalent  au  po- 
lygone Q ,  on  aurait  une  construction  de  moins  à  effectuer  ;  car 
alors  ^  ne  serait  autre  chose  que  q. 

Voici  quelques  nouveaux  problèmes  sur  les  aires,  qui ,  sans  avoir 
une  liaison  immédiate  avec  les  précédents,  n^en  sont  pas  moins 
très-utiles  à  connaître. 

Fie.  rga.  PaoBLÂMB  VUI.  {Fig.  192.) 

N^  S8fi.  —  Construire  un  rectangle  équivalent  à  un  carré  donné 
m',  et  tel  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  côtés  contigussoit 
égale  à  une  ligne  donnée  a. 

Pasmier  cas.  —  La  ligne  donnée  a  étant  la  somme  des  côtes 
contîgtts. 

i**  —  Sur  une  droite  AB  =  1» ,  comme  diamètre,  décrivons  une 
circonférence  (n®  tS'  );  —  2°  —  à  l'extrémité  A  du  diamètre  AB, 
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élevons  itne  perpendioilairc  AC  égale  km;  —  3°  —  menont  par  le 
point  C  la  droite  CL  parallèle  à  Afi  ;  —  4"  —  du  point  E  ou  E', 
où  M-tle  droite  rencontre  la  circonférence  décrite,  abaitsons  ta 
perpendiculaire  EF  ou  E'F'  sur  AB. 

Les  distances  AF  et  FB,  ou  AF'  et  F'B,  seront  les  deux  cAtés 
roDtigus  du  rectangle  à  construire. 

En  effet ,  on  a  (n»  S36 ,  scol.  I) 

AF  X  FB  =:  EF*  =  AC  =  m'; 

ei  AF  +  FB  =  AB  =  d. 

iV.  B.  —  Le  problème  n'est  évidemment  postible  qu'autant  que 

l'ona  AC<OÏ<OA,     ou     m<7(i, 

m  tout  au  plus  m^^a,     d'où     nt'  =  7a': 

Ce  qui  démontre  que  —  Le  plus  grand  rectangle  qu'on  puisse 
former  aœe  les  deux  parties  d'une  ligne  donnée  a.,  est  le  carré 
construit  sur  la  moitié  de  la  ligne. 

Secorocas. — La  ligne  données  étant  la  difTérence  desdeux  c6tés 
roDÔgas. 

Les  deux  premières  parties  de  la  construction  précédente  sont 
ibsolument  les  mêmes  pour  ce  second  cas;  et  si  l'on  joint  le  centre 
Q  de  la  circonférence  au  point  C ,  les  deux  droites  CG,  C& ,  seront 
lacdtés  conligusdu  rectangle  demandé. 

On  a,  en  effet,  d'après  la  construction, 

CA'  =  CG  X  CK.  (n«  S48),     ou     CG  X  CK  =  m', 

;t  CG  —  CK  =  KG  =:  AB  =  a. 

tf.  B.  —  Le  problème  est  évidemment  toujours  possible,  quels 
que  soient  d  etm. 

PaOBLiME   IX. 

N^WS.  —  Trouver  deux  longueurs  [x  et  y]  proporlionnelles  à 
deux  rectangles  donnés,  aX  b,  a'  X  b',  [et,  en  général,  1 
lieux  polygones  quelconques]. 
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Ahalysb.  —  On  doit  avoir ,  d*après  Ténoncé , 

^  :  r  ::  fl  X  *  :  fl'  X  *'; 
flX  ftxr 

ce  qui  donne  a:  =  —^——, 

Or,  comme  une  des  longueurs ,  par  exemple  j,  est  arbitraire, 
rien  n'empêche  de  la  supposer  égale  à  6'  ou  a'  ;  et  il  vient ,  posr 
rhypothèse  j  =  ft', 

<i  X  A 


X 


ou      a'   \  a    \\    b   :   X, 


STHTHisE.  —  Construisons  une  quatrième  proportionnelle  aux 
trois  lignes  a\  a  ^  et  h  (n°  267)  :  —  le  rapport  de  cette  longoe&r 
construite  à  la  longueur  b'  sera  le  même  que  celui  des  rectangia 

aXft,    fl'X*'. 

N.  B,  —  Si  les  rectangles  étaient  des  carrés  a*,  a'  •,  on  serait 
conduit  à  chercher  une  r/vrW/irer  proportionnelle  aux  lignes  «'etc. 

Ainsi ,  comme  deux  polygones  quelconques  peuvent  tonjoan 
être  trat^formés  en  carrés  y  la  question  sera  ramenée  au  cas  (k 
deux  carrés  donnés. 

Mais  s*il  s*agit  de  deux  polygones  réguliers^  on  aura,  en  dési-' 
gnant  par  ^,  /?%  et  r,  /,  les  périmètres  et  les  rayons  des  cercb 
inscrits  y 

X  :  X  ::  p  X  r  :  p'  >:  /■',     d'où,     posant  f  =/>', 

p  X    r 

X  =  - — y—    OU    r'  :  r  ::  p  :  x; 

r 

Et  la  question  se  résout  directement  comme  dans  le  cas  de  deox 
rectangles. 

ScoLiE.  —  On  peut,  au  moyen  d'une  extension  convenable 
donnée  à  la  méthode  précédente , 

Trouper  deux  longueurs  [x  et^]  dont  la  première  soit  à  la  se- 
conde  dans  le  même  rapport  qu'un  produit  de  trois  longueurs  don- 
nées [fl ,  b  ,  c]  est  à  un  autre  produit  de  trois  longueurs  donitèet 


p&oBubns  sm  lbs  ubux  GioM^niQUES.  ^55 

Pour  cela  ,  on  a  d'abord 

:.r::«x*xr:«'x*'x^;    d'où    x  =  "^^ ^^Ji 

i comnK  jr  est  arbitraire  ,  on  peut  supposer  jr  =  c'  ; 
^qu. donne      ^  =   -^, -^^,-  =   -_  X  ^-. 

Ainsi  l'on  cherchera ,  —  i°  —  une  quatrième  proportionnelle  aux 
ngueurs  af^  a,  et  b  [résultat  que  l'on  peut  représenter  par/?]; 
-  2**  —  une  quatrième  proportionnelle/?'  aux  longueurs  b\p  etc  : 
e  sera  la  valeur  de  jr  ;  et  l'on  aura 

pf  \  d  V.   a  >C.  b  >:.  c  :  a'  >C^  b'  "X  c'. 

On  opérerait  de  même  pour  résoudre  la  proportion 

X  \  X  '•  fl  X  *  X  c  X  rf  :  û'  X  ^'  X  c'  X  */'; 

:  ainsi  de  suite. 

De  quelques  questions  sur  les  lieux  géométriqties. 

PaoBLiME  X.  (Fig.  igS.)  Fig.  193. 

N®  984.  —  Deax  points  KetB  étant  donnés  sur  un  pian,  trou- 
r  un  troisième  point  M  tel,  que  la  somme  des  carrés  des  distances 
f  ce  point  aux  deux  points  donnés  soit  égale  à  un  carré  donné  m^. 

AivALTSE.  —  Soit  c  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
lints  A  et  B.  On  doit  avoir,  par  hypothèse , 

MA'  -f-  MB*  =  iw»; 

aïs  on  aaussi       MA'  +  MB'  =  2MC'  +  2AC'  (n*"  907); 


me  2MC»  -h  aAC»  =  m'  ;     d'où  l'on  déduit  MC  =  1/ ^f^ 

Or  m  et  AC  sont  des  lignes  connues  ;  ainsi  la  distance  du 
lût  C  au  point  cherché  est  égale  à  une  quantité  constante  :  ce 
û  démontre ,  —  i^  —  que  la  qiiestîon  proposée  est  indéterminée; 
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—  2,**  —  que  le  lieu  géométrique  de  tous  les  points  qui  satisfont! 
renoncé ,  est  une  circonférence  de  cercle  ayant  pour  rayon 

(.)  MC  =  ^^^. 

Toutefois ,  pour  que  cette  circonférence  puisse  exister  y  il  faut  <{» 
le  carré  donné  m'  ne  soit  pas  moindre  que  2AG'  ;  ce  qui  revient  ï 

dire  que  le  côté  m  de  ce  carré  doit  être  au  nunns  égal  à  AC .  y^t 
ou  (n^  S38  )  à  la  diagonale  du  carré  construit  sur  AC  moitié  deli 
distance  AB. 

Cela  posé ,  voici  en  quoi  consiste  la  construction  de  ce  pro- 
blème : 

STiiTEisE.  —  Nous  pouvons  d'abord  mettre  Fexpressioo  (ij 
sous  la  forme 

MC  =  I  v'^'w'—  4AC»  =  I  ^:im^  —  AB». 

—  i^  —  Sur  une  droite  indéfinie  EX  prenons  une  partie  [EF=  «] 
plus  grande  que  la  diagonale  CD  du  carré  construit  sur  AC ,  etéfe- 
vons  au  point  F  une  perpendiculaire  FG  =  £F  =  m ,  pois  tinms 
EG ,  ce  qui  donne  EG'  =  2EF*  =  2/11*  ;  —  2®  —  décrivons  sur 
EG  comme  diamètre  une  demi-circonférence  (n®  itfi)  ;  —  3*— do 
point  G  comme  centre  et  avec  AB  pour  rayon,  décrivons  un  arc 
de  cercle  qui  coupe  la  demi-circonférence  en  un  points.  ;  —  4*  " 
tirons  EK  et  prenons  le  milieu  I  de  cette  droite;  —  5**  —  enfin 
du  point  C  comme  centre ,  avec  le  rayon  El,  traçons  une  cir- 
conférence. 

Nous  obtenons  ainsi  le  lieu  géométrique  demandé. 
En  effet,  on  a,  d'après  la  construction ,  ^ 


El  =  I  EK  =  i  v/EG»  — GK«  (n«  W4)  =  |  ^  2m>  —  Aff . 

ff 

Discussion.  —  Tant  que  m  sera  plus  grand  que  AC  /ï ,  ou 
CD ,  le  cercle  existera  et  croîtra  depuis  la  limite  o  jusqu'à  Pinfini. 

Soit  m  =  AC  v^2 ;  il  en  résulte  MC  :=  ^ ^ nm*— ^m^  =  o;  ainsi 
k  cercle  a  un  rayon  nul. 

Soit  m  =  2AC  =  AB  ;  on  en  déduit  MC  =:  |  AB;  d'où  Ton 
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voit  que  le  lieu  géométrique  est  la  circonférence  décrite  sur  AB 
comme  diamètre. 

Lorsque  m  sera  plus  grand  que  AB ,  le  cercle  cherché  sera  aussi 
plus  grand  que  le  cercle  CA.  Ainsi  le  lieu  est  tantôt  plus  petit , 
tantôt  plus  grand  que  ce  dernier  cercle. 

PEqBLéME  XI^  {Fig.  194.)  Fkj.  ,y^ 

N^fiâtt.  — Deux  poinis[keiB]étant  donnés,  sur  un  plan,  trouver 
un  troisième  pointVL  tel  g  que  la  différence  des  carrés  clés  distances 
de  ce  point  aux  deux  points  donnés,  soit  égale  à  un  carré  donné  n^, 

Anjultse.  —  Abaissons  du  point  M  la  perpendiculaire  MD  surAB. 
On  doit  avoir,  par  hypothèse, 

MA>  — MB»=/*»; 

mais  les  triangles  rectangles  MDA ,  MDB  donnent  aussi 

MA'  =  MD»  -h  AD%      MB»  =  MD»  4-  BD»  ; 

d'où  MA'  —  MB»  =  AD»  —  BD», 

et  par  conséquent, 
(i)  AD»— BD»=rii'. 

Ceci  nous  apprend  déjà  que  tous  les  points  susceptibles  de  satis- 
faire à  l'énoncé  se  trouvent  placés  sur  une  perpendiculaire  à  la 
droite  AB,  menée  par  uû  point  D  de  cette  droite,  qui  remplit  lui- 
même  les  conditions  de  l'énoncé. 

Or,  la  position  de  ce  point  peut  être  facilement  déterminée.  — 
En  effet,  si  nous  div&ons,  membre  à  membre,  l'égalité  (i)  par 

légalité  évidente  AD  +  BD  =  AB, 

/i» 
U  en  résulte  AD  —  BD  =  -5; 

AB 

d'où,  en  combinant  ces  deux  dernières ,  alternativement  par  addi- 
tion et  par  soustraction ,  puis  divisant  par  a , 

AD  =  |AB-+-|^,       BD  =  XAB-.|^; 

ce^ui  conduit  à  la  construction  suivante: 

,7* 
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SYNTHisK.  —  Après  avoir  pris  k  milieu  C  de  AB,  constnùsom 
(n^  269)  une  troisième  proportionnelle  aux  longueurs  AB  el  a; 
puis  portons  de  C  en  D  la  moitié  de  cette  troinème  propOTtioD- 
nelle  ;  élevons  enniite  la  perpendiculaire  indéfinie  DL. 

Cette  droite  est  le  lieu  géométrique  demandé. 

N.  B.  — Comme,  d'après  l'énoncé,  rien  n*indique  que  le  carre 
de  la  distance  MA  soît  plus  grand  ou  plus  petit  que  le  carré  deb 
distance  MB,  il  s'ensuit  que  si  l'on  prend  à  gauche  du  point  C  une 
disunce  CD'  =  CD,  et  qu'on  élève  la  perpendiculaire  D^L',  od 
aura  également  une  solution  de  la  question. 

Donc ,  en  dernière  analyse ,  le  lieu  cherché  est  le  système  de 
deux  droites  perpendiculaires  à  la  droite  AB  qui  joint  les  déni 
points  donnés,  et  menées  à  une  distance  du  milieu  C,  égaie  à  b 
moitié  d'une  troisième  proportionnelle  à  cette  distance  AB  et  au 
côté  n  du  carré  donné. 

ScoLiE.  —  La  propriété  exprimée  par  la  relation 

MA'  —  MB'  =  AD»  —  BD'  =  /i' 

donne  lieu  à  des  conséquences  que  nous  nous  proposons  de  dére- 
lopper  dans  V Appendice. 

Corollaire  des  deux  problèmes  précédents  : 

Deux  points  étant  donnés  sur  un  plan,  trowfûrun  troiéeme  point 
tel,  —  i"  —  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  point  aux 
deux  points  donnés  soit  égale  à  un  carré  donné;  —  2"  *—  que  la 
différence  de  ces  mêmes  carrés  soit  égale  à  un  autre  carré  donné, 

STNTHisE.  •—  Construisez  (n^  S84)  le  lieu  des  points  satisfaisant 
à  la  première  condition,  puis  (n^  285)  le  lien  des  points  satis^ausâot 
à  la  seconde. 

Les  points  d'intersection  de  ces  deux  lignes  géométriques  sont 
tes  points  demandés. 

On  obtient  ainsi  généralement  quatre  solutions,  mais  il  7  aiirau 
lieu  à  une  discussion. 

Ceci  nous  fait  voir  comment  la  résolution  d'un  probl  ème  dé- 
terminé peut  quelquefois'^  dépendre  de  celle  de  questions  indé- 
terminées. 
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§  III.  —  Problèmes  numériques. 

Noos  nous  bornerons ,  dans  ce  paragraphe ,  aux  applications 
principales ,  et  presque  tous  les  calculs  seront  faits  avec  le  secours 
les  tables  de  logarithmes. 

Problèmes  sur  les  lignes, 

PmOBLÀME   I.    {Fig.    lOO.  )  FiG.    TOO. 

N^  S86.  — Étant  donnés  dans  un  triangle  ABC,  deux  côtés 
CA=  8",76,  CB  =  5»,26,  et  la  perpendiculaire  [CD  =  4,38] 
abaissée  du  sommet  de  l'angle  compris,  sur  le  troisième  côté:  — 
trouver  ce  dernier. 

Remarquons  d*abord  que,  pour  construire  ce  problème,  il 
&iidrait ,  après  avoir  élevé  en  un  point  quelconque  D  d'une  droite 
indéfinie  AX,  une  perpendiculaire  à  cette  droite,  —  i**  — prendre 
DG  égale  à  la  perpendiculaire  donnée  ;  —  2**  —  décrire  du  point  C 
comme  centre,  avec  la  longueur  CA  [qui  est  donnée],  un  arc  de 
cercle ,  lequel  couperait  AX  en  un  point  A  ;  —  3®  —  décrire  du 
même  point  comme  centre ,  avec  CB  [qui  est  donné  <C  CA ,  mais 
>  CD],  un  autre  arc  de  cercle,  lequel  rencontrerait  AX  en  deux 
points  B,  B^ 

Les  deux  triangles  CAB,  CAB'  satisferaient  également  à  la  ques- 
tion. [Foxez  d'ailleurs  le  n**  167.] 

Cela  posé ,  la  figure  donne 

AB  =  AD  -h  BD,     ou     AB'  =  AD  —  B'^D. 

Ainsi  tout  se  réduit  à  calculer  les  deux  segments  AD,  BD. 
Voici  le  tableau  des  calculs  logarithmiques  :  On  a 


AD  =  \(GA»  —  CD»  =  v^{CA  -h  CD)(CA  —  CD), 
ti       BD  =  ^CB'  —  CD»  =  v'CCB  H-  CD)(CB  —  CD). 


«7 
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lo  CA=  8,76        logi3, 14=1,1185954 

CD=  4,38       log  4,38=0,6414741 

d'où   CA-hCD=i3,i4        alogAi)=  1,7600695 

CA  — CD=  4,38  losAD=o,88oo347;    donc    AD=  7,5»4 

a»  CB  =  5,a6       log  9,64=0,9840770 

CD=  4,38        log  0,88=1,9444837 

d'où    CB-f-CD=  9,64  alogBD=o,9i85597 

CB— CD=  0,88  logBD=o,464a798;    donc    BD=  1,9116, 

et  par  coméquent AB=AD  +DB  =10,4990 

et *. AB'=AD  -DB'=  i^li. 

On  a  donc  pour  le  côté  demandé  lO^^^So  ou  4>67»  ^  ^>^'  P'^- 

■ 

f 

Fœ.  100.  PaoBLiME  U.  {F^g-  100.)  ! 

Étant  donnés  dans  un  triangle  ABC  y  les  côtés  CA  =  128^,491 
AB  =  88",  et  la  perpendiculaire,  CD  =  96™,  45,  abaissée  da 
sommet  C  sur  le  côté  AB  :  —  trouver  le  troisième  côté  CB. 

En  cherchant  à  construire  ce  problème,  il  serait  facile  de  it- 
connaître  qu'il  ne  peut  admettre  qWune  solution;  et  le  trian^ 
demandé  sera  CAB  ou  CAB%  suivant  que  Ton  obtiendra  ponr  U 
valeur  nuaérique  du  segment  ÀD ,  un  nombre  plus  pedt  ou  plus 
grand  que  le  côté  donné  AB. 

Voici  d*abord  le  calcul  relatif  à  ÀD  : 

AD=v^CA«— eu*  =  ^(CA-f-CD)  (CA  — CD) 
CA  =  ia8,49         logaa4,94=a,35ao667 
CD=  96,45         log  3a,o4=i,5o569a5 

d'où   CA-HCD=a74,94  alog AD=3,857759a 

CA— CD=  3a,o4  log  AD  =1,9288796; donc  AD  =84,8943. 

Comme  on  troaTe   AD  <  AB ,  c^est  le  triangle  ACB 

qui  satisfait  à  la  question  ;  or  on  a AB  =88; 

par  conséquent, DB  =  3,io55. 

Quant  au  calcul  de  CB,  le  triangle  rectangle  CBD  donne 

CB  =  V'CD»  -h  DB»  =  V(96,45)»-4-  (3,io55)% 

expression  qui  ne  peut  être  calculée  directement  par  logarithmes; 
mais  en  effectuant  les  opérations  d'après  les  règles  ordinaires,  on 
trouve     CB  =  96",  5o ,     à  1  «•»  prés. 
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PsoBLin  ni. 

Deux  cordes  se  cowpent  dans  un  cercla;  les  segments  de  l'une 
aUnt  respectivement  i3«  et  aS-  ;  les  deux  segments  de  l'autre 
,nt  entre  eux  dans  le  rapport  de  4  à  t. -on  <femande  l^^^eur 
e cette  dernière.  ■<   ■  ■•vr,     i 

Nommons  x  et  y  l«deux  s«5pl,ent8de^^^cQrfecl;e^:hée!!i' 
ma,  d'aprèsl'énoDcé.lfs  deux  équations      ' 


r    • 


xi 

'où ,  multipliaiit  membre  à  membre , 

,^4Xi3x:.5^^_     /4XI3X25      JTs^        _   " 

7  V      ^.    -^y— =«3,627; 

r-*X^ 4— ..=a3,847 

t  par  conséquent,      xH-jr i..../^^^^^^^ 

Ainsi  la  corde  cherchée  a  pour  valeur  37'^,47,   '^  i""'""  p^s, 

Problème  IY. 

■     •     ..  .       ,  '      ,    .    : 

Trouçer  en  maires  la  longueur  d'un  an:  de  45»  20',  dans  un 
^^dontle  raxon  est&^y^,    .      . 

Ona  d'abord  45..0'  ==  |g=  ^„U  ^e^^^;,,  .j^,  ,^j. 
fenc  (n«a89)    a  ~ 'i§?J  V  *  v/Tj   /  _ii '34X  tt  X!5y4^  i:  >  :  •: 

Appliquons  les  lôgarithttifes;*    ''i'  '"     i'  .    r:-.         .  :>     '•'. 

log34     =  1,5314^89 
logTT      =  0,4971499  ,       .       . 

log5,4  =  0,7323938  '  ' 

Comp.  logi35  =  7,8696663 


i'où 


loga       =s  o,63oi6889 
a       =  49^726 
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DoncTarcrectifié  vaut  4*",  27269  à  0,0001  près. 

Problèmes  sur  les  aires» 

N^  987.  —  Nous  commencerços  par  déterminer  une  expresnoo 
de  Vaîfe  d'un  tHangle ,  qui  soit  facilement  calculable  par  Iog^  ' 
rithmes  et  fonction  de  ses  seuls  côtés. 

Soit  ABC  {Jlg'  4^)  Tè  triangle  proposé.  Nommons  a^  &,  ^ 
les  côtés  respectivement  opposés  aux  angles  À ,  6 ,  C  ;  et  dési- 
gnons par  h  la  hauteur  CD ,  par  x  la  distance  AD. 

Cela  posé  y  les  deux  triangles  rectangles  ACD,  BCD  donoatt 
les  relations     A»  4-^*  =  ^',     /**H-(c — jp)*^a*; 
d'où  9  en  retranchant  membre  à  membre  » 

2CX  —  c*  :^  0^  —  11%     et    x= . 

2C 

Mais  de  la  relation    A'  +  a?*  =  6%     on  déduit    k  =  ^^'  — x-j 
et  en  sujbstîtuant  dans  celle-ci  la  valeur  de  se  qu'on  vient  d'obtaûr, 

on  a  A  =  Y/^«^^^'"^^'^7^'^'===^V46V--(6»+c'--fl7. 

h 
Or  Taire  du  triangle  ABC  a^  pour  valeur    c  X  -  ; 

donc     (1)         ABC  =  |  ^4*V—(**  4- <?*  —  «»)'. 

On  voit  déjà  que  cette  expression  ne  renferme  que  les  tnà 
côtés  Of  b^Cf  du.  triangle.  Mais  on  peut  lui  faire  subir  une  tnuisf<x^ 
mation  qui  la  rende  particulièrement  propre  au  calcul  logaridi* 
mique. 

Remarquons  premièrement  que  la  quantité  algébrique 

étant  la  différence  de  deux  carrés ,  peut  se  décomposer  en  , 

(26c -h  b*  H-  c»— a»)(2*<î  — ô*  — c»-f-fl'). 

Or  le  premier  de  ces  deux  facteurs  revient  à  (6  +  o)>  —  a  >,  et  pa^ 
conséquent  aussi  à    (6-+-^-+-«){^-+-<î  —  «)•  ' 
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Le  second  est  la  même  chose  que  a^  —  {b  —  r)%  et  devient  éga- 
ement  [a-^-b  —  c)  (a  —  A  -f-  <r). 

On  a  donc  4  ^'^*—  (**+  <?'—  «')' 

'ûsoDS  â  +  ^  +  ^=2/»  [/»  désignant  alors  le  demi-*périniètre]; 
>fl  en  déduit  successivement 

b  -{•  e  —  a  z=:  np  —  2a  =  a(/>  —  a), 
fl-f-c  —  b  =  7ip  —  nb  =z  2,{p  —  b)j 
a  -+-  b  —  e  =2/»  —  2c   =2(/>   —  c); 

.t  substituant  dans  la  valeur  de  ABC , 

ABC  =  {s/i6MP-^)iP-^)(P-^)^ 

Ml,  en  réduisant,  (2)        ABC  =  ^p (p  —  o){p  —  ^){p  —  ^)- 

Ce  qui  démontre  que,  —  Connaissant  les  trois  côtés  d'un  trian- 
^Uj  pour  obtenir  l'expression  numérique  de  son  aire,  il  faut, 

—  1°  — faire  la  demi-somme  des  trois  côtés;  —  2®  —  retrancher 
lltenuitivemen^  tle  cette  ^mi-somme    chacun  des  trois  côtés; 

—  3"  — fairv  le  produit  de  la  demi-somme  et  des  trois  différences; 

—  4* —  enfin,  —  extraire  la  racine  carrée  de  ce  produit. 

Cette  expression  est  d'ailleurs  calculable  par  logarithmes,  et 
vous  allons  en  faire  luie  application. 

Soient       ^  =  4"'>25,     6  =  6,84,    ^  =  9j47« 

Tableau  du  calcul» 

a=  4t35  ^=io,q8  p=io,qS  pzszlO^oS 

6=  6,84  «=  4,a5  ft=  6,84  ^=  9,47 

*=_9»47^       p^a=  6,o3       p^b==  3,44       ;»-€=  0,81 
<4-*-hc=ao,56; 

*iouc      p=io,a8. 

lo^p  =  log  10,28  =  1,01199311 

log  (fi  —  a)  =?  log  6,o3  =  0,78031731 

log  { ;»  —  6)  =  log  3,44  =  0,53655844 

log(;»  —  e)  =s  log  0,81  =  1,90848503 

a  log  ABC  =  2,23735388 
log  ABC  =  i,ii8(]g694 
'^'••»*^  ABC  =  i3«"*l  ,14^4  à  0,0001  près- 
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Scoux.  —  On  a  trouvé  (n***  ^iS,  SI7),  pour  ))»expre9iîoiisdes 
rayons  r,  r'  du  cercle  inscrit  et  du  oerde  drconscrit  à  un  tnangle, 


2^  ,         abc 

r'  —  — 


\$  étant  l'aire  du  triangle]. 
On  a  par  conséquent 

^_  ^)Jp{p^a){p^b){p--c)       ^_  abc 

a^b-^ç  •  ^>lp{p-a)(p-b){p-^: 

pour  les  valeurs  de  r,  /^,  exprimées  au  moyen  des  trois  côtés  sen- 
lement;  et  ces  valeurs  sont  aussi  calculables  par  logarithmes. 
Reprenons  la  résolution  des  problèmes. 

PaOBLBMK  V. 

N^  288.  —  Lee  trois  côtés  d'an  triangle  sont  entre  m 
:  :  3:4*5;^/  son  aire  vaut  24*^  :  —  on  demande  les  longueurs  à 
ces  côtés. 

On  a,  d'après  l'énoncé , 

a  =  \c,     b  =  |cj 
d'où     :ip=^c,   />=fi?,    p—a=\cj    p^b=z^c,    p--c=z\c. 
Appliquant  la  formule  (2)  du  n°  S87 ,  il  vient 

2S.  ?fil 
ce  qui  donne     c^  =r  — ^— î  =  loo     et    c  =  10. 

Donc  «=-J.io  =  6,     ^  =  |.io  =  8. 

Ainsi  les  trois  côtés  sont  6",  8°^  et  10™. 

N,  B.  —  Le  triangle  est  rectangle  ;  car  on  a    6'  -h  8'  =  10'. 

PaOBL]BME   VI. 

Étant  donné  le  côté  o™ ,  aS  d*un  carré,  trouver  le  côté  c  d'un 
triangle  équi latéral  équivalent  à  ce  carré» 
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La  formule  (a)  du  n^  987  devient 

'où  y  en  prenant  les  logarithmes , 

a  log  c  ==  log  4  +  a  log  o^aS  +  comp.  j-  log  3. 
Or  log  4  =  o»6o2o5gg9 

2  log  0,25   =   2,79588002 

eomp.^\ùg3  ^  9,76143938 

2  loge  =  7,15937939 

log  c  =  7,57968969 

c  =  0^,37994,  à  0,00001  près. 


'où 


PaoBLiKB  Vn. 

On  demande  le  nombre  de  rouleaux  de  papier  qu'il  faut  em^ 
loyer  pour  tapisser  une  pièce  rectangulaire  qui  a  i5"*,76  de  Ion-- 
aeur,  8^,24  de  largeur,  La  hauteur  de  Vappartement  est  de 
Tfi^\  mais  celle  du  lambris  est  égale  à  0^,37.  Enfin  chaque 
wleau  de  papier  a  une  longueur  de  10  mètres,  et  la  largeur  du 
^pierestdeo^fi. 

Observons  d'abord  que  la  hauteur  de  la  partie  qui  doit  être 
ipissée  est  de  4">87  — o™,37,  ou  de  4">5o. 

Cela  posé,  on  a, 
Pune  part,  2  rectangles  de  1 5*^,76  de  base  sur  4*^950  de  hauteur; 

ce  qui  kit  i5,76  X  9  =  i4ï"'**',84; 

Vautre  part,  2  rectangles  de  8"*,24  de  buse  sur 

4*,5o^e  hauteur;  ce  qui  donne      8,24  X  9  =    74"**'*>i6; 
linsi  la  superficie  totale  à  tapisser  est  de  2  ifr^-^i-  ,00 . 

Divisant  216  par  0,6 ,  largeur  du  papier,  on  trouve  36o  mètres 
Ml  36  rouleaux  de  10  mètres. 

Vérification. 

Le  contour  de  la  salle  =  (  1 5,76  4-  8,24  j  X  2  =  48  mètres. 
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Or  ^  48  :  o,6  =  8o; 

donc  il  faut  8o  largeurs  de  papier ^  et  par  conséquent  8o  X  4^^ 
on  36o  mètres,  ou  bien  enfin  36  rouleaux  à  lo  mètres  de  longueur 
chacun. 

FkG.  104.  PEOBLixB  yni.  (  Fig.   1 24. } 

Étant  donnés  les  trois  côtés  d'im  triangle  ABC  [AB  =  £=35", 
AC  =  ô  =  3o",  BC  =  a  =  28"!,  partqger  ce  triangle  en  deux 
parties  équivalentes  par  une  droite  'Sf'C  parallèle  au  petit  côté. 

Prenons  pour  Tinconnue  du  problème  àHSk"  =  x.  On  a  (n*'  WS 

ABC  :  AB^C"  ::  ab»  :  ab"»  ::  c»  :  x>  ;:  »  :  ij 


d'où  x^  =  -yc*    et    X  =  |cy2} 

ce  qui  prouve  que  la  valeur  de  x  est  indépendante  des  deux  autre 
côtés  a^  by  du  triangle. 
Remplaçant  dans  cette  valeur,  c  par  35,  on  trouve 

X  =  I35v/sî  =  24,748. 

PaOBLiMB  IX. 

Calculer  l'aire  S  d'un  octogone  régulier  dont  lec6té\c\  a  pour 
valeur  oi^  y  ^. 

Soient  r  et  r'  le  rayon  et  l'apothème  de  cet  octogone;  on  a 
les  deux  égalités 

(1)  S  =  4rr'     et     r'  =  v^H  —  |c«, 

iVoii  Ton  voit  que  pour  obtenir  S  il  suffirait  de  connaître  /-. 

Or,  si  Ton  désigne  par  C  le  côté  du  carré  inscrit  correq>ondaDt 
au  polygone  dont  c  est  le  côté,  on  a  {nP  ll5tf) 

c»  =  2r»  —  r^4r*  —  C^j 
égalité  qui  devient ,  à  cause  de  C  =  2r '  (n<>  958), 
r'  =  2r»  —  r'^a  =  r»(2  —  ^); 


C" 


c» 


d'où  Ton  tire       r'  = p  =  yc»  (2  -h  y^)- 

2  — v^ 
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Substituant  celte  valeur  de  H  dans  la  seconde  des  deux  rela- 
tions (1)9  on  obtient 


r'  =    y/ic'(2  H-  ^)  —  |c»  =  |cV3H-a^. 


Donc  S    =  2c»\/^3  4-  V^  =  2(o,25)'V3  -*-  2^^ 

00 ,  appliquant  les  logarithmes, 

log  S  =:  loga  -h  2  log(Oy25)  4-  Tlog(3  -h  2^). 

Or  2^  =  ^2^2  =  v/8  =  2,8284; 

d  où  3  4-  2^/2  =  5,8284. 

Gela  posé,  log  2  =  o,3oio3oo, 

2  log  0,25  =  2,7968800  (n®!l88,^/t>*tôOTtf  VI), 
I  log  5,8284  =  0,3827746, 

logS  =  7,4796846. 
Donc  enfin  S  =  o'',3oi777,ài  millim,  carré  près. 

N.  B.  —  On  aurait  pu  simplifier  ce  calcul  en  remarquant  que 


3  4-  2^  est  le  carré  de  i  +  V^;    d'où    y^  -h  2^^=  i  4-  ^. 
Ainsi  la  formule  logarithmique  deviendrait 

logS  =  log2  4-  2  ]og(o,25)  4-  T  l<>g  (i  -H  V^)f 

c*estrà-dire  qu'il  suffirait  d'extraire  d'abord  la  racine  carrée  de  2 
et  d'ajouter  i  au  résultat,  afin  d'obtenir  i  4-  V^« 

Problèmes  sur  les  figures  circulaires. 

PaoBubiB  X. 

N<>  5189.  —  Étant  donnée  l'aire  d'un  cercle  égal  à  33'°''I-,i830| 
trowerson  rayon  (r). 

On  a  irr'  ==  33,i83o  (n»  SilO); 

doù,  en  appliquant  les  logarithmes, 

2  log  r  =  log  33,i83o  +  comp.  log  tt, 
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calcul  qui  Q*oiïre  aucune  difficulté  et  donne  pour  résultat 
r  =  3™,25  y     à  un  dix-millième  près. 

Peobl&xk  XI* 

Déterminer  l'aire  (S)  d'un  segment  de  cercle  dont  l'arc  esterai 
à  la  moitié  du  quadrant,  h  rayon  r  du  cercle  étant  égal  à  3*,i5. 
On  a  d'abord 

S  =  |r  (arc  5o«  —  |r^)  (n«  Stti,  eoroL)^ 
et  ensuite      arc  5o«  =  |.-.r  =  jn.r  (u"  M9). 

Donc        S  =  ir»(|ir  —  |v^)  =  |H(ir  —  a^; 
ou,  remplaçant  H  par  sa  yaleur  {d^iSy , 

S  =  i(3,l5}«(7r  -  2V^), 
7C   =:    3,l4l6y      2^  =   2,8284» 

d'où  w  —  2^  =  o,3i32; 

ce  qui  donne 

logS  =  2log(3,i5)   +  logo,3i32   +  comp,  log  8  —  10, 

et  par  suite  S  z=z  o"*'*, 3884^3^3. 

PaoBLÀxB  Xn. 

Le  côté  a  d'un  triangle  équilatéral  a  5™,8  de  longueur;  trouver 
les  surfaces  s  et  s'  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  circonscrit. 
On  a  9  pour  l'expression  générale  du  oerde  ciroonscrit  à  on 

triangle,  /  =  -^v^a*. . .  (n®  247) , 

et  par  conséquent   s'  =  J7r(5,8)'; 

d'où  log  s'  ==  log  TT  H-  2  log  (5,8)  -h  comp.  log  3  —10, 

et  par  suite  s'  =  35'''*i',2277. 

Quant  au  cercle  inscrit  s ,  comme  son  rayon  est  moitié  de  celui 
du  cercle  circonscrit  (n**  857 ,  corol,  II) ,  il  en  résulte 

j  =  Itf'  =  8«-^-,8o69. 


APPENDICE 

AUX  DEUX  PREMIERS  LIVRES. 


hirodaeiion.  —  Det  reeherchet  purement  tpécalatiYes  tvr  la  G^métric 
plane  ont  condait  les  géofnètres  k  âes  propriétés  fort  curieuses,  dont  il  est 
posiible  de  tirer  ensuite  parti  pour  la  résolution  de  divers  problèmes  qui , 
UDt  un  tel  seeonrs ,  présenteraient  d'assez  grandes  difficultés. 

Cet  propriétés  peuTent  se  grouper  en  un  petit  nombre  de  théories,  dont 
Paposition  succincte  fera  Pobjet  de  la  première  seeiion  de  cet  Appendice , 
b  seconde,  ainsi  que  nous  TaTOns  déjà  dit  au  n®  83,  derant  être  con- 
Merée  à  des  considérations  générales  sur  les  figures  cunrilignes,  et  à  quel- 
ques notions  sur  les  courbes  les  plus  remarquables  et  les  plus  utiles.  — 
Chicone  de  ces  deux  sections  renfermera  deux  paragraphes. 

Gomme  les  théories  que  nous  sTons  à  déTclopper  doitent  former  un  cha- 
pitra  tont  à  fait  spécial  et  distinct  du  Cours  élémentaire ,  nous  interrom- 
prons Tordre  des  mtméros  suiTis  jusqu^à  présent,  en  prérenant  toutefois 
que,  quand  nous  aurons  à  renroyer  à  un  numéro  de  l'Appendice,  nous 
ferons  suivre  le  chiflre ,  de  TabréTiation  [  App,  ]  ;  mais  pour  \t»  figures  nous 
conserverons  l'ordre  des  numéros  primitifs. 


PREMIÈRE   SECTION. 

$  I".  —  Centres  et  axes  de  sjrmétrie,  —  Polygones  symétriques. 
—  Centre  des  moyennes  distances.  —  Centres  de  similitude.  — 
Axes  radicaux. 


Centres  de  ^métrie, 
TBÉoain  I.  (  Flg.  195  et  195  bis.)  Fie.  içfi 

N»  i.  —  Lorsque  Us  sommets,  A  et  A',  B  et  B',  C  et  C  ', de  deux  poly-  ®    *^* 

pnes  {fg,  ig5) ,  ou  d'un  même  polygone  (fig.  ig5  bis),  sont,  deux  à  deux ,  sur 
det  droites  concourant  en  un  méhœ  point  intérieur  O  ^  et  à  distances  égales  de 
«  point  : 

i'*  "  Les  côtés  AB  et  A'B',  BC  et  B'C, .. .,  sont  égaux,  parallèles,  et 
dt  lesf  contraires; 

^  —  Toute  droite,  telle  que  BIN ,  passant  par  le  point  intérieur,  et  ter» 
minée  sur  deux  côtés  opposés,  est  divisée  par  ce  point  en  deux  parties  égales. 
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En  effet:  —  1<^—  lei  deux  triangles  OAB,  OA'B',  sont  égaux 
ayant  un  angle  égal,  0,  comprit  entre  c^tés  égaux  chaeati  à  ehacs 
[  OA  =  OA',  OB  =  OB'  ].  Donc  AB  =  A'  B',  et  angle  OBA  =  amgU  OB'  A  ; 
ainsi  les  côtés  opposés  AB,  A'B',  sont  égaux,  parallèles  et  de  aoueM- 
traires.  —  Même  raisonnement  pour  les  autres  couples  de  eôtéa. 

ao  —  Puisque  les  oôtés  AB,  A'  B'  (j^.  iqS),  et  AO',  DA'C^.  igStû:. 
sont  égaux  et  parallèles,  la  figure  ABB'A'  ou  AD'A'D  est  an  penllâ^ 
gramme  dont  AA',  BB',  ou  AA',  DD',  sont  les  diagonales,  et  O  le  centre: 
doneOM=:ON  (n»  76). 

N<>  9.  —  tMrniiTioiis.  —  Le  point  O,  qui  jouit  de  la  propriété  dediriier  a 
deux  parties  égales  toute  droite  qui,  le  contenant,  est  terminée,  aottaa  coa- 
tour  du  polygone  {Jig,  198  ftû),  soit  à  deux  côtés  égaux  et  opposés  (J%.  19S:. 
se  nomme  le  centre  de  sjmétrie,  ou  simplement  le  centre  de  la  figure:  4 
chaque  droite ,  telle  que  MN ,  AA',  BB', . .  . ,  pourrait  être  nommée  ua  l»- 
centre,  diaprés  sa  propriété  de  passer  par  le  centre  (*). 

CoaoLUmi.  —  Tout  polygone  doué  ^un  centre  ée  tymêtrie  n  néceuuie- 
ment  ses  côtés  en  nombre  pair  :  c^est  une  conséquence  éridente  da  théorène  i 

K<>  3.  —  ScOLU  I.  —  La  réciproque  est  vraie  et  se  démontrerait  sans  as-  ■ 
cune  diOiculté.  —  Ainsi': 
FiG.  195.         lorsque  deux  polygones  {^fg.  195),  pu  wi  polygone  {fig.  igS  *»*),  ont  la' 
FiG.  195  bis.  côtés  égaux,  parallèles  et  de  sent  contraires,  deux  à  demx,  ils  s^mi  doués  im\ 
centre  de  symétrie. 

Ainsi,  tous  l«s  parallélogrammes  [  et  comme  cas  particuliers,  le  Uaeage, 
le  rectangle,  le  carré]  ont  un  centre  de  symétrie;  et  ce  sont  les  seuls  qet- 
drilatères  qui  puissent  en  avoir. 

Tous  les  polygones  réguliers  d'un  nombre  pair  de  côtés  ont  on  ccntif' 
de  symétrie  :  c'est  le  point  même  que  Ton  a  déjà  nommé  le  centre  dupoh' 
gone  relier  {b^  159). 

ScouE  IL  —  Il  serait  facile  de  démontrer,  en  employant  le  moyen  in- 
diqué au  Tfi  46,  00  dans  la  note  an  bas  de  la  page  55,  que  les  dm 
polygones  {fg,  195),  ou  les  deux  portions  de  polygone  {fg,  igSMi),  icst 
directement  superposables ,  par  rotation  ou  pivotement  autour  du  eentit. 

Des  axes  de  symétrie. 

N<»  4.  —  DtriMiTiONi.  —  Deux  points  A  et  A'  (fg,  içfi)  sont  dits  syméiri- 
éfuement  placés  par  rapport  à  une  droite  XT,  lorsque  cette  droita  eit  per- 
pendiculaire sur  celle  qui  joint  les  deux  points,  et  la  dinse  en  deux  partie 
égales. 
Fie.  196.        Plus  généralement,  deux  polygones  ABCDE,  A'B'C'D'E'  [fy.  ig^)»  [» 
Ftc.  196  bis,  portions  de  polygone,  ABCD,  A'B'C'O'  (^fg,  196  bis)]  sont  dits  symétri^- 


(*)  On  doBttc  ordiaaÎTCHicttt  à  nu»  pareille  dmite  le  nom  de  dum^tre;  euii  cette  dMMeî' 
vatioo  coBTÎeat  plea  particiiHèrcHicttt  aas  Hroitca  Anal  il  «ne  q«eftiaa  a«  o«  7. 
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ment  placés  par  rapport  à  une  droite  XT,  lorsqae  cette  droite ,  étant  per- 
pflodicalaire  sur  celles  qui  Joignent  deux  à  deux  les  sommets  A  et  A', 
B  et  B',. . .  des  polygones  [oa  portions  de  polygOnS] ,  diTise  chacone  de  ces 
dernières  en  dem  parties  égales. 

La  droite  XT  estdite  alors  elle-même  un  axe  de  symétrie. 

Par  exemple ,  le  diamètre  d^un  cercle ,  la  li{^  des  centres  de  deux  cercles  , 
Js  bissectrice  d^n  angle  quelconque,  ou  de  l'angle  au  sommet  d'un  triangle 
isoseèle ,  tes  bissectrices  des  angles  d^un  polygone  régulier,  ou  des  angles  an 
eeatre  de  ce  polygose,  etc.,  sont  autant  d'axes  de  symétrie  dans  ces  figures. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  les  deux  polygones  (Jig.  ig6}  ou  portions  de 
polygone  (fg,  jg6  his)  sout  superposables  par  rabattement  autour  de  la 
àroiie  XY. 

N®  tf.  —  Du  trapèse  isoseèle  ou  ^métrique.  —  Un  trapèze  ABDC  {J^.  197)  Fie.  197. 
dont  les  côtés  latéraux  AC  ,\BD  sont  égaux,  et  qui  peut ,  pour  cette  raison  , 
ôtre  nommé  isoseèle,  a  pour  axe  de  symétrie  la  droite  £F  qui  joint  les  mi» 
lieux  des  deux  bases  \  -^  car  de  ce  que  A£  =  EB,  CF  r=  FD,  il  résulte  que 
les  trois  droites  AC ,  EF^BD  concourent  en  Un  même  point  I  (a»  SOi,  réc); 
et  le  triangle  lAB  éUnt  isoseèle  k  cause  4e  AC  s=z  BD  (n»  185),  il  s'ensuit 
que  I£  est  bissectrice  de  l'angle  AIB  ;  donc ,  ete. 

Le  trapèxe  isoseèle  on  tymétriqfte ,  ABDC ,  jouit  d'une  autre  propriété  assez 
remarquable,  c'est  d'être  inscriptible  (n^  121).  *^  En  effet ,  I£  étant  un  axe 
de  symétrie,  les  deux  triangles  I£A,  lEB  sont  duperposables  par  rabatte- 
ment autour  de  I£  ;  donc  les  perpendiculaires  élevées  sur  AC ,  BD,  par 
leurs  milieux  K ,  L ,  se  coupent  en  un  même  point  O  de  I£ ,  lequel  point  est 
slors  le  centre  d'un  cercle  passant  par  les  sommets  A,  B,  D,  C. 

Thégrèiik  II.  {Bg,  198.)  Fie.  ,g8. 

N*^  0,  —  Toute  figure  tjui  a  deux  axes  de  symétrie,  XT,  ZV,  perpendiculaires 
nure  eux,  a  pour  centre  de  symétrie  l'intersection  O  de  ces  deux  axes. 

Pour  le  démontrer,  d'un  point  quelcdhque  M  du  contour,  abaissons  sur 
Kï,  ZV,  les  perpendiculaires  MPM',  MQH*".  —  La  droite  OQ,  étant  égale 
fi  parallèle  k  PM,  est  aussi  égalent  parallèle  à  PM'j  donc  les  droites  PQ,  OM' 
lODt  aussi  égales  el  p«rallèleA  {n^  74).  —  On  pfourerait  de  même  que 
PQest  égale  et  parallèle  à  OM'';  d'où  il  suit  que  les  droites  OM',  OM" 
^oot  le  prolongement  l'une  de  l'autre  (n*  S4),  et,  de  plns^  que  l'on  a 
3M'  =  OM*'. 

Ainsi  le  point  O,  divisant  une  droite  quelconque  M'M"  en  deux  parties 
^es ,  est  un  centre  de  symétrie {d9  9,  App.)-^  C.  Q.  F.  D. 

ScoLiB  I.  -^  L^é  deux  axes  rectangulaires  XY,  ZV  divisent  la  figure  en 
quatre  parties  opales»  —  Les  parties  adjacentes  sont  lupcrposables  psr  ra- 
'iûttement,  et  les  parties  opposées  par  pivotement. 

11  y  a  donc  deux  sortes  de  position  ^métrique  dans  un  plan,  Tune  par  rap- 
>orl  h  un  point,  l'autre  par  rapport  à  une  droite.  Les  polygones  symétriques 
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de  la  première  sorte  sont  superposables  directement,  c''est-à-dire  par  on  sim- 
ple pivotement  autour  du  centre  ;  tandis  que  les  autres  sont  superpo&aUn 
inversement,  c^esi-k-dire^r  rabattement.  Or,  ces  derniers  sont  les  seuls  po- 
lygones que  Ton  doive  considérer  comme  sjrmétri^ues  quant  à  laponne  «  c^esi- 
à-dîre  comnttt  inverses,  ou  simplement  comme  ^métritiues  dans  le  sens  a&soic 
du  mot. 
FiG.  199.  On  peut  obtenir  le  symétrique  d'un  triangle  ABC  {fig.  19^  [ou  eo  fa- 
nerai d'un  polygone  quelconque],  en  le  faisant  tourner  autour  d'un  de s6 
côtés  AB,  comme  charnière,  pour  le  rabattre  de  l'autre  câté  dans  la  seeondt 
région  du  plan,  et  lui  donner  la  position  ABC'.  —  Bans  ce  eas,  le  êesm 
ou  Venvers  du  triangle  devient  \»  grmétrique  du  dessus  ou  de  Yendroit,  -e. 
réciproquement  {vçyeg\e  n**  18). 

Mais ,  ainsi  que  nous  l'avons  établi  au  n^  68  >  ces  sortes  de  figures  pe«T«ti 
toujours,  par  une  suite  de  mouvements  convenables,  être  ramenées  àra<?  ( 
position  telle ,  que  les  côtés ,  devenant  parallèles  et  de  même  sens  dui  1  1 
deux ,  soient  tons  situés  dans  le  même  plan. 

ScoLiB  IL  —  Toutes  les  propositions  établies  dans  les  n^*  i,  8, 3, 4«i  I 
6  i^pP')  sont  applicables  aux  pol|gooes  concaves,  qaoique ,  dans  les  fi^om 
qui  ont  servi  aux  démonstrations,  nous  n'ayons  considéré  qne  des  poiv 
gones  convexes.  —  Elles  s'appliquent  même  aux  figures  curvilignes^  si,ee 
généralisant  ce  que  nous  avons  dit  au  n^  24«$  sur  le  cercle,  on  regarde  uo. 
figure  curviligne  comme  uti  polygone  d'un  nanhre  infini  de  côtés  infieinr^f 
petits. 

Des  diamètresm 
FiG.  aoo.  Theorâmb  III.  (Fig,  )oo.) 

N®  7.  —  Lorsque  les  sommets  B  et  B',  C  et  C, ...  de  deux  polfgomei,  (min 
méhie  polygone ,  sont  deux  à  deux  sur  des  droites  parallèles  entre  elle»  et  en*- 
sées  en  deux  parties  égales  par  une  même  droite  mêounc  ,  cette  droite  médiat 
divise  aussi  en  deux  parties  égales  toute  autre  droite  MM'  parallèle  aux  ^ 
mières,  BB',  CC, 

[On  la  nomme ,  pour  cette  raison  ,  un  diamètre  du  polygone.] 

Les  sommets  B  et  B',  C  et  C',. . .  sont  dits  des  sommets  homologÊses;  et  i: 
en  est  de  même  des  côtés  AB  et  AB',  BC  et  B'C,  BD  et  BIK, . . . ,  qui  K-i- 
gnent  des  sommets  homologues. 

Cela  posé,  pour  démontrer  que  MM'  est  divisée  en  deux  parties  égales  par; 
XY,  prolongeons  les  côtés  homologues  CD,  CD',  jusqu'à  leur  renconti* 
avec  la  droite  XY.  — Puisque,  d'après  l'énoncé,  les  portions  C*- et  cC. 
D<2  et  <2D',  des  droites  parallèles  CC,  DD',  sont  égales,  il  s'ensuit  (n»  909, 
récip,)  que  les  droites  CD,  CD'  doivent  concourir  au  même  point  de  XYi 
on  a  donc  aussi  (n^  802)  Mm  =  mM';  C.  Q.  F.  D. 

ScoLiE  I.  —  Cette  propriété  des  côtés  homologues ,  de  concourir  en  on 
même  point  du  diamètre  XY,  convient  également,  comme  il  semit  facile 
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de  le  prourer,  aux  droites  qui  joignent  deii  points  homologues  quelconques, 
en  déflniieent  leè points  homologues,  des  couples  de  points  tels,  que  la  droite 
qui  les  joint  est  parallèle  aux  droites  BB',  CC',. . .,  et  est  divisée  en  deux 
parties  égales  par  le  diamèire. 

£u  oQlre,  \m perpendiculaires  CP,  C'P',  abaissées  d«  deux  sommets  homo- 
logues [et,  en  général ,  de  deux  points  homologues  quelconques],  sont  égitles: 
—car  les  deux  triangles  rectangles  cPC,  cP'C  sont  évidemment  égaux. 

Enfin ,  les  deux  portions  defgure  ÂBCDE,  AB'  CD'  £,  sont  équivalenus, 
comme  composées  de  triangles  ou  de  trapèzes  ayant  deux  à  deux  même 
base  et  mèihe  hauteur. 

iV.  B.  —  Les  figures  sjrmétrUimes  par  rapport  à  un  axe ,  étant  comprises 
dans  celles  dont  nous  venons  de  parler,  possèdent  toutes  les  propriétés  de 
ces  dernièros,  en  présentant  de  plus  ces  deux  particularités  :  —  i^'  —  que 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  homologues  sur  Taxe 
de  symétrie  ,  se  confondent  ;  —  a°  »  que  les  portions  de  figure  ABCDE , 
k'^Q/XyEf  y  %onX  égales  et  superposahles  [inversement]  dans  le  cas  de  sy- 
métrie ,  tan>lis  qu^'elles  sont  seulement  équivalentes  dans  le  cas  général. 

ScoLiB  II.  —  Dans  tout  triangle  CAB  (fg.  63),  chacune  des  droites  qui  Fie.  63. 
joignent  les  sommets  avec  les  milieux  respectifs  des  côtés  opposés,  est  un 
diamètre,  puisqu'elle  divise  en  deux   parties  égales  (n^  HOi)  toute  droite 
parallèle  au  cûté  correspondant  du  triangle  ;  et  il  en  est  de  même,  pour  un 
trapèse  quelconque,  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  de»  deux  bases. 

Centre  des  moyennes  distances. 

I^^  8.  —  Proposition  paÉLOiiicAiRE.  —  Soit  ABCDE  (  fy.  aoi)  un  polygone 
quelconque.— Joignons  les  milieux  consécutifs,  M,  M,  P,  Q,  R,  des  côtes 
AB,  BC ,  CD,. . .  :  il  en  résulte  un  nouveau  polygone  MNPQR  dont  le  péri- 
mètre et  Taire  sont  évidemment  plus  petits  que  le  périmètre  et  Taire  du 
premier.  En  opérant  sur  le  second  comme  sur  le  premier ,  on  obtient 
vn  troisième  polygone  M'TÏ'P'Q'R'  plus  petit  que  le  second;  et  ainsi  de 
suite. 

Or,  ces  opérations  étant  continuées  indéfiniment,  on  doit  nécessaire- 
ment arriver  h  un  polygone  infiniment  petit  dont  les  sommets  seront  telle- 
ment rapprochés,  qu'on  pourra  les  considérer  comme  se  confondant  en  un 
seul  point  O,  lequel  formera,  en  quelque  sorte,  un  groupe  d^'autanl  de 
points  qn^il  y  avait  do  sommets  dans  le  po1y|;one  primitif.  —  Ce  point  est 
d^aîllenra  unique  dans  le  plan  dn  polygone ,  puisqu'il  résulte  de  la  jonction 
toceessive  de  points  fixes  et  déterminés  de  position  dans  le  plan.  Déplus,  il 
jouit  d^nne  propriété  remarquable  qui  sera  rôbjct  dn  théorème  suivant. 

TnéORÈi»  IV.  {Fig.  aoQ.)  Pn».  Qoa. 

N*  9.  —   Il  existe  dans  le  plan  de  tout  poljgone  ABCDE  [convexe  ou  con- 
''^-f<r]  un  point  unique  6  tel,  que  sa  distance  GO'  à  une  droite  quelconque  XY 

i8 


nUKée  dani  U  plan,  igaU  lequoiient  de  U  JiWiien  de  la  somme  Je$  diiuita. 
A  A',  BB',.,.,  det  aoaimen  dm  pofygome  à  ente  droite ,  par  U  Komtn  a  dei  lai- 
meli;  —  c'ect-k-dire  quo  l'on  a 

_   AA'-hBI)'-t-CC'+.  -■ 

(Nous  coDiidcroi»  ici  un  penug;oao;  miili  U  démonilnlion  que  not' 
aliont  eipoter  eil  générale.] 

Prenona  lea  milieui  H,  N,  P,  Q,  B,  de>  cAlëa  du  polygone,  al  it*ii 

■onB  de  cta  points   Ica   parpeDdicultïm  MM',    NN',   PP' larli 

droite  XT. 

I^U  pora,  nouiaron*  ■âparémeiit(n'>89) 

MM-="'^"'',  »!C_!î-:tïïï,  pK^œ-^DD' 


d'où,  en  «jonlant  Im  égaliléi  membre  i  membre  , 

MM'-t-HN'-i-PP-.-QO'-vEH'=AA'  +  BB'-i-CC'-KDD'-(-EE'. 

Opérona  actuel  lement  sur  HNPQR  amnoie  noiu  btodi  opérd  «nr  ARG)£ 
il  en  ré«ult«ra  un  nouTeau  poljgooe  tel ,  que  la  eomnie  des  dlilanca  it 
loua  atw  aammeti  k  la  droite  XT  aer*  égale  1  la  aomme  des  diitannart- 
latiTca  au  aeeond  polygone ,  et  par  conaéquent  auaii  i  U  somme  du  dit- 
lancei  relativea  au  premier;  et  ainti  de  anile. 

Donc ,  en  dtalgnant  par  U  le  point  de  rtonlon  dea  cinq  aommeu  du  pali- 
gune  infiiimenl  petit  dont  l'eiialeDce  a  i\é  démontrée  dans  le  numéro  pHcF- 
dent,  et  par  GG'  la  perpendiculaire  oorreppondante ,  laquello  peut  alon 
Cire  regardée  comme  une  espèce  de  ^'Arrau  de  cinq  dnitaa^le*  àGG',w 
aura  la  relation 
[I)  5.GG'  =  AA'-.-BB'-»-CC-i-DD'+EE';  I 

douloDdMuil  GC»  =  — ■-- — — ■■ 


Donc  , en  général,  GG' = ^ '- . 

N.B.—  Le  point  G  est  ce  que  l'on  nomme  U  niure  damayennei  dlûm- 
'1.  —  Il  eat  érideotd'ailteura  que  ta  poailioo  eat  tout  i  &i(  indêpendaulc 
:  la  direction  donnée  A  la  droite  XT ,  puiaque  cette  potition  eai  dêtat- 
linée  uniquement  par  celle  dea  sommeta  du  polygone. 

La  droite  XT,  dont  la  potitlon  dîna  le  plan  ait  ariilr*ire,  ae  DOname  bb 
ce  i£ej  nHQ'ejBiuj  dùtencet. 

Scoiul.  — Hou*  «foiuiuppoaé,  dan*  la  figure,  que  le  poljgonr  ABCDE' 
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iftajt  eolidreineiit  sitaé  d^an  même  cdté  de  la  droite  XY.  Mais  nous  pouvons 
généraliser  darantage  la  proposition. 

A  cet  effet,  considérons  d''abord  une  droite  xj  menée  par  le  point  G  pa- 
rallèlement à  XY ,  et  nommons  a,  h,  e,dy  Cyles  points  oà  les  perpendicu- 
lain:6  AA',  BB',  . . . ,  sont  rencontrées  par  la  droite  kk-  —  Si  nous  retrfln- 
choDê  de  regalité(i)régalité  évidente 

5 .  GC  =  a  A'  -+-  iB'  -+-  cC  -4-  dD'-t-eE% 

il  vient     (-2)  0=  —  aA  -h  ftB  h-  cC  —  ^  —  cE; 

ce  qui  démontre  que,  pour  toute  droite  j^  menée  par  le  point  G ,  i«  diffé- 
rence entre  la  tomme  des  distances  de  tous  les  sommets  situés  d'un  coté  et  la 
somme  des  distances  des  sommets  situés  du  côté  opposé ,  par  aiPPoaT  A  cbttb 
fiaoïTB  y  eu  ^ale  à  zéro. 

Considérons  maintenant  une  autre  droite  x'y  parallèle  aui  deux  premiè- 
res, et  telle,  que  les  sommets  A,B,  C,D,  .  .  .,  ainsi  que  le  point  G, 
■oient  situés,  les  uns  dans  une  région  (ja9  11),  les  autres  dans  la  région 
opposée  par  rapport  à  cette  droite.  Désignons  d^ailleurs  par  a',  ft',  c',...,  g* y 
les  points  où  elle  est  rencontrée  par  les  perpendiculaires  AA',  BB',CC',..., 
GG'. 

Si  nous  ajoutons  aux  deux  membres  de   Tégalité  (a)  ceux  de  Tcgalité 

5.Gf  '  =  a«'  -h  hh\-^  ec^  -h  <W  -h  ee'y 
il  Tient  r>  .G^  '  =  Afl'  -h  Bft'  -+-  Ce'  -h  D<î  '  —  Ee' , 

fou  l'on  déduit      Gg  '  = = ; 

c'est-à-dire  que  2a  distance  du  point  G  à  la  droite  x'y'  est  égale  au  quotient 
de  la  division  de  la  différence  entre  la  somme  des  distances  des  sommets  situés 
i'tm  côté  et  la  somme  des  distances  des  sommets  situés  du  côté  opposé,  par 
U  nombre  de  ces  sommets. 

Mais  r:n  c<>mpreud  ordinairement  ces  diffcrenles  propositions  dans  un 
•eal  énoDoé ,  en  disant  que 

La  dîMtamce  du  point  G  à  une  droite  située  d'une  manière  quelconque  dans  le 
plan  du  polygone  est  égale  au  quotient  de  la  di9ision  de  la  somme  algébrique 
des  distances  de  tous  les  sommets  à  cette  droite,  par  le  nombre  des  sommets,  le 
mot  algékriifue  signifiant  ici  que  ces  disunoes  doivent  être  prises ,  solvant 
le  sens ,  les  unes  avec  le  signe  -f- ,  les  antres  avec  le  signe  — . 

ScoLiB  II. — De  là  résulte  un  moyen  de  —  Déterminer,  pour  tout  polygone, 
I*  position  du  centre  des  moyennes  distances  : 

Après  avoir  tracé  dans  le  plan  deux  droites  qui  se  coupent  sou&  un  angle 
quelconque ,  on  commence  par  mesurer  les  perpendiculaires  abaissées  de 
tous  les  sommets  du  polygone ,  sur  chacune  des  deux  droites ,  en  ayant  soin 
de  distinguer  celles  qui  sont  situées  dVn  côté  de  chaque  droite,  de  celles 
qui  sont  situées  du  côté  opposé  ;  puis  on  divise  la  somme  algébrique  des  dis- 
taoeos  relatives  à  chaque  droite ,  par  le  nombre  des  sommets. 

18. 


I 
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Cela  fait ,  on  mène,  h  une  distAnee  marquée  par  le  premier  qaolieni,  me 
parallèle  à  la  première  droite  (n**  164) ,  et  à  une  disUnoe  marquée  par  1cm- 
(  ond  quotient ,  une  parallèle  à  la  seconde  droite, 

Lo  point  dUntersection  de  ces  deux  parallèles  est  le  centre  desmoyema 
distances. 

FiG.  2o3.  ScoLiB  III.  —  Dans  un  triangle  quelconque  ABC  (Jig,  ao3),  le  centre  de» 
moyennes  distances  n''e6t  autre  que  le  point  de  concourt  des  trois  droitaqii 
joignent  les  sommets  C,  A ,  B ,  aux  milieux  D,  E,  F,  des  côtés  opposés. 

En  effet ,  soient  abaissées  des  points  A  et  B,  des  perpendiculaires  AP,  BQ,     j 
sur  la  droite  CD.  —  Les  doux  triangles  rectangles  ADP,  BDQ,  sont  épm, 
comme  ayant  l'hypoténuse  égale ,  AO  =  DB ,  et  un  angle  aigu  égal. 

Donc  AP  =  BQ,    dVi    AP  — BQ  =  o; 

ce  qui  prouve  que  Tégalité  (a)  du  scolie  I  (App.)  est  satisfaite.  Ainai  la  droiic 
CD  passe  par  le  centre  des  moyennes  distances.  —  On  démontrerait  de 
môme  que  ce  centre  se  trouve  sur  les  deux  autres  droites  AE,  BF;  doue  U 
est  situé  h  leur  intersection. 

Le  centre  des  moyennes  distances  d'un  quadrilatère  quelconque  est  Tia- 
lersection  des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  cdtés  opposés. 

Le  centre  des  moyennes  distances  d'un  polygone  régulier  n'est  autre  quf 
le  centre  de  figure. 

Le  centre  de  symétrie  d^'un  polygone  symétrique  est  aussi  un  centre  en 
moyennes  distances  ;  —  etc. 

Toutes  ces  propositions  sont  faciles  à  démontrer. 

Des  centres  de  similitude. 

N<>  iO.  —  OfiSBavATiOR  pa^LiMiRAiaB.  —  Nous  avons  vu ,  au  n^  190,  qo« 
deux  polygones  semblables  P,  P'>  étant  situés  sur  un  même  plan ,  il  eu 
toigoors  possible  d'amener  l'un  des  deux  polygones,  P'  par  exemple,  dans 
une  position  telle ,  que  les  cAtés  homologues  des  deux  figures  soient  pa- 
rallèles et  de  même  sens.  Or,  il  peut  se  présenter  deux  cas  :  on  bien,  pour 
satisfaire  à  cette  condition,  il  suffit  d'un  simple  pivotement  du  polygone  P 
autour  de  Pun  de  ses  sommets  ;  ou  bien,  il  faut  avoir  recours  (n^M)  à  «& 
rabattement  de  ce  même  polygone  autour  de  l'an  de  ses  côtés,  combiné  00 
non  combiné  avec  un  pivotement. 

Pour  distinguer  ces  deux  cas  l'un  de  l'autre,  noua  dirons,  dana  le  pre- 
mier cas ,  que  les  deux  polygones  sont  directement  semblables ,  et  dans  le  se- 
cond ,  qu'ils  sont  inversement  semblables. 

On  a  un  exemple  des  deux  espèces  de  similitude,  en  considérant  lesdeas 
FiG.   196.  polygones  symétriques  ABCDE,  A'B'C'D'E'  {fg.  ig6,  n®  4,  App.) ,  et  sup- 
posant qu''aprè8  avoir  tiré  les  diagonales  AC,  AD,  et  pris  sur  AB   uw 
partie  quelconque  A&  ,  on  mène  ensuite  bc,  cd,  dey  rt'specttvemeiit  |iaral- 
Tèîes  à  BC,  CD,  DE  {vojes  le  nO  277). 

Le  polygone  A6cd!e  est  directement  semblable  au  polygone  ABCDE,  et  ik- 
s»ôr$ement  semblable  au  polygone  A'B'C'D'E'. 
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Deux  polygones  sont  directement  semblables  lors  même  que  leurs  côtés 
sont  panllëly  deux  à  deux  et  dirigés  en  sons  contraire,  puisque,  ainsi  que 
notis  TaTona  reconnu  pour  des  polygones  doués  d''on  centre  de  symétrie  (n^  6, 
App.),  il  suffit  d^un  pirotement  autour  du  centre  [ou  d^un  point  quelconque 
delenr  plan],  pour  les  amener  à  avoir  leurs  côtés  parallèles  et  de  même  sens. 

£o  va  mot ,  pour  reconnaître  si  des  polygones  sont  directement  on  inver^ 
MiiMitc semblables ,  il  sufBt  de  s^adsurer  si,  dans  \q  cas  particulier  où  ils 
snraietit  un  côté  égal  (n*  l69),  on  pourrait  les  superposer  directement  ou  in- 
versement  (n®  977). 

Or,  il  ne  sera  question ,  dans  tout  oe  qui  va  suivre,  que  de  polygones  di* 
rectememt  semblables. 

N^  il.  —  Définition.  -^  On  nomme  Ckmteb  sb  similitcdB  un  point  placé  de 
U  même  manière  par  rapport  à  deux  polygones  [directtmcnt]  semblables, 
c^est-à-dîre  un  point  tel,  que  si  on  le  joint  à  deux  sommets ,  ou,  en  général, 
à  deux  points  homologues  quelconques,  les  deux  lignes  de  jonction  appar- 
tiennent à  une  m^na  direction,  et  sont  proportionnelles  aux  côêés  homol<^ues. 

LfCS  distances  de  ce  point  aux  sommets  on  aux  pointa  homologues ,  sont 
dites  des  rayons  de  simlitude. 

Théorème  V.  (Fig.  3o4  et  ook  bis.)  ^»c-  ,^^ 

^  ^       ^         ^       '  et  ao4  bis. 

îs^  12.  —  Si  d'un  point  O  pris  à  volonté  sur  le  plan  d'un  polygone  AfiCDË, 
9a  mène  des  droites  à  tous  les  sommets ,  et  que  sur  tes  droites  (Jig.  ao4)  ou  sur 
leurs  prolongements  (Jig.  to4  bis) ,  on  prenne  des  parties  Oa,  O^,  Oc , . . .  qui 
leur  soient  proportionnelles, 

i<*  —  Les  points  [a  ,  fr,  r, . . .  J  ainsi  obtenus  déteimineront  un  second  polygone 
\abcde]  scmhlahle  au  polygone  donné  ; 

elu^  -i-  Le  point  arbitraire  O  sera  le  centre  de  similitude  des  deux  Jaurès, 

En  effet,  —  lO-'Les  triangles  OAB,  Oab,  sont  semblables  comme  ayant  Un 
angte  égal  [en  Oj  compris  entre  côtés  proportionnels;  d''où  Ton  déduit 
eaji^le  OBA  =  angle  Oba  ;  donc  (n<>  46)  AB  est  parallèle  à  â&  ;  et  Ton  a  la  suite 

de  rapporU  égaux        AB  :  ah  ::  OA  :  Oa  ::  OB  :  Ob. 

On  démontrerait  de  la  même  manièfe  que  les  côtés  BC ,  be  sont  parallèles , 
H  que  Ton  a  cette  suite  de  rapports  égaux 

BC  :  bc  ::  OB  :  Ob  ::  OC  :  Oc; 

et  ainsi  dt  suite,  de  proche  en  proche. 

D^où  IVn  voit  que  les  deux  polygones  ont  les  angles  égaux  et  les  côtés  ho- 
mologues proportionnels;  donc  (n^*  189)  ils  sont  semblables. 

1*  — Soient  M  et  m,  deux  points  homologues  pris  à  volonté  dans  les 
poI\gones  ABCBE,  abcde;  et  Joignons  lo  point  O  avec  les  points  M  et  m. 
C^la  posé ,  puisque  M  et  m  sont  des  points  homologues ,  on  a  (n^  199) 

angle  MDC  =  angle  mdc,        et        MD  :  md  ::  DC  :  de. 

O'ailleors,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  OOC,  Ode, 

angle 0\K.  =  angft Ode,        et        DC  :  ifc  ::  OD  :  0<f  ::  MD  :  m^. 

l8^ 
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Ainsi,  les  triangles  OMD,  Omdf  sont  semblables  comme  ayant  un  angle  égal 
[MDO  =  mdO]  compris  entre  côtés  proportionnels.  Mais  les  trois  poinu 
D,  d,  O,  sont  en  ligne  droite  ;  donc  aussi ,  les  points  M,  m,  O,  sont  en  Ugiv 
droite;  et  Ton  a  en  même  temps  OM  :  Om  ::  DC  :  de. 

Ce  qui  veut  dire ,  premièrement,  que  toute  droite  homologue  commune  ani 
deux  polygones  pass*  par  le  point  O,  et ,  en  second  lien,  que  les  partiel  de 
eettc  droite  comprises  entre  le  point  O  et  les  points  homologoea ,  sont  dgas 
le  rapport  de  similitude  des  deux  polygones. 

Fie.  aQ4«  ScoLiE.  —  Le  point  O  {jîg.  lo  j),  correspondant  au  cas  où  les  côtés  bo- 
iDolognes  des  deux  polygones  semblables  sont  parallèles  et  dirigés  daosle 
même  sens,  est  dit  un  centre  de  similitude  externe,  parce  qu^en  eOel  il  »t 
situé  en  dehors  sur  le  prolongement  de  la  droite  qui  joint  chaque  conpledt' 
Fie. ao4&f<.  points  homologues;  —  le  centre  de  similitude  est  dit  interne (Jig,  oo\Us 
lorsque  les  côtés  homologues  sont  parallèles  et  dirigés  en  sens  contraire. 
parce  qu''alors  Vi  est  situé  entre  deux  points  homologiies. 

On  doit  toutefois  observer  qu'un'centre  de  similitude  interne  peut  èlrei<v-.> 
des  deux  polygones,  et  qu'un  centre  de  similitude  externe  pourrait  être  m 
dedans  de  Tun  et  de  Tautre,  puisque,  d'après  renoncé  du  théorème^  le  p  ir.i 
O  a  été  pris  à  volonté  sur  le  plan. 

Fie.  3o4  Tbéobèiie  VI.  {Fig.  304  et  204  his.) 

et  ao4  his^ 

N<^  13.  —  RfciP&OQDCHBifT  :  —  Deux  polygones  semblables  dont  Us  côtt* 
homologues  sont  deux  à  deux  parallètcs  et  dirigés  dans  le  méhte  sens  ou  en  tno 
contraire,  ont  un  centre  de  similitude  qui  est  externe  dans  le  premier  cas,  ('■ 
interne  dans  le  second. 

En  effet ,  joignons  d'abord  deux  couples  de  sommets  homologues  A  et  « , 
Beib'j  prolongeons  les  droites  de  jonction ,  Aa,  Bb,  jusqu'à  leur  rcocomn: 
en  uji  certain  point  O,  et  joignons  successivement  le  point  O  aux  points- 
et  c,  D  et  J,  £  et  e.  —  Cela  pose,  puisque  AB  est  parallèle  à  ab,  les  dcii 
triangles  OAB,  Oa&,  sont  semblablos ,  et  donnent 

AB  :  tfft  ::  OB  :  0&,       et       angle  ABO  =  angle  abO  ; 

on  a  d'ailleurs         AB  :  ab  ::  hC  :  bc,      et      angle  ABC  =  angle  abc  ; 

d'où  Ton  déduit      OB  :  Ob  ::  BC  :  bc ,      et      angU  CBO  =  angU  cAO; 

donc  les  deux  trîtnglfs  OBC  ,  Obc ,  sont  semblables  comme  ayant  un  anglo 
^  égal  [en  B  et  6]  compris  entre  côtés  proportionnels ,  et  donnent  par  coom- 

quent  angle  BOC  =  angle  bOc. 

Donc,  puisque  les  trois  points  B,  &,  O,  sont  on  ligne  dioîte,  il  en  01  «i» 
môme  des  trois  points  C ,  c  ,  O. 

On  prouverait  ainsi  de  proche  en  proche,  que  D,  rf,  O,  et  E,  ^,  O,  $c»ki 
en  ligne  droite.  —  Donc,  etc. 

ScoLis  I.  —  Dans  le  cas  où  les  deux  polygones  sont  égaux  [les  o6tês  h 
mologues  étant  toujours  parallèles} ,  le  centre  de  similitude  est  sitoë  à  l 


4Ï- 
It.- 


CENTRES    DE    SIMILITUDE.  279 

Jki  s'il  est  externe ,  et  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  deux  points  homolo- 
gues ft^il  est  interne. 

ScOLiB  IL  —  Pour  deux  polygones  semblables  donnés  de  position  sur  un 
pUo,  etdoot  les  côtés  homologues  sont  parallèles,  on  obtient  immédiatement 
le  centre  de  similitude  en /o^^iMnf  deux  couples  de  sommets  homologues,  et 
^rplof^oni  les  deux  droites  de  jonction  jusqu^à  leur  point  de  rencontre. 

Mais  on  peut  arriver  au  même  résultat,  en  ne  considérant  qu'une  de  ces 

droites  [  Atf,  par  exemple]  :  et  pour  cela,  il  suffit  de  déterminer  ( n^  965 , 

N.  B.)  sur  cette  droite,  les  deux  points  conjugués  qui  la  divisent  dans  le  rap- 

port  de  similitude  des  deux  polygones.  —  Le  point  extérieur  de  la  droite  Aa 

ainsi  divisée  est  pour  le  cas  où  les  cAtés  sont  parallèles  et  de  même  sens  ; 

et  le  point  intérieur,  conjugué  du  premier,  est  pour  celui  oii  les  côtés  sont 

de  sens  contraire.  f^'J^^ 

et  Qo5  bis. 

Théoréhs  vil  (  Fig.  ao5  et  3o5  bis.  ) 

N°  14.  —  Lorsque  trois  polygones  semblables ,  P,  P',  P",  situés  dans  un  même 
plan  ,  ont  leurs  aiptés  homologues  parallèles  >  les  trois  centres  de  similitude 
sont  sur  une  mène  droite. 

Il  ne  peut  se  présenter  que  deux  cas  :  —  ou  bien ,  les  trois  centres  sont 
externes  {Jig.  3o3);  ou  bien  ,  Pun  étant  externe,  les  deux  autres  sont  in-  Fie.  ao3  bis. 
ternes  {fig.  qo3  bis).  Mais  la  démonstration  est  la  même  pour  les  deux  cas. 

[Nous  n'avons  d'ailleurs  figuré  que  trois-des  triangles  qui  constituent  les 
polygones ,  parce  que  cela  suffit.] 

Désignons  par  C,  O',  O,  les  centres  de  similitude  de  P  et  P',  P  et  P'', 
P  et  P'  ;  et  appelons  X  le  point  du  polygone  P  qui  est  l'homologue  du 
point  O ,  centre  de  similitude  de  P,  P''.  La  droite OX  est  une  ligne  homologue 
dans  les  deux  polygones  P',  P"  ;  donc  (n^  ifi)  elle  doit  passer  par  le  point  O', 
centre  de  similitude  de  ces  deux  polygones  ;  mais  comme  étant  aussi  une 
ligue  homologue  dans  les  deux  polygones  P,  P,  elle  doit  passer  par  O", 
centre  de  similitude  de  ces  deux  polygones  ;  donc ,  les  points  O  ,  O',  O'', 
sont  en  ligne  droite  j  C.  Q.  F.  D. 

Thèobéhb  VUI.  (  Fig,  ao6.  )  Fie.  ao6. 

N**  IK.  —  Deux  polygones  [directement]  semblables,  étant  situés  d'une 
manière  quelconque  dans  un  même  plan ,  ont  toujoui's  un  point  homologue 
commun  {*). 

On  doit  entendre  par  \k  qu'il  existe  dans  le  plan  de  ces  deux  polygones 
un  point  tel,  que  si  on  le  joint  aux  sommets  des  deux  polygones,  les  droites 
homologues  de  jonction  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  similitude  des 
polygones,  et  que  les  angles  formés  par  ces  lignes  sont  égaux  chacun  à 
chacun.  —  On  peut  dire  aussi  que  c'est  le  point  qui ,  pris  pour  centre  de 
pivotement  de  l'un  des  polygones  considérés,  a  la  position  indiquée  par  l'une  Fto.  ao4 
des  àeaxfytres  ao4  ou  !io4  bis.  O"  ^<>4  *"• 

(*)  Ce  théorise  est  dû  à  M.  Cbailks.  (Vojci  le  Bulletin  dtt  Sciencts  mntJtdmnlitjntt  tic 
féru* MU,  fKisr  t8)o,  t.  lUV,  p.  3ii  •) 
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Cala  po««,  Toici  la  coastraction  «u  mojeade  Uquella  od  panïcat  itur 
■a  posilion  [l'ana^rie  éuax  aoua-eotendue). 
Fia.  aoG.  SiRTataE.  —  Soient  ABCDE,  oiedE  (j^.ao6),  IsadauipolygoosidaniMt, 
et  N  le  point  oà,  lei  daui  c6téa  AE,  afr,  prolongea  al  oela  eat  nécetum, 
ae  reDcontrant  :  [  cei  deux  polT^nea  tont  tBreelemeni  aemblablaa  ;  ar  ■> 
aimple /uvoumeM  autour  du  point  a  paranemple,  luIBralt  pour  raudrelesn 
eâléapanillèlea]. 

l>^(er7Rùiaiu(no  i8l,30)  le  polntPtiil  i|DePA  =  Pa  =:PN,  et  l«polDlQ 
tel  que  QB  =  Q&  =  QK  ;  lirou  la  droite  PQ,  et  déUmiimu  [a'  4 ,  App.)  k 
ajmélrlque  0  du  point  N  par  rapport  à  FQ  : 
La  point  O  aeni  Is  point  demandé. 

Ed  effet,  joignoDa  la  point  P  ani  pointa  N  et  O:  —  l«a   dent  Mia-     1 

glaa  APN,   APO,   tont  iaaacâlet,  et  donnent  ongle  PAN  =  amgUmA,     j 

et  angle  PAO  t^  angle  POA  ;  d'où  l'on  dédoit  {of  ttS]  ^ 

NPA'  =  arAN,  OPA'  =  aPAOi  ' 

ou,  retranebint  eei  deux  ëgatiléa  membre  à  membre, 

KPO  =  aNAO,     B'eal-à  dira     ^"PO  =  aBAO. 
Pareillement,  laa  deux  trianglea  lioscètea  aPN,  iiE>0,  donneraiiint 
NP0  =  3Nd0,  ou  MPOsaftiO; 

donc  d^Jà  Ira  angles  BAO,  baO,  «ont  égaux. 

En  raisonnant  aur  lei  quatre  points  Q,  B,  ft,  N,  comme  on  a  raisoBné 
anr  les  quatre  points  P,  A,  d,  lî ,  ou  démonirerail  de  mtme  nao  les  u- 
glea  ABO,  otO,  sont  égaux. 
Ainsi  lea  deux  triangles  OAB,  Ont,  sont  sambtihlca,  et  donnent 

OA:Od  ::  01i:0i  ::  AB  :  d&. 
Il  en  «aralt  de  même  quel  que  lit  le  nombre  des  triangles. 
JV.  B.  —  Faisoas  ;>rVDi<rr  la  ligure  Oahcde  autour  du  point  O,  de  manlin 
que  Od  tienna  ■''appliquer,  toit  sur  OA  ,  snit  sur  son  psoloogement  :  il  (M 
ftciledeToirqud  leBcOtéaAlt  etai,  AE  etoe,  EDet  ^,...  deviendroulpanL 
lèlei  deux  à  deux,  de  mtme  sens  ou  de  sens  contraires  ;  en  sorte  que,  dau 
le  premier  cas,  le  point  O  sera  un  centre  de  simililuda  externe,  et  dam  It 
aaeond,  ce  sera  un  centre  de  similitude  inurne. 

OUK  I.  —  Le  point  O  eat  le  seul  point  homolague  comnuianux  deui  po- 
nes  Bcmblables  proposé!  ;  et  toute  droite  qui  ;  passa  est  use  li^ 
•logue  commune,  —  utrùciproquemcnt. 

igéncralitant  ladtSnUionquiiiélédnanéeci-deaaua(D°  li,  App.,  Koi), 
eut  nommer  aussi  centre  de  limilituda  des  deux  poljgonei,  leur  poâu 
•l<^ue  conrnum. 

CiisM  encore,  pour  déterminer  ce  point,  un  autre  mojeade  conatnic- 
qol  semble  même  plus  naturel  que  le  précédent  : 
kerminea  (n»  384)  la  circontérence  de  cercle  dont  tous  les  pointa  aonl 
,  que  les  distançai  de  chacun  do  ces  pointa  ï  deux  sommets  bomologuK 
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A I  a,  soient  entre  elles  dans  le  rapport  de  similitude;  répètes  la  même  con- 
itruction  pour  deux  autres  points  homologues ,  B ,  &  : 

L'un  des  points  où  les  deux  circonférences  se  coupent ,  est  le  point  cherché. 

HoM  n'insisterons  pas  sur  ce  moyen  qui  exigerait  une  discussion  spéciale. 

ScouE  II.  —  On  peut,  dans  le  théorème  précédent ,  supposer  que  les  deux 
polygones  semblables  deviennent  égaiix  entre  eux.  Alors  ^  le  point  O  n'est 
autre  que  Piniersection  des  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des 
droites  qui  joignent  les  divers  couples  de  points  homologues  :  les  perpen- 
diculaires ainsi  élevées ,  quel  qu'en  soit  le  nombre ,  concourent  donc  en  un 
même  point. 

Centres  de  similitude  des  cercles- 

THÉoaiMi  IX,  {Fîg,  1 13.)  ^-  '  *^- 

No  16. — Deux  cerclesOfCy  [ainsi  que  deux  polygones  réguliers  d'un  même 
itonhre  pair  de  côtés  parallèles  deux  à  deux] ,  ont  toijjours  à  la  fois  deux 
centres  de  similitude,  l'un  externe,  l'autre  interne. 

D'abordy  quand  les  deux  cercles  sont  extérieurs,  comme  dans  la  âgure  ac- 
taelle,  les  points  C  et  C  où  les  tangentes  communes  rencontrent  la  ligne  des 
centres,  sont  des  centres  de  similitude,  puisque  ces  points  divisent  har- 
moni^uement  (d9  878)  la  distance  OO',  dans  le  rapport  des  rayons  R  et  R'. 

Lorsque  deux  cercles  se  touchent  extérieurement  {fg.  85),  leur  point  de  Fie.  85. 
contact  est  un  centre  de  similitude  interne;  et  s'ils  se  touchent  intérieure- 
ment (Jîg.  87),  le  point  de  contact  est  un  centre  de  similitude  externe.         Fus.  87. 

Mais,  en  général,  on  obtient  ces  deux  centres  de  similitude,  en  divisant 
hermoni^uement  la  distance  OO'  des  deux  centres  dans  le  rapport  des 
rajons  A  et  R'. 

Il  existe  d'ailleurs  plusieurs  autres  cas  particuliers  remarquables  ;  ainsi  : 

Pour  deux  cercles  concentriques,  les  centres  de  similitude  se  réunissent  au 
centre  commun  ; 

Pour  deux  cercles  égaux ,  le  centre  de  similitude  interne  est  au  milieu  de  la 
Hgoe  des  oentred,  et  le  centre  externe  est  situé  à  l'infini  (voyes  le  scolie  I, 
ifi  15,  App.)\  —  e«c. 

On  reeonoalt  aussi  facilement ,  —  i^  —  que  quand  un  des  cercles  dégénère 
en  une  ligne  droite,  les  centres  de  similitude  sont  aux  extrémités  du  diu' 
mitre  de  l'autre  cercle,  perpendiculaire  à  la  droite;  — a^  —  que  si  l'un  des 
cercles  se  réduit  à  un  point,  ce  point  est  à  la  fois  le  centre  de  similitude 
inicme  et  externe. 

Observons  encore  qu'en  généralisant ,  comme  au  n^  IK,  App,,  scol.,  00 
trouverait  une  infinité  d'autres  centres  de  similitude  des  deux  cercles, 
c'est-à-dire  ana  infinité  de  points  homologues  communs. 

Scolie.  — Lorsque  trois  cercles  sont  situés  sur  un  même  plan,  ce  qui 
donne  iix centres  de  similitude,  — - 1<^  —  les  trois  centres  de  similitude  <>x-. 
teme$,  —  ao —  un  centre  externe  et  deux  internes,  —  sont  sur  une  même  ligne 
^oite; —  eeqai  donne  en  tout  ^itafre  droites  passant  par  les  six  points  com- 
binés trois  à  trois. 
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Nous  nous  dispenserons  de  donner  ici  la  démonstration  de  celte  profM»i- 
tion,  parce  qu'^elle  est,  en.tons  points',  semblable  a  celle  du  d9  14,  Âpp. 

Des  axes  radicaux  et  du  centre  radical  (*). 

N^  17.  —  Définitions.  —  On  nomme  axe  radical  de  deux  cercles  tram 
sur  un  même  plan ,  le  lieu  des  points  par  chacun  desquels  ou  peut  meocr 
à  ces  cercles  des  tauf^entes  égales. 

Soient  R,  R',  les  rayons  de  deux  cercles  O,  CK  (J!g.  ^07),  que  noos  sappo- 
ric.  307.  jj^jjjg  d'abord,  pour  fixer  les  idées ,  extérieurs  l'un  à  l'autre.  — DétermiDotb 
(n^  28IS)  sur  la  ligne  des  centres ,  un  point  D  tel  que  Ton  ait  la]relatioD 

OD*  _  O'D»  =  R*  —  R'»  =  «% 

n  désignant  le  côté:d'antcarré  égal  à  (R*  —  R'*)  (p9  885). 

(^ela  posé ,  je  dis  que  la  perpendiculaire  DL  élevée  par  le  point  D  àU  It^ 
des  centres,  est  un  axe  radical. 

En  effet,  d'un  poict  S  pris  à  volonté  sur  celte  droite,  menons  les  Ub- 
gentes  ST,  ST',  et  lirons  les  rayons^  OT,  (VT',  puis  les  droites  SO,  S(r 
—  Les  deux  triangles  rectangles  STO,  ST'O',  donnent  les  relations  soi vaoi6 

ST  •  =  SO*  -  R»,       ST'*  =  S0'«  -  R'*  i 

mais  on  a  (  no  985)    SO"  —  SO"  =  OD»  —  O'  D*  =  R*  —  R'% 

d'où  l'on  déduit  SO«—  R*  =  SO"—  R"; 

donc  ST  =  ST', 

et,  par  conséquent,  les  tangentes  menées  d'un  point  quelconque  S  de  l)i . 
sont  égales. 
Comme,  réciproquement,  ST  =  ST'  donne  ST*  =  ST'*, 

d'où    SO*  —  R*  =  SO'*  —  R'«,    et   SO*  — SO"  =  R*  — R"=OD* -O'I)^    : 

il  s'ensuit  que  la  droite  DL  est  le  lieu  de  tous  les  points  par  où  l'on  peiu 
mener  des  tangentes  «fgales  aux  deux  cercles  \  donc  DL  est  uu  axe  radical:  . 

C.  Q.  F.  D. 

N°  18. —  Détermination  de  cet  axe. — Pour  fixer  la  position  du  point  Dp*'  | 
rapport  au  point  O,  por  exemple,  nous  pouvons  opérer  comme  au  n^  9S& 
En  divisant  membre  à  membre  Tégalité 

OD*-0'D*  =  ii* 
parcelle-ci:  OD-i-O'D  =00*, 

on  trouve  OD  — 0'D  =  ^r; 

d'où,  en  ajoutant,  et  divisant  par  2, 

^^       OO'         in*  OO'         I   R*-R" 

(*)  Voyei   pour  cette   théorie ,  un  Mémoire   4e  Gàoriua  df  Tomrs  (Jomrnml  de    rÉrtk 
yoly  technique,  i.  IX  t  cahier  i6,  p.  ia4  *t  tuiv.). 
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c«t-&-diFe  qaHl  suffirait  de  porter,  à  partir  du  milica  C  de  la  distance  des 
centres  OCy,  et  à  droite  de  ce  point  [  tant  que  le  plus  petit  cercle  est  lui- 
raème  à  la  droite  du  point],  une  partie  égale  à  la  moitié  d'une  troisième 

proportionnelle  aux  lignes    OC    et  n     ou    y^R"  —  R'*. 

Mais  pour  chacune  des  positions  relatives  de  deux  cercles ,  on  a  presque 
toujonrs  un  moyen  plus  simple  de  fixer  la  position  de  Taxe  radical. 

Ainsi,  —  i^  —  dans  le  cas  actuel  dB  deux  cercles  extérieurs  [ou  do  toute 
autre  position  pour  laquelle  il  existe  au  moins  une  tangente  commune], 
comme  le  milieu  de  la  portioo  de  cette  tangente,  comprise  entre  les  deux 
points  de  contact,  appartient  nécessairement  à  Taxe  radical,  il  suffit  de 
mener  par  ce  point  miliétt  une  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres; 

a^  —  Lorsque  les  cercles  je  touchent ,  soit  extérieurement,  soit  Intérieu- 
rement (fig.  85  et*87),  le  point  commun  aux  deux  circonférences  appartient  Fie.  85  et  87. 
oécessairement  à  Taxe  radical ,  qui  n^eftt  autre  alors  que  la  tangente  commune 
«  ce  point; 

30  —  Si  les  deux  cercles  secoufienl,  les  points  M,  M'  (Jîg,  86),  satisfont  Fig.  86. 
évidemment  à  la  relation  MO*— MO" =R»—R'«,  ou  M'O'— M'0"=R«— R". 
Par  conséquent,  les  prolongenfents  dans  les  deux  sens ,  de  la  corde  commune , 
forment  Taxe  radical. 

Pour  le  cas  où  les  deux  cercles  sont  intérieurs  Tun  à  Pautre  {fig.  88) ,  il  Fio.  88. 
faut  avoir  recours  à  la  relation 

_^       OO'         R*  -  R" 

* 

qui  nous  apprend  d'^ailleurs  que  la  distance  du  point  C ,  milieu  de  la  ligne  des 

eeotres ,  à  Taxe  radical ,  augmente  sans  cesse  à  mesure  que  la  droite  00'  ûx- 

R*  —  R'* 
minoe;  et  lorsqu^on  suppose   00' =  0,    il  vient  OD  =  ■ ,  ou   OD 

mfni. —  Ce  qui  démontre  que 

heux  circomfêrences  concentriques  sont  privéesétaxe  radical;  —  c^est-à-diro 
qaMl  n^exlsta  sur  leur  plan  aucun  point  par  lequel  on  puisse  leur  mener  des 
taagentes  égales. 

Autres  cas  particuliers  :  —  Lorsque  les  deux   cercles  ,sout  ^aux,  OD  se 

OO' 

reduit  à ;  c^est-à-dire  que  l'axe  radical  est  la  perpendiculaire  élevée  par 

'«  imlieu  de  la  ligne  des  centres. 

Si  Ton  des  cercles  se  réduit  à  un  point ,  Taxe  radical  s'obtient  en  joignant 
les  milieux  des  deux  tangentes  menées  du  point  au  cercle  donné. 

Si  Ton  des  cercles  dégéndre  en  une  ligne  droite  ,  l'axe  radical  est  la  droite 
flle^méme. 

Etc.,  etc. 

s 

N*^  i8.— Du  CBNTaE  lUDiCAL.  —  Trois  ccrcUs  situes  sur  un  m&me  pian  [dont 
les  ceatres  ne  sont  pas  sur  une  même  droite],  donnent,  par  leur  combinai- 

18** 
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son  deux  à  deux ,  troiê  axes  radicaux  ;  —  et  ces  trois  axes  se  coupent  et  u 
même  point. 

En  efTct,  les  d«nz  premiers  se  coupant,  comme  respectlTement  peipen- 
diculaires  à  deux  droitea  qui  se  coupejit  (noiSO),  leur  point  d'intersectifoo 
est  tel ,  qu^on  peut  mener  de  ce  point  aux  trois  circonférences ,  des  tsageoi^ 
égales  ;  dono  il  appartient  ait  troisième  axe  radical. 

Ce  point  commun  aux  trois  axes  te  ^nomme  le  centre  radical  des  trw 
cercles. 

II  résulte  éTîdemment  do  cette  définition  |  et  de  «b  qui  a  ^té  dénontit 
plus  haut,  n°  A8)  3°,  App,,  que  —  Si  trois  eirconféremces se compent iev i 
deux,  ïesArois  cordes  ^ui  unissent  les  points  d'intersection  se  coupent  n» 
mémepoimt,  qui  n^est  autre  que  le  centre  radical  des  trois  cercles. 

Ainsi,  lorsque  ce  point  d^intcrtection  est  extérieur  aux  trois  cerdei,  k» 
six  tangentes  partant  de  ce  point  son!  égales. 

FiG.  307.  TaÉORtftB  X.  {Fig.  207.) 

P)^  SO.  ~-  ^  d'un  point  quelconque  S  de  Vaxe  raScal  de  deux  cercles,  (t 
mène  une  sécante  gui  rencontre  les  circonférences  en  qcatrb  points.  M,  K,  pour 
la  première,  et  M',  N',  pour  la  Ktonde,  cas  quatre  points  appartiemneatûv 
même  circonférence  de  cercle. 

Car  on  a  (n©  228)      ST*  =  SM  x  SN ,  '  ST'»  =  SM'  x  SN' ; 

donc,  à  cause  de  ST  =  ST',  SM  x  SN  =  SM'  x  SN*. 

'  Ainsi  (n^  2299  récip.)  les  points  M,  N,  M',  N',  sont  sur  une  même  cir- 

conférence. 

iV.  1?.  «^  On  déduit  également  des  deux  relations ,  et  à  cause  de  ST  =  ST  < 

ST«  ==  SM'  X  SN',        ST'»  =  SM  X  SN  î 

donc  les  points  M',  NS  et  T,  ou  bien  M,  N,  et  T*,  sont  aur  une  Bès^ 
circonférence  tangente  &ST  ou  ST'  {mène  numéro)  y  et  par  conséquent snssi 
à  la  circonférence  OT  ou  OT'. 

Fie.  ao8  TnÈORÈiiB  XI.  iFig.  Q08  et  ao8  lis,) 

N«  21.  —  Si  par  l'un,  C,  des  deux  centres  de  similitude  [externe  on 
interne]  de  deux  cercles,  O,  O',  on  mène  à  ces  cercles  deux  sétaaêer 
^lO  — /«  huit  points  d'intersection  (A,  A',  B,  B',  et  a,  n',  &,  &'],  com^taés 
quatre  à  quatre  d'une  manière  convenable ,  forment  quatre  groupes  situes  res' 
pectlvement  sur  autant  de  nouvelles  circonférences ,  —  a®  —  cet  quatre  eira»' 
férences  ont  pour  CERTas  radical  gomiiiin  celui  des  deux  centres  de  similit»^ 
qui  a  servi  à  déterminer  ces  circonférences. 

En  effet,  —  1^  —  puisque  C  est  un  centre  do  similitude,  on  a 

CA  :  CB  ::  Ca  :  C&  (no  16,  App.,  ; 
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(faiUeurs  Ca  :  C*  ::  G6'  :  Ca'  (n*  M7); 

àow  CA  :  CB  ::  C6'  :  Ca',    ou    CA  x  C«'  =  CB  x  Cb\ 

Ainsi  (&(>  9d9}  les  quatre  points  A,  B,  a,  fr,  sont  sar  une  môme  circon- 
férence. 
On  démontrerait  de  la  même  manière  que  lea  truîs  autres  groupes, 

A',  B',a,A,      A,B',«',5,      A',  B,  n,  ft', 

sont  chacun  sur  une  même  circonférence. 

N,  B.  —  Pour  grouper  conTenablement  les  points,  il  suffit  de  remarquer 
qn'aacun  groupe  ne  doit  contenir  à  la  fois  m  deMtx  points  homologues,  ni 
deux  points  appartenant  en  mène  temps  à  une  même  sécante  et  à  une  même  cir- 
conférence  donnée. 

7fi,  —  DéaîgnonsparCT,CT',  CT",  CT**,  les  tangentes  [elles  ne  sont 
pas  tracées  sur  la  6gure]  menées  respectiTement  aux  quatre  cercles 

ABa'i',    A'B'flJ,     AB'a'*,     A' B«*'. 
On  a  (no^lHST  et  298}  le»  quatre  relations,  savoir  : 
Pour  le  premier  cerole,        CA   x  Ca'  =  CB   x  C&'  =  CT*; 

CA'  X  Ca   =  CB'  X  C6    =  CT"  ; 

CA    X  Ca'  =  CB'  X  C*    =  CT"'  ; 

CA'  X  Ca   =  CB   X  Cb'  =  CT*'«  ; 


Pour  le  deuxième, 
Pour  le  troisième, 
Et  pour  le  quatrième. 


d'oii, à  cause  de  la  liaison  qui  existe  entre  ces  égalités , 

CT  =  CT'  =  CT*  =  CT*. 

Donc  le  point  C  est  un  centre  radical  commun  aux  quatre  cercles  pris 
troUà  trois;  C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  —  En  considérant  le  centre  de  similitude  interne  C,  on  obtiendrait 
quatre  autres  cercles  ayaut  le  point  C  pour  centre  radical  commun. 

Ces  cercles  sont  dits  réciproques  des  cercles  O  et  O',  par  rapport  au  centre 
de  similitude  qui  leur  correspond. 

ScoLU.  —  Ob  peut  supposer  que  les  deux  sécantes  CA,  CB  (fig,  309     Yk,  aoo 
et  209  bis)f  Tiennent  à  se  réunir  en  une  seule;  alors  les  deux  cercles  réci-    et  ooQ  bts, 
proqnes  ABa'&',  A'B'ai ,  se  réduisent  à  cette  sécante  elle-même.  —  Quant 
aux  deux  autres,  A6'a'&,  A'  hab'y  ils  deviennent  à  la  fois  tangents  aux  deux 
r«reles  O ,  (V,  Pnn  en  A ,  a',  Tautre  en  A',  a. 

Réciproquement  :  —  Tout  cercle  qui  en  touche  &  la  fois  deux  autres  est  un  de 
leurs  cercles  réciproques  par  rapport  au  centre  de  similitude  externe  ou  în> 
ti^nie,  suivant  que  le  contact  est  de  même  espèce  [  ^.n^r/eur  on  intérieur  h  la 
fois  1 ,  ou  d^espècc  diiTérentc  ;  d^où  Ton  déduit  que 
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Les  deux  points  de  contMCt  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre  de  simiiitMàe 
correspondant. 

ScouB  GKMËRAL.  —  On  peut  pressentir  dès  à  présent  dé  quelle  utilité  peut 
èire ,  dans  la  résolution  des  problèmes  sur  les  contacts  des  circonféreocei 
de  cercle,  la  considération  des  centres  de  similitude,  des  axes  et  des  centra 
radicaux. 

Le  plus  souvent ,  tout  se  réduit  à  déterminer  la  position  des  centm  de 
similitude,  des  axes  et  des  centres  radicaux,  pour  des  cercles  donoè,     | 
questions  que  nous  savons  déjà  résoudre. 

§  II.  —  Théorie  des  transversales.  —  Faisceaux  harmoniques.  — 

Pâles  et  polaires. 

On  comprend  sous  la  dénomination  générale  de  théorie  des  trmm»ersétt, 
Pensemble  dos  relations  métriques  que  présentent  des  systèmes  quelooS' 
ques  de  lignes  qui  se  coupent  suivant  des  lois  dtfterminées.  —  Quelques-unes 
des  propositions  relatives  aux  lignes  proportionnelles  et  à  la  similitnde 
des  figures  sont  dos  cas  particuliers  de  cette  théorie.  Noua  allons  nuintê- 
nant  en  démontrer  plusieurs  autres  qui  sont  d^un  usage  asses  fréquent. 

Transversales  rectilignes. 

F"0-  î»«o-  TiUoREMB  1.  (Fig.  aïo  ) 

N^  29.  —  Toute  transversale  XY  détermine  sur  les  trois  côtés  d'un  tna^ 
ABC,  ou  sur  leurs  prolongements  »  six  segments  tels,  que  le  produit 

A(/  X  BA'  X  CW 

de  trois  sefpnents  non  consécutifs  est  égal  au  produit  des  trois  autres, 

C'B  X  A'C  X  B'A. 

En  effet,  menons  par  un  <iue1conque  des  sommets  du  triangle,  I^  pv 
exemple ,  la  droite  BK  parallèle  h.  la  transversale  et  terminée  en  K  ,  au  c£t< 
opposé  AC.  Les  deux  couples  de  triangles  semblables  ABK,  AC'B',  «( 
CA'B",  CBK,  donnent 

AC  :  CB  ::  AB'  :  B'K,    d'où    AC  x  B'K  =  CB  x  AB'; 

et       BA'  :  A'C   ::  B'K  :  CB';    d'où    BA'  x  CB'  =  A'C  x  B'K. 

Multipliant  ces  deux  cgalilés  membre  à  membre  et  supprimant  le  factesr 
commun  B'K,  on  obtient 

AC  X  BA'  X  CB'  =  CB  X  A'C  x  B'Aj        C.  Q.  F.  D. 

iV.  B.  —  La  transversale  peut  passer  dans  Tintérieur  du  triangle  ou  être 
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lont  entière  située  au  dehors  ;  mais ,  quelle  que  soit  sa  position ,  les  points 
de  division  A%  fi',  C%  sont  toujours  en  nombre  pair  [o  ou  a]  sur  les  côtés 
német  dn  triangle ,  et  en  nombre  impair  [i  ou  3]  sur  les  prolongements. 

RÉa?i00DCMEiiT  :  —  Trois  points  étant  distribués  sur  les  trois  côtés  d'un 
triante  ou  sur  leurs  prolongements  (co  qui  donne  six  segments) ,  de  manière 
qu^il  y  ait  un  seul  point  sur  chaque  droite,  et  que  le  nombre  des  points  situés 
8or  les  cotés  eux-mêmes  soit  pair,  si  le  produit  de  trois  segmenu  non  consécu- 
tifs est  égal  au  produit  des  trois  autres,  les  trois  points  Mont  en  ligne  droite. 

C'est  ooe  conséquence  nécessaire  du  principe  établi  au  ifi  81  )  page  i5. 

TBÉoaiMi  n.  {Fig.  an.)  Fie.  au. 

No  25.  —  Trois  droites  AA',  BB',  CC,  menées  des  trois  sommets  d'un  triante 
à  an  même  point  O  [  intérieur  ou  extérieur  au  triangle],  déterminent  sur  les 
côtés  opposés  BC ,  AC ,  AB,  six  segments  tels  ifue  le  produit  B A'  X  CB'  X  AC 
de  trois  segments  non  consécutifs  est  égal  au  produit  A'G  X  B'A  X  C  '  B  des 
trois  autres. 

Eo  effet,  les  deux  triangles  ABA',  ACA',  coupés  par  les  transTersales  res- 
pectjres  COC',  BOB',  aux  points  C,  C,  O,  et  B',  B,  O,  donnent  (no  Sfi, 
App.  )  les  deux  relations 

AC'xBC  xA'O  =C'BxCA'xOA, 

et  AB'xCBxA'O  =B'CxBA'  xOA, 

d'où  y  raoitipliant  en  croix  membre  à  membre,  et  supprimant  les  facteurs 
communs  CB,  A'O,  OA, 

AC  X  CB'  X  BA'  =  C'B  X  B'A  x  A'C  ; 

C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  —  Il  est  à  remarquer  que ,  quelle  que  soit  la  position  du  point  O 
dans  le  plan  du  triangle,  les  points  de  dlTision  sont  en  nombre  impair  sur 
les  cotés  eux-mêmes,  et  en  nombre  pair  sur  les ^ofoi^^m^ntr. 

RâcipaoQilBaiifT  :  —  Trois  points  étant  distribués  sur  les  cotés  £un  triangle 
ou  sur  leurs  prolongements,  un  à  un ,  et  de  manière  quMI  y  ait  un  nombre  im» 
pair  de  points  SUT  les  cStés  eux-mêmes,  si  le  produit  de  trois  segments  non 
consécutifs  est  ^al  au  produit  des  trois  autres,  les  droites  menées  de  chaque  point 
ée  diviùon  à  Van^  opposé  concourent  en  un  mAne  point. 

CotOLLAlSEs.  —  1® —  Les  trois  droites  menées  des  sommets  étun  triante  aux 
cotes  opposas  (n<>96,  fig.  63),  concourent  en  un  mfme  point,  —  puisqu'elles  p.^  ea 
déterminent   six  segments  égaux  deux  à  deux,  ce  qui  donne 

AC  X  BA'  X  CB'  =  CB  X  A'C  x  B'A. 

a^  —  Les\bisteetrices  des  trois^angles  d*un  triangle  {n9  91S ,  fig,  6o)  concou' 
rent  en  un  wméne  point  :  —  car  on  a  (n®  908)  les  proportions  ^•^  "®« 

AC  :  C  B  ::  AC  :  BC,    BA'  :  A'C  ::  AB  :  AC ,    CB'  :  B'A  ::  BC  :  AB, 
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d'où  Ton  déduit 

ACxBC  =  C'BxAC,  BA' X  AC  =  A'C X  AB,  CB'x AB=B'AxBC; 

puis,  en  multipIiaDt  membre  à  membre,  et  omettant  les  facteurs  eommiiB, 

AC  X  BA'  X  CB'  =  C'B  x  A'C  xB'A. 

3P,  —  On  démontrerait  d'une  manière  analogue  que  les  perj^emèuadàm 

FiG.  Gl.  abaissées  det  trois  sommets  sur  les  côtés  opposés  {n^  95  >  J^.  6a)  coneoorcBi 

en  un  même  point  :  —  il  suflit  de  comparer  les  couples  de  triangles  rectifi- 

gles,  tels  que  ABA'  et  CBC,  qui  sont  évidemment  semblables ,  cequidoB- 

nerait  trois  relations  d''oîi  il  serait  facile   de  déduire  ensuite 

AC  X  BA'  X  CB'  =  CB  X  A'C  x  B'A. 

N<>  S4.  —  ScoLiB.  —  En  un  mot ,  les  deux  théorèmes  précédents  et  leon 
réciproques  donnent  lieu  à  une  foule  de  conséquences  formant  autant  àt 
propositions  nouTelles. 
FiG.  ai I.      Ainsi,  par  exemple ,  si  dans  la  relation  du  n^  25  (  fig*  an) 

AC  X  BA'  X  CB'  =  C'B  x  A'C  x  B'A, 

on  suppose  BA'  n=  A'C,  elle  se  réduit  & 

AC'x  CB'  =  C'B  X  B'A,    d'où    AC  :  CB  ::  B'A  :  CB'; 

donc  (no  163)  la  droite  B'C  est  parallèle  à  BC. 
Réciproquement  :  —  Si  B'C  est  parallèle  à  BC ,  on  a  la  proportion 

AC  :  C'B  ::  B'A  :  CB'  ;    d'où    AC  x  CB'  =  C'B  x  B'A, 

et,  en  vertu  de  la  relation  du  n<>  25 ,  BA'  =  A'C  ; 
Ce  qui  donne  lieu  au  théorème  suivant  : 
Fio  ai  a  ^^*  ^  partir  du  sommet  A  d'un  triangle  ABb  (  fig.  ai3) ,  on  Swse  les  M 
adjacents  AB ,  Ab ,  en  parties  proportionnelles ,  et  que  des  extrémités  b,  B,ic 
la  hase,  on  mène  des  droites  aux  points  de  £vision  P,  Q,  R  ,. . . ,  p,  q  ,  r,. .  r 
toutes  ces  droites  se  couperont  deux  à  deux  sur  la  droite  AK  menée  du  somKi 
au  milieu  de  la  base  ;  —  et  réciproquement. 

N,  B.  —  On  déduit  de  là,  comme  cas  particulier,  que  —  Damsuntrepèst 
quelconque,  la  droite  qui  joint  le  point  de  concours  des  deux  côtés  latérea 
au  point  de  rencontre  des  diagonales,  passe  par  les  milieux  des  deuxhasei. 

IS^  5i5.  —  Des  faisceaux  harmoniques, —  Nous  avons  d^à  vu  (n<^  908)  Qi^ 
Fig.  i3o.  *'  ^"^  droite  BC  {fg.  i3o)  est  divisée  en  un  point  D  dans  un  rapport  doDn^> 
il  existe  sur  le  prolongement  de  cette  droite  un  second  point  D',  tel  qiw 
l'on  a  la  proportion 

BD'  :  D'C  ::   BD  :  DC. 
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Or  cette  proportion  peut  se  mettre  soas  la  forme 

D'B  :  BD  ::  D'C  :  CD; 

c£  qaj  prooTe  que  les  points  C  et  B  sont  situés,  par  rapport  à  la  droite 
DD')  comme  les  points  D  et  D'  sont  situés  par  rapport  à  la  droite  BC. 

Lef  quatre  points  B ,  D ,  C ,  O',  formept  alors  un  ^stème  harmonique  (*)  ; 
et  Ton  nomme  points  eonjugaés  de  ce  système  chaque  couple  de  points  B ,  C , 
et  D ,  D',  non  consécutifs. 

Trois  quelconques  de  ces  points  étant  connus  y  ou  peut  facilement  i2e<^f7nin«r 
le tfuatrième ,  pourru  que  son  rang  soit  connu.  — Il  suffît  en  effet,  pour 
cela,  de  déduire  de  la  proportion  ci- dessus  une  autre  proportion  qui  ne  rea- 
iermc  comme  inconnue,  quo  la  distance  de  Ton  des  trois  points  donnés  av 
point  cherché. 

Par  exemple,  connaissant  les  points  B,  D ,  D',  pour  trouver  le  point  C , 
011  Urcra  de  la  seconde  des  deux  proportions  précédentes,  celle  qui  suit: 

D'B  -H  DB  :  DB  ::  D'C  -+-  DC  :  DC, 
ou  D'B  -H  DB  :  DB  ::  DD'  ;  DC; 

.,  .  -.^      DBxDD' 

''^  -^^^d^bTCb- 

■ 

etpression  qui  peut  être,  ou  construite  graphiquement,  ou  calculée  numéri- 
qnemenL 

Cela  posé ,  on  donne  le  nom  dejaiseeau  harmonique  au  système  des  quatre 
•Iroites,  OX ,  OY,  OZ ,  OV  IJtg,  ai3),  menées  d'un  même  point  G  à  quatre  fie.  ai3. 
points ,  A.,  B,  C ,  D ,  disposés  harmoniquemcnt  svr  une  droite  indéfinie. 

Lesilroites  OA,  OB,OC,QD,  sont  dites  les  rayons  du  faisceau  jet  les 
couples  de  rayons  OA  et  OC ,  OB  et  CD,  correspondant  à  des  points  conju- 
i;ués  y  sont  aussi  des  rayons  conjugués. 

N.  B.  — £n  vertu  de  la  propriété  démontrée  an  n^  !202,  les  deux  côtés 
d'on  angle  queleonque  BAC  {fg.  i3o)  forment,  avec  les  bissextriees  de  cet  F^c.  i3o. 
angle  et  de  son  supplément  C  AB',  un  faisceau  fiarmonique. 


•;  Oo  dil  qoè  iTo's  nombres ,  m ,  n,  p  [di»po»é>  par  ordre  de  srandear,  m^  n>  f,]^  formaal 
bcc  proportion  harmonique  ,  lorsque  la  diiTéreoee  du  premier  au  deakiime  e«t  à  la  différeac« 
i-u  dcusiiiB«au  trt>ial^me,c(nnine  1«  premier  «t  an  troUième.  —  Tels  loni  le»  nombres  6,  4i  «^ 
-'.  on  bien  «5, 13,  et  10, ;  et  ieHn  «odt  ausai  lea  diaUncca  BIV,  BC,  BD  :  car,  puiaque  Ton  a 

BD'— BC  =  CD',  BO— BD=DC, 

U  proportion  ci -deiaus^ott  CD'  :  DC  ::  BD'  :   BD, 

JfTieal  liO'  »  BC  :  BC  -^  BD  ::  BD'  :  BD  ; 

•  oi-a-dire  ijue  les  dikUn.  >  s  BD',  BC ,  BD,  ;  ont  ra  prop  )rti  in  barmoDi(jue  ;   et  il  tn  aérait 
'-.r  mûnc  des  aistancr»  D' B,  O'  D,  «t  D' C.    ' 

L»  série dea  fractions  1,  i-,  i-,  j,  j,  -j,  jt  •  •■•  «•*  <*'»«  urw  progression  harmonique,  parce 
•.w,  romme  on  peut  le  vérifier  |jitil«ment ,  trois  consccuiifa  (juclcoaques  de  Nts  termes  Tor- 
nxBt  «ne  proportion  harmOBÎi{UC.| 


■9* 


ago 
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Fio.  ai  3  bis.  THËflftàn  UI.  (Fi^»  a  1 3  bis.) 

Jio  2Q,  —  Dans  tout  faisceau  harmonique  O  ABCD,  une  droite  queUonqu.- 
EF,  meiiM  parallèlement  à  Vun  des  rayons,  OD  par  cxeniple,  est  dî^nsée  o 
deux  parties  é^les  par  les  trois  autres^ 

En  eflfet,  lirons  par  le  point  B  la  droite  lEK  parallèle  à  OD ,  ellermiDCf 
aux  rayoïiB  OA ,  OC.  —  Les  deux  couples  de  triangles  semblables  BCi 
et  OCD,  AIE  et  AOD,  donnent  les  proportions 

BK  :  OD  ::  BC  :  CD,    et    IB  :  OD  ::  AB  :  A  ; 

mais,  puisque  tes  quatre  points  A ,  B ,  C ,  D ,  forment  un  système  harœo- 
oique,  on  a  (n^*  25}  App.) 

AB  :  BG  ::  AD  :  CD.    on    BC  :  CD  ::  AB  :  AD; 
donc  aussi  BK  :  OD  ::  IB  :  OD, 

et  par  conséquent ,  BK  =  IB . 

Or,  les  deux  droites  EF,  IK,  étant  p^allôles  ,  sont  coupées  en  partie» 
proportionnelle»  par  les  trois  droUes  OA  ,  OB ,  OC  (  n«  201)  ;  donc  enlia 

BG  =  GF;  CO.f.D 

RéCIPROQCEUbiit  '.^Si  quatre  droites  OX,  OY,  OZ,  OV,  partant  d'un  mtrti 
point  O,  sont  telles  qu'une  droite  IK  menée  parallèlement  à  Vune  des  quHr- 
premières,  OV  par  exemple,  soit  Svisée  en  deux  parties  égales  par  les  ir^i» 
autres,  les  quatre  droites f ornant  un  faisceau  harmonique. 

Menons  par  le  milieu  B  do  la  droite  IK  une  transversale  quelcooqar 
ABCD.  —  Les  deux  couples  de  triangles  semblables  ABI  et  ADO,  BCK  ti 
OCD ,  donnent  les  proportions 

AD  :  AB  ::  OD  :  IB,    et    DC  :  BC  ::  OD  ;  BK; 
d^où,  à  eause  deIB=:BK,  AD  :  AB  ::  CD  :  fiC. 

Donc  les  quatre  poinu  A,  B,  C,  D,  sont  conjugués  deux  à  deux,  et  K^ 
quatre  droites  partant  da  point  O  forment  un  faisceau  harmonique. 

ScOLiB. — Cette  réciproque  fournit  un  moyen  de — Déterminer  un  des  rejoti 
OV  ipar  exemple,  d'un  faisceau    harmonique  connaissant  les   trois  autres, 
— puisqu^il  suffit ,  après  avoir  tiré  par  un  point  quelconque  B  du  rayon  0\. 
une  droite  IK  qui  soit  divisée  en  deux  parties  égales  par  les  deux  autres.. 
0% ,  OZ  (n^  867,  eoroL)i  de  mener  ensuite  par  le  point  O  une  parallèle  à  IK 

F.c.  jrS.  Théorème  IV.  {Fig.  ai3.) 

PJ^  27. — Dans  tout  faisceau  harmonique  OABCD,  les  points  d'intersection  é. 
quatre  rayons  avec  une  transversale  quelconque  forment  un  système  harmonique 

En  effet ,  —  d^abord ,  la  proposition  est  évidente  pour  toute  droite  mn  pa- 
rallèle à  AD|  en  vertu  de  la  propriété  du  n^  SOI. 

Ensuite,  pour  une  transversale  quelconque  liN ,  si  Ton  conçoit  par  U 
peint  F  une  droite  EF  parallèle  àOD,  olle  sera  divisée  en  deux  parties  ^^Ic? 
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an  points  Ë,  F,  d'tprèa  le  théovème  préeédent  ;  et  il  rémlle  de  la  démons- 
tration emplcyyée  pour  la  réciproque,  que  la  droite MN  passant  par  le  point 
P  sera  diTisée  harmonfquement  en  M,  P,  Q,  N. 

Enfin,  toute  droite  parallèle  à  MN ,  étant  divisée  par  les  rayons  du 
faisceau  de  la  même  manière  que  MN ,  sera  aussi  divisée  barmoniquement 
par  les  mêmes  rayons  ;  C.Q.F.D. 

N^'SS.—  Du  quadrilatère  complet.  —  On  nomme  ainsi  la  figure  ACBFDE 
(j^.  3 14)  déterminée  par  quatre  droites  indéfinies,  AB,  AC,  BC,  F£,  qui  se  Fio.  ai^. 
coupent  deux  à  deux  en  six  points  différents,  A,  B,C,D,£,F;en  sorte  que 
par  chacun  des  points  dHntersection ,  il  ne  puisse  passer  plus  de  deux  des 
quatre  droites  données. 

La  raison  de  cette  dénomination ,  e^est  que  Ton  trouve  dans  la  figure 
ACBFDE  : 

i*' —  Le  quadrilatère  ordinaire  ou  convexe  BCED  (n^'  57),  dont  les  dia* 
gonalea  sont  CD  et  BE  ; 

!• — Le  quadrilatère  aiu'-coficape,  ou  À  un  seul  angle  rentrant,  ABFE, 
dont  les  diagonales  sont  AF  et  BE  ; 

S»  Enfin,  —  le  quadrilatère  bi-coneape  ACBFD,  formé  de  deux  triangles 
opposés  ABC,  DBF:  —  ses  diagonales  sont  AF  et  CD. 

D*où  il  soit  que  le  quadrilatère  complet  a  trois  diagonales,  savMr:  deux 
intérieures,  BE,  CD,  et  une  extérieure,  AF. 

Le  quadrilatère  complet  jouit  de  plusieurs  propriétés  fort  curieuses  aux- 
quelles ofi  est  conduit ,  soit  par  la  théorie  des  transversales ,  soit  au  moyen  de 
la  considération  des  faisceaux  harmoniques  (*). 

TaMoaiMB  V.  (F%r.  ai4.)  Fie.  ai4, 

fio  S9._  Bans  tout  quadrilatère  complet  ACBFDE,  éhaeune  des  diagonales  est 
dirisêe  karmoniquement  par  les  deux  autres  [c'est-à-dire  que  Ton  a 

AI:1F::AK:FK,      EO:OB  ::EI  :BI,     et     CO:OD::  CK:  DK]. 

En  effet,  tirons  la  droite  KE;  et,  après  avoir  prolongé  AD  jusqu'à  sa 
rencontre  en  D' avec  RE,  déterminons  le  point  M  tel  que  Ton  ait 

£M  :  MD'  ::  £K  :  DU. 

Cela  posé,  la  figure  AKD'ME  est  nn  faisceau  harmonique  et  donne  AM 
pour  le  rayon  conjugué  de  AF.  —  On  a  de  plus  (n<>  87,  App.) ,  pour  la  tran«- 
fcrsale  KC  passant  par  le  point  K  de  la  droite  KE , 

CO:OD::CR:DK. 

Maintenant,  la  figure  AKDOC  étant  aussi  un  faisceau  harmonique,  il 

(*)  L«  ^ludriUtire  complet  cet  le  pin*  ûmple  des  polyfoaet  k  angfet  rentrants,  polygone* 
^ae  M.  Votmam  contidêre  eomme  étant  d'ordre  rapêrienr,  et  anxiiuel!!  ^e  rattaebe  la  théorie 
de»  p^fygomês  fioilés.  —  (  yojrn  le  Mémoire  de  M.  Pot RtOTt  ^*ni  le  Journal  de  fFcoU  Polj- 
•ecfcwaif* ,  to*  ealner,  t.  fV,  p.  6  et  raÎT.  —  Vojt%  aoaù  un  Mémoire  de  M.  CAOcsTf  méoM 
,  t€*  caàicr,  t.  IX ,  p.  77.) 

J9- 
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s'uoiuit  que  le  rajrou  AO  al  la  conjugué  ds  AK  ou  AF.  Ainii  AU  ri  IM 
sont  coi^juguéa  du  in£inc  raTon  AF,  el  par  contéqaenl,  sa  confondcnl. 

Or.'Ja  figure  EIL DOC  eti  elte-mèine  un   faitceaa  harmonique,  eliteui 
lu"  37,  App.) ,  par  nppoK  k  la  traniTertale  AK  païaanl  par  la  point  K, 
AI  :  IF  ::  AK  :  FR. 

ËpGn,  le  fa iaeeau  harmonique  AKD'ME  donne  encore,  par  rapporlil 
iraniTcnale  El  patunl  par  le  point  E, 

EO  :  OB  ::  El  :  DI  ; 
et  le*  troia  proportions  éaanctes  te  tronrent  ainii  démontréei  ronpiil'- 

Il  résulte  (Tailleun,  de  tout  ce  qui  a  été  dit  précMemmenl  sur  lei  tsiictiu 
harniomquea,  que  les  autrei  droilei  AD',  AM,  F'C,  FE,  te  trooienl  tllet- 
n>ïoies  dirUéci  harmonlqurmenl. 

NoSO.-'ScouEcAitUL  sur  Icaraiaeeaui  harmoDiqnea.  — i)«  ^wlsri^ 
polairei  dana  les  Sgures  rwtilignes. 

On  Tient  de  voir  que,  dana  le  qiiadrllatireconplet  ACBFDE,  la  dralleqii 
Joint  le  point  A  au  point  de  rencoalre  des  deux  diagonalea  inlêrieBm,  ni 
coqiuguéadeladroiteAF  par  rapport  OUI  deui  autres  droite*  AD,  AE.  Ot 
ceci  nous  conduit  i  une  prepriéLâ  asseï  importante. 
S.  Soit  un  point  P  quelconque  {jig.  3r5J  donné  dans  lo  plan  d'on  angle ÏOX. 
Oe  ce  point,  meuoni  une  série  do  droite*  qui  rencontrent  les  cd:à  de 
cet  angle,  aux  points  A  et  n,  B  eti  ,  C  etc,  Det  J,..,,  ce  qnt  délenniiieda 
quadrilatères  complets  OïDAoP,  DcCAsP,  OdD.\aP,...  Celapoié,  lou  l« 
poinu,  p,  p',p't  d'interiectïoa  Jet  diagonale!  iaUrieimt  da  ce*  qaadrililtni  ^ 
se  (ron Tant  situés  tvr  une  aUtaie  droite  pattant  par  leionmmei  Oj  et  cette  dreiu 
n'est  autre  que  IcntroR  conjugua  du  rayon  OP^r  rapport  ule  ^«ucâleiér 
l'aide  ÏOS. 

On  exprime  cette  propriété  en  disant  qoe  le  point  P  est  un  pile  par  np- 
port  kla  droite  Op,  qui  est  elle-mAme  dite  la  ^o/m'/'e  du  point  P. 

Remarquons  en  outre:  —  i" —  que,  pour  tout  autre  point  P'pris  tnrb 

droite  OP,  U  même  proprlétL*  a  lieu,  e'eal-à-dire  que  Op  serait  encore  b 

polaire  du  point  P';  —  3° — que  cette  propriété  ealnécesnairementriViprgfsr 

pour  les  deui  rayona  conjuguéi  OP,  Op,  par  rapport  aui  droite*  OT,  0\, 

ont  aussi  des  rayons  ooqjuguéi  j  —  dès  Ion ,    nous  seroos  eanduiu  > 

conscquenee  générale  : 

ns  tout  faiaceau  harmonique,  chacun  dea  rajons  est  aiie  polairtfit 
>rt  k  chaque  point  de  son  conjuQué  j  et  chaque  point  de  celni-ei  tfi  ■■ 
[Mr  rapport  au  premier. 

ua  terminerons  ceqnia  rapport  an  qusdrllatâre  complet,  parla énoD- 
B  deui  théorèmes  dont  les  démonstrations  sont  faciles  1  déduire  il(l> 
ie  des  traDirersaleB. 

—  Lei  iHiIieaxV,Q,R(^.  ai^),Jet  troiâ  diagoiialei  d'mu  laadriltii" 
fer,  tout  liiaii  nt  une  même  ligne  droite. 


TBAHSVEBSâLES   OONSIUI&BÈES    DARS    LE   CERCLE.  298 

ao  -  Si  deux  triangles,  ABC,  A'B'C  (  j^.  aifi),  ont  leurs  sommr ts  FiG.  ai6. 
^lacci  deux  à  deux  sur  trois  lignes  droites  concourantes  [eo  un  point  O],  les 
trois  points  de  concours^  o,  0%  o",  des  côtés  correspondants  pris  deux  à  deux, 
sont  en  ligne  droit^, 

Trnwersales  considérées  dans  le  cercle, — Points  conjugués. — Pôles  et  polaires. 

I^'^Sl.  —  Des poitus  conjugués.  —  Nous  avons  tu,  au  n^S76y  que,  si  une 
droite  AX  {fy.  184)  est  divisée  harrnoniquement  aux  points  Â,  C,  B,  C,  la  Fie.  184* 
circnnféreoce  décrite  sur  ce  comme  diamètre  est  telle,  que  les  distances  de 
ehacun  do  ses  points,  N,  aui  deux  points  A  et  B,  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant,  celui  des  deux  droites  AC ,  CB. 

DsDs  renoncé  de  ce  théorème,  le  cercle  est  donné  de  position  par  rap- 
port aux  points  A  et  B  supposés  connus  ;  mais  on  peut  aussi  avoir  à  résoudre 
cette  question  : 

Étant  donnés  un  cercle  et  un  point  P  [JSg.  217),  déterminer  le  point  Q  con-  Fie.  217. 
fugué  de  celui-ci.  ^ 

(Nous  donnerons  au  cercle  OA  le  nom  de  cercle  régislateur,] 

Oq  doit  avoir,  par  hypothèse, 

QA  :  AP  ::  QB  :  PB, 
M  bien  QB  :  QA  ::  PB  :  PA; 

O')  la  figure  donne  saccessiTement 
QB  =  0Q-+-OA,    QA=OQ-OA,    PB  =  OA-+-OP,    PA  =  OA-OI'; 

ainsi ,  la  proportion  devient 

OQh-OA:OQ-OA  ::0A^0P:  OA-OP} 

d^où,  en  faisant  la  somme  et  la  différence  des  deux  premiers  termes,  la 
tomme  et  la  diSérenee  des  deux  derniers,  puis  réduisant, 

OQ  :  OA::  OA  :0P; 

donc  (I)  0Px0Q=0A«; 

OA* 

d'où  0Q=^- 

Pour  construire  cette  expression ,  il  suffît  d^éleuer  PM  perpendiculaire  à 
OA,et  de  mener  ensuite  au  point  M  une  tan|;ente  qui  ira  rencontrer  en  un 
point  Q  la  droite  OA  prolongée  :  ce  point  Q  est  le  point  demandé  :  —  car 
0Ba(n«>M5,3®) 

OM«  =  OPxOQ,    ou,  à  cause  de    OM  =  OA,    OA*=0Px0Q. 

Réciproquement  .-—Pour  obtenir  le  point  P  au  moyen  du  point  Q,  on  mènera 
(es  deux  tangentes  QM ,  Qm  ;  et  le  point  où  la  corde  Mm  coupera  OA  sera  le 
point  cherché. 

[On  nomme  corde  de  contact  la  droite  Mm  qui  joint  les  points  de  conHict 
<ies  deux  tangentes  menées  d^un  même  point  Q  à  une  circonférence.] 
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Sooui-  —  Puiiqaa  l'«ga11té  (i)  détermine  la  pMllioD  relaliie  d«  daii 
poinlx  coQjngute  ,  riea  n'empèohe  de  prendra  cette  égilité  ponr  leur  iiSû- 
tiov,  et  de  Dominer  peiutt  cenjuguéi  par  rapport  à  un  cercle  «toan^,  im 
painU  iUuét  mr  ¥»  mâiu  ri^mi,  el  Irli  fw  Je  prodait  dt  Uuri  JUuaca  a 
eaure  «(  ^gal  mu  carré  dm  rajron. 

D'un  autre  edté,  comme rëgalitc  (i),  onplnUti  la  proportion 

OP  :0A::OA:0Q, 

conduit,  par  dei  tniiuririnatloiH  lii>er>a>  de  celles  qui  ont  été  (ailua-    i 
decani,  à  l«  propoHIon  QB  :  QA  ::  PB  :  PA,  ou  QA  :  AP  ::  QB  :  PB,  ob 
eil  en  droit  d'en  conclure  que  ; 

diamètre  f  uJ  lei  conliait,  un  ffilime  harmonique. 

a"  —  1^1  ditiaacet  de  chacun  det  potnu  de  ta  circoiffifreiKe  rtgutMtrict  <v 
deux  paiau  cenjuguéi,  V  et  Q,  lOHt  entre  ellei  dant  un  rapport  coiuuai,  M" 
•       lui  de  QA  à  AP  (a*  S7S,  uoi.). 

PauoDit  d'antrea  propriéWi  dea  poinla  coojugiti^i. 

F,G.  3)8  TstoalMi  VI.  (Fig.  aiS  et  iiS  iU.) 

«I  3i8  hu. 

N°SS.  — Lei  cordei  de  eonlaet,  Bfm,  M' m',. . ,  de  tous  lei  uiigki  cire»*- 
terlu  dOKl  Ui  tommeli  tout  plaeét  inr  une  mena  drailt  U/,  eomeommu  <»  m 
méine  point  P;  el  ce  point  ett  lecomjagui  dupia^Q  de  U  perpendiculaire  eiàt- 
lée  dm  centre  du  cercle  tur  la  droite  LL'. 

Il  peut  le  préaenier  deui  cai  principsai  :  ou  la  droite  eat  snA-ievdb 
circontérenee  régulatrice,  ou  bien  elle  ust  locaux.  — Eumiaoeaceedeai  eu 

Fn.  3i8.  Piiwu  eu  l_fig.  3i8].  —  CoiuUlénitis  deux  point*  de  la  droite  iX', 
aaiolr  1  le  pied  Q  delà  perpendiculaire  aliaiaaM  du  point  Oauroelie  dniïH^ 
et  UD  point  quelconque  Q'j  loienl  QM  et  Qni,  Q'M'  et  Q'm',  le*  tangtulc* 
correapondantea ,  et  P,  P',  les  points  ai  les  EOrJei  de  contact  rmeoDlrml 
OQ,  OQ'.  —  Ces  pointa  sont  (n«  31,  i4/>/>.)  les  conjugués  des  points  Q,Q', 
"  -'-nuent  les  relations  OA'  =  OP  x  OQ,     OA*  =OP'  x  OQ'; 

ir  conséquent  la  proportion  Of  :  OP'  ::  UQ'  :  OQ. 

la  posé ,  si  nous  jolgooua  le  point  P'  au  point  P,  nous  iormcroos  liati  i 
triangles OQQ',  OPV,  aomblsbles  entre  eui  comme  ajant  un  angle 
O  compris  entre  côtés  proportionneli.  Or,  le  triangle  OQQ'  at  rac- 
e  au  point  Q  ;  donc  le  triongle  OPP'  est  aussi  rectangle  «n  point  P.  — 
l'on  toit  qne  la  droite  PP'  se  conrond  a*sc  lu  corde  do  contact  M'ai': 
,  las  cordes  Hv ,  M' m',  passent  par  le  même  point  F. 
i  raisonnement  semblable  pourrait  s'appliquer  i  tout  autre  anglecira» 
dont  le  sommet  serait  GuQ',  Q",. .  -  sur  la  droite  LL'j  donc ,  etc. 

MRD  us  {fg.  3i6Uf).  —  Dans  ceca>,lepoint  Pcoojngaé  du  point  0 
ient  «n  meaiat  an  point  H  ta  tan^ntc  MP,]usqn'àsi 
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OA  prolongé;  et  le  point  P'  est  d^aUleura,  comme  ci  -  dessus ,  le  point  de 
reoeoDtre  de  la  corde  M' m' aTec  OQ'  ;  ce  qui  donne  encore  la  proportion 

OP  :  OP'  ::  OQ'  :  OQ. 

En  joignant  le  point  P'  au  point  P,  nous  obtenons  deux  triangles  OPP', 
OQQ^f  semblabips  entre  eux  comme  ayant  un  angle  égal  O  compris  entre 
eAt«s  proportionnels  ;  mais  le  triangle  OQQ'  est  rectangleau  point  Q;  donc 
auui  le  triangle  OPP'  est  recungio  en  P'»  et  par  conséquent  la  droite  P'  P  se 
eoofond  aTee  la  corde  de  contact  M'm'. 

On  démontrerait  de  même  que ,  ptiur  toot  autre  point  Q^f  Q^y . .  de  la 
droite  LU  y  la  corde  de  contact  correspondante  passe  par  le  point  P; 
donc,  etc. 

Ainsi  la  proposition  est  démontrée. 

Les  deu;i^figures^tg  et  a  19  lis  donnent  une  idée  nette  de  la  nature  de  cette  ^ 
propriété. 

N.  B.  —  Dans  le  eas  particulier  {fg.  ^119  ter)  où  la  droite  lAJ  est  tan-  Fie.  219  (er. 
geote  k  la  eireooféreoce  régulatrice,  les  deux  pointa  conjugués  se  confondent 
avec  Pextrémité  A  du  diamètre. 

fiifaniOQDKMSMT  :  -~  Si ,  d^un  point  quelconque  P ,  intérieur  {fg.  219)  ou  Fie.  219. 
extérieur  {Jig.  iig  bis)  k  ItL  circonférence  régulatrice,  on  mène  des  droites  Fie.  219  hit, 
eo  nombre  quelconque,  qui  rencontrent  la  circonférence  chacune  en  deux 
IK)iots,  et  que  par  ces  points  on  mène  des  tangentes,  les  sommets  de  tous 
tes  angtes  circonscrits  ainsi  formés  par  les  diverses  couples  de  tangentes,  seront 
sUu^'s  sur  une  méhte  droite  ÎAj'  passanfpar  te  point  conjugué  du  premier,  et  per- 
pendiculaire à  la  droite  OP  menée  du  centre  au  point  donné. 

Le  premier  cas  de  cette  réciproque  se  démoaire  facilement  au  moyen  du 
principe  sur  les  réciprot/ues  (d9  21),  et  du  second  cas  de  la  proposition  di- 
recie;  —  et  vice  versa. 

N*^  35 —  Des  pôles  et  des  polaires  dans  le  cercle.  —  Ces  deux  propriétés 
fort  curieuses  des  points  conjugués  P  et  Q,  ont  fait  donner  le  nom  de  pôle 
au  point  P,  et  de  polaire  à  la  droite  LL'. 

Ainsi,  \epôle  étant  donné,  on  peut  déterminer  facilement  sa  polaire;  — 
«i  réciproquement  (  Yc^es  n^  51 ,  Af^,  ). 

ThMobèmb  Vil.  (  Fig.  aao.  )  Fie.  220, 

No  54.  — >  Toute  corde  EF  mf:née  dans  une  circonférence  par  un  point  P , 
fit  divisée  karmoni^uement  par   le  point  et  par  sa  polaire  LL'. 

En  effet ,  les  points  P  et  Q  étant  deux  points  conjugués  ,  on  a  (  n**  31  )  la 
proportion  PA.  :  AQ  ::  BP  :  BQ;  donc,  si  Ton  Joint  les  points  P,  A, 
Q,B^  àun  point  quelconque  N  delà  circonférence,  on  obtient  un  faisceau 
harmonique  dans  lequel  la  transversale  EF  passant  par  Puil  des  points  P, 
<«t  divisée  karmani^uemeni  (  n»  97,  Àpp.  ). 
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TBb»l«  Vm.  IFig.m.) 

0  38.  —  La  polaire  du  icmmet  P  d'ut  am^e  •/meUon^ue  AVB  (ponr  dd 

le  doDiM],  eu  la  droite  ^ai  jaint  tel  pôlct  dei  deux  tSiét, 

a  olfal,  il  par  la  puiotH,  où   la  cOté  PA  rcacouUe  !■  cireonCèrMec 

latrioa ,  on  mine  ans  UngenU  proloDgée  Ju>qn't  M  rmeontiv  en  G 

.  la  porpendiciiliira  OG  «IaU*4e  du  poini  O  «or  et  cAté ,  la  point  G  ap- 

ieodra  à  la  polaire  du  point  P  {a'  3fi ,  ricip.).  ~-  Par  la  mémo  niaon  , 

alnt  K  0(1  la  laogeato  sd  H'  qui  eormpaïul  «a  aacond  cAlé  PB,  na- 

Te  la  p«ip«ndlinl*lre  OK  abaluéo  du  point  Oaur  ca  e0t4,  apparUani  t 

llalr«  du  point  P.  ~  Donc  GK  «t  catta  poUIre  elle-iobne. 

.  Jt.  —  Le  point  Q  où  la  droite  GK  reneontm  la  droite  OP  prttloDgëe, 

long  le  point  conjugua  du  poiat  P. 

laoLUIlE.  —  &  deux  palxfionei  ^ueUan^aet  ABCD,  EFGK  (,^|-a2^3.'i 

Uh^ueUi  iommeuE,T,G,K,  du   leeoad,  nient  Ui  pilei  retpeenji 

càUi  AB,  BC,  CD,  AD,  du  premier  [pour  on  Mf«le  donné],  r^iptr- 

HtiU,  tel  HUmmeli  Je  eeluï-ti  teront,  Iri  palet  dtî  côiét  du  ircoud. 

o  effet,  pnliquele  point  E  eti  la  p4le  de  AB.et  le  point  P  la  pAta  de 

,  fi  a'eniuU  que  £F  eat  la  polaire  du  tommet  de  l'angle  ABC  ;  en  d'aa- 

termea ,  le  point  B  eat  le  pAIe  de  EP.  —  On  démontnnit  do  mime  qna 

oint  C  eat  le  pAla  deFG.  —  Etainil  de  mite. 

coua.  —  Cette  dernière  pcoBriotë  a  (ait  donner  aui  tftui  poljcofte* 

CD,  EFGH,lenom  àefialalrei  rieiprotiuet ,  en  raiton  de  ce  quecbacna 

■omnuita  duprenîar  eat  le  p4lede  chaque  edtédu  aeeond,  et  vice  «erU. 

TnïoUw  IX.  (F^.  333) 

\i>9é.  —  ÙaiuteatiinadnlaliftAVCD,iiaa-ilaaeert!ie,  le  peint  4e  coa- 
-il  deidiageitalet AC,BD,  et  lei  peinti  de  comobti  P,Q,da  câiA  op- 
II,  AB  et  CD,  AD el  BC.pHi deux  à  deux,  forment  an  triangle  IPQ  daai 
}ue  tetnmet  eit  le  pôle  du  cité  opposa, 

0  effet,  lea  droite*  PQ,  PA,  PI,  PC,  forment  un  Ihitccaii  hannantque 
S9,  ^p-)',  ainii,  lei  droites  AD,  BC,  lont  diriiëca  harmoniquemenl , 
romtèreauiporuuQ,  E,  et  la  aecondsauipoinuQ,  F.  —  Deli,  il  rc- 
a  que  lea  pointa  E ,  F,  appartiennent  toui  deux  k  la  polaire  du  point  Q, 
|ue,  par  eonaéquant,  cette  polaire  n'eat  autre  que  la  droite  PI. 

ar  nne  raiaon  tonte  aemblable,  Ql  eit  la  polaire  du  point  V. 
tuant  an  trolaièma  ««té  PQ,  aon  pôle  dnit  ae  trouveE  i  la  foia  anr  la 
>lre  du  point  P  et  sur  celle  du  point  Q;  donc  ce  p4le  eat  le  point  1 
M,*.,.)- 

1  eilale  nne  foule  d'nutrea  propriétci  daa  IraniTaraales  conaidéréea  dana 
«relej  maia  ooui  noua  bornaroua  A  citer  encore  lea  dcui  suiianlsi  ; 

o  —  Daat  tout  hexagone  iiuenl  au  cercle.  Ici  point!  d'illtertc<tioa  dt.t 
fi  oppoiét,  pris  deux  n  ilgitr,  tont  ti/ut  troit  en  ligne  drotic  ; 
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0  —  Dams  tout  hexagone  inscrit  au  cercle,  les  diagonales  menées  par  les 
mets  opposés ,  pris  deux  à  deux,  concourent  toutes  trois  en  un  même  point. 
'm  théorèmes  donnent  d^aillenn  Heu  à  des  conséquences  plus  ou  moins 
K>rUntes  sur  les  pentagones  et  quadrilatères  inscrits  et  circonscrits  (  ^  ). 


SECONDE  SECTION. 

§  V,  —  Considérations  générales  sur  les  courbes. 


-   t  tangentes  et  des  normales  aux  courbes.  —  Courbes  polaires  réciproques. 

^  57.  —  En  étendant  aux  courbes ,  en  général ,  ce  que  nous  avons  dit 

la  ligne  circulaire  comparée  aux  polygones  réguliers  (n^*  94^,  nous 

loirons  une  courbi  quelconque ,  un  polygone,  ou  plutôt ,  une  ligne  brisée 

*  12)  d'un  nombre  infiii  de  côtés  infiniment  petits;  —  chaque  portion  in- 

iment  petite  est  dite  alors  un  élément  de  la  courbe. 

Celte  définition  étant  admise,  la  tangente  en  un  point  donné  est  Vêlé- 

mtdela  courbe  en  ce  point ,  prolongé  indéfiniment  dans  les  doux  sens  ;  et 

Ite  Donrelle  manière  d^enWsager  la  tangente  s^accorde  avec  la  définition 

A  nous  en  avons  donnée  au  n^  110;  car,  on  disant  que  la  tangente  est 

«  sécante  dont  deux  points  d^in  ter  section  avec  la  courlie  viennent  à  se 

mur  en  un  seul,  nous  exprimons  Pidée  que  la  corde  qui  joint  ces  deux 

liots  est  infiniment  petite,  et  par  conséquent  se  confond  avec  rélément  de 

courbe.  Quant  h  la  première  définition  donnée  au  n^'  108 ,  do  la  tangente  an 

9c1e,  elle  ne  saurait  évidemment  être  admise  que  pour  les  courbes  de  la 

ature  des  lignes  convexes,  c*est-à-dire  de  celles  qui  ne  peuvent  être  (  n*  36) 

SDcontrécs  par  une  droite  qu^en  deux  points,  tandis   qn^il  résulte  de  la 

ouvelle  définition,  qu^une  tangente  en  un  point  peut  être  en  même  temps 

étante  en  un  ou  plusieurs  autres  points.  —  Nous  verrons  même  bientôt 

{«''une  droite  peut  en  même  temps  toucher  et  couper  la  courbo  en  on  môme 

Joiot  donné. 

Nous  nommerons  d^ailleurs  normale  h  une  courbe  la  droite  menée  par  le 
point  de  contact ,  perpendiculairement  k  la  tangente. 

K^  38.  —  La  considérai  ion  des  éléments  des  courbes  est  de  la  plus  haute 
importance  dans  la  théorie  de  ces  lignes  ;  car,  en  les  regardant  comme  de 


(*}  f'ojvt  BQCfe  kccoade  édition  ,  p.  it4i  si5,  ai6,  ainsi  que  le»  AnnaUs  de  Mathémaù^ues , 
m  divers  cndi^is,  et  aotnmawBt  t<  XlVf  p.  3^  et  f>iiiv.  ;  ro^fs  aussi  la  C^rrespondanu  sur 
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véritables  polygODee,  on  est  coi^uit  à  celte  oob&équenoe,  que  umteprofnéië 
ffénérale  démontrée  pour  une  ligne  brisée,  indëpeDdamment  du  nombre^  de 
la  grandeur,  et  des  incliaafeooa  mutuelles  de  ses  eôCés,  appartient  per  eek 
mène  à  la  ligne  courbe ,  qui  peut  en  ôtre  coosidérée  (u«  S44}  comme  b 
limite. 

C^est  aHisi,  par  exemple,  que  la  propositioo  établie  sur  les  polaires  rr- 
eiprotfues  (  n^  Stf ,  corol, ,  App.  ) ,  ctant  vraie  que!  que  soit  le  nombre  ds 
côtés'des  deux  polygones ,  Test  encore  lorsque  le  nombre  des  côlés  dcTiest 
iufioi  ;  et  Pon  est  conduit  &  ce  théorème  remarquable  : 

Si  deux  courbes  tracées  sur  un  même  plan  sont  telles  ifue  chaque  poiat  à 
l'une  soit  le  pâle  d'un  élément  (ou  d^ine  tangente)  de  Vautre  l  pour  un  cork 
donné],  réciproquement,  chaque  point  de  la  seconde  est  le  pôle  d'un  élàaaa 
de  la  première;  et  les  deux  courbes  sont  dites  alors  des  polaixes  uaFRogcis. 

D^où  il  résulte  nécessairement  que  —  Le  nombre  tles  intersections  de  l'a» 
des  courbes  avec  une  droite  quelconque  est  égal  au  nombre  des  tangjenÈei  ^ 
Von  peut  mener  k  Vautre  courbe ,  par  le  pôle  de  cette  droite. 

Du  cercle  osculateur  et  du  rayon  de  courbure» 

FiG.  3^4.  ^*^  39.  —  En  un  point  M  donné  sur  une  courbe  AB  {J!g.  3^4)  y  on  pcsi 
toujours  meuer  une  inflnité  de  cercles  ayant  en  ce  point  pour  tangente 
commune,  la  tangente  même ,  SX,  de  la  courbe  j  d''où  il  résulte  que  ces  eer 
des  sont  eux-mêmes  tangents  à  cette  dernière,  puisquUls  ont  «yec  elleia 
élément  commun.  Or,  il  est  bien  clair  que,  parmi  ces  cercles,  il  en  est  os 
qui  se  rapproche  plus  de  la  courbe,  dans  les  environs  du  point  de  eoo- 
taci  M,  quo  tous  les  autres,  c^est-à-dire  qui  tend  plus  que  tous  les  autre, 
dans  rétendue  d'un  petit  arc  pris  de  part  et  d^autre  de  ce  point,  à  se  coo* 
fondre  sensiblement  avec  la  courbe.  —  Ce  cercle  unique  se  nomme  lecucu 
osccLATBUR  de  la  courbe  au  point  M  ;  or  la  considération  des  éléments  noas 
fournit  le  moyen  d^en  donner  une  définition  plus  précise  et  tout  à  fait  géo- 
métrique. 

Pour  cela,  rappelons-nous  qu^il  faut  trois  points  (  non  en  ligne  droite; 
pour  déterminer  une  circonférence  de  cercle  (u»  iS7;;  d'où  il  réaulte  que  h 
circonférence  qui  approchera  plus  de  la  courbe  que  toutes  les  autres^  dtos 
les  environs  du  point  M,  sera  celle  qui  aura  avec  cette  courbe  ,  de  part  et 
d^autre  et  infiniment  près  de  ce  point ,  doux  autres  points  eommoss, 
c'est-à-dire  enfin  ,  qui  aura  avec  la  courbe  deux  éléments  consécutifs  com- 
muns, PuQ  d'un  cet*;  du  point  M,  Tautrc  de  Pautre. 

Cela  posé,  la  construction  du  cercle  osculateur  en  un  point  donne  M 
FiG.  aa^.  (J^-  ^^)  ^  réduit  à  la  suivante  :  —  En  supposant  la  courbe  décomposer 
en  éléments,  soient  LM,  MN ,  les  deux  éléments  consécutifs  qui  doivent 
appartenir  au  cercle  cherché  ; —  par  les  milieux ,  e,/,  de  oes  éléments ,  éU' 
vons  des  normales  :  elles  se  rencontrent  (n<^  IfO)  on  un  point  O;  ce  point e»t 
le  centre  du  cercle  osculateur  i  et  les  rayons  sont  d'ailleurs  OL,  OM,0N> 
ou  bien  Oc,  O/,  qui  n'en  diifèrent  pas  sensiblement. 
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^o  40.  —  Le  cercle  osculateur,  dont  nous  Tenons  de  donner  la  construc- 
UoD  générale,  jouit  de  plusieurs  propriétés  aussi  importantes  que  curieuses  ^ 
nous  allons  examiner  les  principales. 

Prolongeons  d^abord  les  éléments  LM ,  MN  ;  il  en  résultera  deux  tan- 
gentes consécutives  LT,  MU,  faisant  entre  elles  un  angle  infiniment  petit 
TBflI  que  Ton  nomme  l'angle  de  contingence,  —  Or,  il  est  clair  que  plus 
cet  angle  est  grand ,  plus  la  courbe  s'écarte ,  au  point  M ,  de  sa  tangente  LM  ; 
et  par  conséquent ,  plus  elle  est  courbe,  —  LVngle  de  contingence  est  donc 
propre  À  faire  connaître  ce  qne  Ton  nomme  la  courbure  d'une  courbe  en  un 
point  donné;  c'est  pourquoi  on  le  nomme  encore  angle  de  courbure. 

De  plus,  l'angle  TMU  étant  évidemment  égal  &  l'angle  eO/,  puisqu'ils  ont 
l'an  et  l'autre  pour  supplément  l'angle  LMN  (n^  70) ,  on  tire  de  là  un 
seeond  moyen  propre  à  apprécier  le  degré  de  courbure  d^une  courbe  donnée , 
moyen  qui  offre  même  plus  de  commodité  que  le  premier,  en  ramenant 
cette  évaluation  à  celle  de  la  courbure  du  cercle  osculateur,  laquelle  est 
d'autant  plus  considérable  [en  un  point  donné  de  la  courbe]  {voyes  le 
n°  262),  que  le  rayon  du  cercle  est  moindre,  ce  rayon  diminuant  évidem- 
meut  à  mesure  que  l'angle  de  contingence  augmente ,  et  vice  versa. 

De  lÀ  vient  que  le  cercle  osculateur  reçoit  encore  le  nom  de  cercle  de 
courbure,  sou  centre  O  celui  de  centre  de  courbure,  et  enfin  son  rayon  celui 
de  rayon  de  courbure. 

T\°4I. — Maintenant,  supposons  que  l'on  effectue,  pour  tous  les  points  de 
h  courbe  AMB  {^Jig.  aa6) ,  la  construction  que  nous  avons  indiquée  ci-des-  Piq,  3a0* 
•as  pour  le  point  M  :  il  en  résultera  une  autre  courbe  POQ,  qui  sera  le 
lieu  géométrique  des  centres  de  courbure  de  la  courbe  ÂB.  —  De  sorte  que  si , 
de  chacun  des  points  [O]  de  la  ligne  PQ,  on  décrivait  avec  le  rayon  de  cour- 
bure correspondant  O^ ,  un  petit  arc  de  cercle  [e  My] ,  la  courbe  entière  AB 
pourraitètre  considérée  comme  composée  de  tous  ces  arcs  élémentaires. —  Or,. 
cette  description  peut  s'^exécnter  fort  simplement  par  un  moyeu  tout  à  fait 
mécanique,  c''cst- à-dire  par  un  mouvement  continu. 

Pour  cela,  admettons  que  l'on  ait  tendu  le  long  de  la  courbe  PQ,  supp<»8ée 
loïide,  un  Jil  flexible  qui  s'appuie  exactement  sur  toute  l'étendue  de  son 
contour,  et  qui  le  dépasse  seulement,  au  point  P,  d'une  longueur  PA  égale 
an  rayon  de  courbure  du  point  A.  Il  est  clair  que,  dans  cette  hypothèse,  si 
Ton  détache  successivement  les  divers  éléments  du  fil  PQ  [en  commençant 
sa  point  P],  des  éléments  qu'ils  recouvraient  respectivement  sur  la  courbe 
solide  PQ,  le  fil  entier  restant  toujours  tendu,  rextrémilô  A  décrira  suc- 
cefcsiveroent  les  divers  éléments  de  la  courbe  AB. 

La  courbe  PQ  est  dite,  en  raison  de  cette  propriété,  la  développée  de  la 
eoarbe  AB;  et  réciproquement  celle-ci  est  la  développante  de  la  courbe  PQ. 
—  La  développée  d'un  cercle  se  réduit  à  un  point  unique  qui  est  son  centre; 
et  la  développée  dHino  courbe  quelconque  est,  par  rapport  à  cette  courbe,  ce 
qn  est  le  centre  par  rapport  au  cercle.  La  développée  est,  en  quelque  sorte, 
un  centre  variable  correspondant  à  un  rayou  variable  qui  est  celui  du  cercle 
osculateur;  et  la  développante  peut  être  considérée  comme  décrite  d'une 
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manière  analogue  à  la  deacrtption  du  cercle ,  au  moyen  de  ce  centre  ei  de  or 
rayon  qui  varient  en  même  temps. 

De  môme  qu^uo  cercle  n^a  qu^un  seul  centre ,  mais  qu^un  même  point  peit 
être  le  centre  de  dirers  cercles ,  de  même  aussi ,  une  déTeloppante  l'i 
qu''une  seule  développée ,  tandis  qu^une  même  développée  peut  avoir  on? 
infinité  de  développantes  différentes.  Il  est  clair,  en  effet,  que  si,  à  partir  da 
point  Â,  Ton  prend  sur  le  fil  APQ,  d^un  côté  ou  de  Tautre  du  point  A,  use 
certaine  longueur  AÂ'  tout  à  fait  arbitraire ,  le  même  mouvement  par  leqoel 
le  point  A  décrit  la  courbe  AD ,  suffira  pour  que  le  point  A'  engendre  iik 
courbe  équidistanta  de  la  première ,  ei parallèle  à  celle-ci. 

Nous  remarquerons  enfin  que  tous  les  rayons  de  courbure  sont  taugam 
la  déi'eloppée,  puisquMIsen  sont  les  éléments  [prolongés],  et  de  plus,  «or- 
maux  aux  éléments  de  la  développante. 

De  la  eouvexité  et  de  la  concavité  des  courhcM,  --  Points  singuiiers. 

N*^  42.  —  Nous  allons  maintenant  tâcher  de  donner  des  notions  précisa 
sur  les  diverses  formes  que  peut  affecter  une  courbe  tracée  sur  un  plan. 

Or,  dans  les  spéculations  de  la  Géométrie  et  des  parties  élevées  d» 
Bialhématiques,  on  est  ordinairement  conduit  à  considérer  deux  sortes  pria- 
cipalos  de  courbus:  les  unes  sont  des  courbes  rentrantes  et  fermées  ABCD, 
Fio.  337.  A'  \V  C  D'  £'  (fig.  337),  comme  le  cercle;  les  autres  sont  des  courbes  qsi 
s^étendent  indéfiniment  dans  les  deux  sens,  comme  la  ligne  droite  :  telks» 
FiG.  2:18.  sont  les  courbes  MNP  ou  M'  N'  P'  Q'  R'  S'  [fg.  a^8  ).  —  Quelqueroisaossi, 
elles  se  composent  de  diverses  parties  dont  les  unes  sont  fermées,  et  les  aaties 
sont  indéfinies. 

Mais  il  arrive  rarement  qu^nne  ligne  courbe,  considérée  comme  un  hn 
géométrique ,  s^arrête  brusquement  en  un  point  sans  bo  continuer  au  delà 
d^une  manière  quelconque. 

D^un  autre  côté ,  chacune  des  deux  sortes  de  courbes  dont  nous  venons  de 
parler,  se  subdivise  en  deux  espèces  :  les  unes,  telles  que  AfiCD  {fg.  307}  al 
MNP(J^.  aa8),  sont  coque  Ton  nomme  des  lignes  connexes;  les  autres,  tellei 
que  A'B'C'D'ET'  (fg.  aa?)  et  M'N'FQ'R'  {fg,  028),  ont  âa» sinuosités. 

Pour  distinguer  ces  deux  espèces,  remarquons  que,  comme  la  ligne 

droite,  toute  ligne  courbe  divise  en  deux  régions  {nP  11)  le  plan  sur  lequel 

elle  est  tracée. 

Fie.  227.      Si  la  courbe  est  rentrante  et  fermée  (  fig.  aa;),  Tune  des  régions,  dite  mté- 

rieure,  est  un  espace  limité;  tandis  que  Tautre  région  est  indéfinie.  —  Usas 

Fig.  aa8.  le  cas  de  la  fig,  aa8 ,  les  deux  régions  sont  indéfinies. 

Cela  posé,  le  caractère  véritablement  essentiel  d^une  courbe  convexe  foutre 
ceux  qui  résultent  (n^  36}  de  leur  assimilation  avec  les  polygones  coo vexes 
(n<^57,  App.)  ],  consiste  en  ce  que  les  centres  de  courbure  de  la  eonrbe  sont 
tous  situés  dans  la  méhte  région  ;  —  on  dit  alors  que  la  courbe  tourne  sa  eauea 
('ii<?  vers  les  points  de  cette  région,  et  sa  convexité  vers  les  points  opposa. 

Lorsqu'au  contraire  la  courbe  a  des  sinuosités ,    certaines  parties  de  U 
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Eourbe  ont  leurs  centres  de  courbure  situés  dans  uue  région;  et  ceux  des 

iDtres parties  sont  situes  dans  la  région  opposée.  Ainsi,  dans  la^.  3^7,  la  Fie.  027. 

>artie  F'A'BT/D'  est  telle,  que  ses  centres  de  courbure  appartiennent  à  la 

«gion  intérieure ,  tandis  que  la  partie  D'E'F'  a  tous  ses  centres  de  courbure 

lituét  dans  la  région  extérieure. 

N^  45.  —  Tout  point  tel  que  F',  commun  à  deux  parties  dont  les  centres 
le  courbure  appartiennent  à  deux  régions  différentes ,  se  nomme  un  point 
Vinflexion.  —  En  passant  par  ce  point,  la  courbe,  de  convexe  qu^elle  était 
«r rapport  à  une  région,  devient  concwe  par  rapport  à  la  même  région  , 
!t  vice  versa. 

Un  autre  caractère  distinctif  du  point  d'inflexion,  c^est  qu^en  ce  point,  les 
lirections  de  deux  éléments  consécutifs  de  la  courbe  viennent  se  confondre; 
«sorte  que  la  tangente  peut,  pour  ce  point,  être  considérée  comme  une 
étante  dont  trois  points  d'intersection  tnec  la  courbe  se  r^unûieiix  en  unseuL 

On  Toit  même  (  fig  237  his)  qu'en  ce  point ,  A ,  la  tangente  PQ  coupe  la  Fie.  237  hi$, 
«urbeen  même  temps  qu^elle  la  touche,  ainsi  que  nous  Tavions  annoncé 
m  qo  57.  Enfin,  la  tangente  en  ce  point  est  telle,  que  les  deux  parties  de 
a  courbe  se  trouvent  situées  dans  deux  régions  différentes  par  rapport  à 
«tte  tangente. 

N^44.  —  Il  peut  arriver  que  la  courbe  passe  plusieurs  fois  par  le  même 
point  A,  ou  B,  ou  C  (Jig.  139)  :  ce  point  se  nomme  un  point  multiple;  son  Fie.  339. 
Etractère principal  est  quUI  existe  généralement  en  ce  point,  autant  de  tan- 
;ntes  quMl  y  a  de  branches  qui  s^y  réunissent  ;  cependant  il  peut  se  faire 
lœdeux  ou  plusieurs  tangentes  viennent  à  se  confondre.  —  La  môme  chose 
I  Heu  pour  les  centres  de  courbure  qui  correspondent  à  ce  point. 

Quelquefois  encore,  la  courbe  retourne  brusquement  sur  elle-même  après 
ilre  arrivée  en  un  certain  point  A  (fig.  iio)  :  —  ce  point  est  dit  alors  Fie.  33o. 
npmnt  de  rebroussement. 

Les  deux  ares  de  courbe  qui  se  réunissent  en  un  point  de  rebroussement , 
ioivent  y  avoir  Xmméme  tangente  :  et  c'est  ce  qui  le  distingue  du  point  mut- 
ile, où  les  tangentes  ne  se  confondent  f\\î^ accidentellement. 

On  distingue  deux  espèces  de  points  de  rebroussement,  suivant  que  les  deux 
«a  de  eourbe  AB  et  AC,  ou  bien  AB  et  AD,  sont  situés  de  côtés  différents, 
»  du  même  cêté  par  rapport  à  la  tangente  {*). 

Lm  points  d'inflexion,  de  rebroussement,  et  les  points  multiples,  sont  com- 
mis sovs  la  dénomination  générale  de  points  singuliers,  — Ce  sont,  dans  les 
Mvbes,  des  points  de  division  naturels  des  diverses  parties  dont  elles  se 
«nnposent. 

^^  4^.— Enfin ,  lorsqu'^une  branche  de  courbe,  telle  que  ABC  (Jig.  33i),  Fig.  a3i. 


(.*]'  V.Frtmxrar  a  proposé  Icvdéaonûnationii  de  cértUolda  et  de  rhamphouU,  ponrcaravli- 
Mrr  les  dcai  apèccs  :  le  premier  mot  «gniGe  srmklahU  a  une  comt ,  et  Tautrc ,  stmhUihU  n 

■•  he€  d'aistam. 
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B^étend  indéfiniment ,  en  se  rapprochant  sans  cesse  et  autant  qae  l'om  vtÊt 
d'une  droite  TS  située  dans  son  plan ,  sans  pouvoir  jamais  la  reneontrer,  h 
droite  est  dite  une  asymptote  par  rapport  &  la  courbe;  et  la  courbe  dle-mène 
est  asymptote  de  la  droite.  —  La  considération  des  asymptotes  est  d'o» 
très-grande  importance  dans  les  courbes  dont  une  ou  ploaieurs  branebu 
s^étendent  indéfiniment. 

N<>  46.  —  Deux  courbes  [ou  deux  arcs  de  courbe],  qui  ont  un  point  oob* 
mun ,  sont  dites  tangentes  en  ce  point  si  elles  y  ont  un  élément  commun, et 
par  conséquent  nno  tangente  commune;  elles  sont  simplement  séeaataidsii 
le  cas  contraire,  quand  bien  môme  ce  point  commun  serait  une  extrémUe 
commune  à  deux  arcs  de  courbe.  —  Du  reste ,  deux  courbes  peoTeot  aussi  « 
couper  et  se  toucher  à  la  fois  en  un  nombre  quelconque  de  points. 

N°  47.  —  Nous  STons  maintenant  à  dire  quelques  mots  sur  ce  que  Tes 
nomme  la  loi  de  continuité  dans  les  courbes. 

Pour  qu^une  courbe  soit  continue  entre  deux  de  ses  points,  il  fiiat  qa^eslrt 
ces  limites ,  les  directions  de  sa  tangente  et  de  sa  normale  varient  ^or  ^îi;^ 
insensibles,  ainsi  que  les  valeurs  de  son  rayon  de  courbure;  de  sorte  qu-eott 
deux  éléments  consécutirs,  Pangle  de  contingence  (n^  40,  App,),  et  par  smM 
la  différeoce  des  deux  rayons  de  courbure  correspondants,  ne  soit  nulle  part 
appréciable.  —  Lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies  j  la  coorfae 
est  discontinue,  et  ne  doit  plus  être  considérée  que  comme  un  assemblage 
de  courbes  diflerentes. 

Les  arts ,  et  surtout  Varchitecturc ,  présentent  de  nombreuses  applieatio&s 

FiG.  aSa.  des  lignes  discontinues.  Nous  donnerons,  comme  exemples,  la  ro«are(J%.a5^ 

FiG.  a33.  c^  Vogive  (  fig.  a33) ,  également  composées  d'arcs  de  cercle  qui  se  coupent;  le 

FiG    a3d.  '^'^"  U%>  ^^4)  ®^  ^*  doucine  {Jig,  ;x35J,  composés  d'arcs  de  cercle  tangent», 

FiG.  âS.  et  généralement ,  les  profils  de  toutes  les  sortes  de  moulures,  —  Noos  che- 

roDS  encore  les  courbes  en  ovales,  composées  do  quatre  arcs  de  cercle  iss- 

FiG.  a36.  gents  deux  à  deux ,  BA ,  A(^ ,  CD ,  D6  (jpg.  a36; ,  et  ordinairement  nommé» 

anses  de  panier. 

II  est  bien  clair  que  ces  sortes  de  courbes  sont  discontinues,  puisque,  les 

4^"iG.  a36.  rayons  de  courbure  (  Jig.  a36)  n'étant  autre  chose  que  les  rayons  des  ar» 

AB,  BD,  DC,  CA,  qui  composent  la  courbe,  il  en  résulte  que  la  oourboK 

est  constante  pour  toute  retendue  de  chacun  de  ces  arcs ,  et  varie  bnu^c 

ment  aux  points  de  raccordement  A,  B,  D,  C 

Nous  terminerons  ces  considérations  par  une  proposition  générale  sur  ie» 
lignes  convexes  enveloppées  par  d'autres  lignes. 

Fio.  a37  TnÉORiHE.  (  Fig.  a37  et  aSS.) 

^  si38. 

N©  43,  —  Une  ligne  convexe  fermée  ABCD  A,  brisée,  courbe,  ou  mûete,  est 
moindre  qu'une  ligne  quelconque  PQRSTP  (convexe  ou  concave;  qui  l'emvrlop- 
perait  de  toutes  parts. 
Fio.  aSy.      Considérons  d'abord  le  cas  où  la  ligne  enveloppée  est  un  polygone  O^.^S;}, 
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et  prolongeons  tons  ses  cdtés  AB,  BC,  CD,  DÂ  ,  dans  1«  même  6ens(n<>  87, 
note),  jâsqn'à  lear  rencontre  en  a,  5,  c,  d,  avec  la  ligne  enveloppante. 

Cela  posé,  nous  aurons,  en  vertu  de  la  définition  de  la  ligue  droite,  cette 
soit6  d^îoégalltés 

AB -t-Ba<  Ad -+-<£?-+- PQ  H- Qa , 

BC  -i-C*<Ba  -i-flR-f-  R&, 

CD  -+-Dc<C6  -4-6S  -f-  Se, 

DA-+-A<i<Dc-+-cT-+- Trf, 

>tt,  en  ajoutant  membre  à  membre,  ot  supprimant  les  termes  qui  se  dé- 
truisent , 

AB  -+-  BC  -+-  CD4-DA<P9-t-QK  -+-  RS  -*-  ST  h-  TP, 
)u  simplement  ABCDA  <  PQRSTP. 

Si  la  ligae  enveloppée  est  une  ligne  courbe  [ou  mixte]  ABCD  ijtg»  338} , 
es  côtés  du  polygouc  ABCD  [Jîg.,  a37)  se  trouveront  remplacés  [op  tota- 
'\ie  ou  en  partie]  par  les  éléments  de  la  courbe  ;  et ,  en  supposant  tous  ces 
tem<>nts  prolongés  dans  un  môme  sens  suivant  leurs  tangentes  respectives  , 
I  démonstration  précédente  sera  applicable  à  la  nouvelle  hypothèse.  Donc. 
)  proposition  est  vraie  dans  tous  les  cas  possibles  où  la  ligue  enveloppée 
si  convexe. 

On  peut  d^ailleurs  démontrer  directement  la  proposition  par  rapport  aux 
oarbcs,  de  la  manière  suivante  : 

Menons  en  un  point  quelconque  A  (Jig.  aS8)  de  la  courbe  enveloppée ,  la  pi^.  333. 
logenle  M  AN.  —  Nous  aurons  d'abord  MN  <  MPQN  (n»  6)  ; 

où  MNRSTM  <MPQNBSTM. 

Par  le  point  M ,  menons  encore  la  tangeate  MCS  ^  nous  aurons  la  nouvelle 

Mçiliié  MS<MTS,    d*où    MNRSM<M1SRSTM. 

£n  continuant  ainsi  de  mener  des  tangente!  &  la  courbe  ABCD,  on  ob- 
ient  une  série  de  lignes ,  toujours  enveloppantes  par  rapport  à  ABCD, 
"Sis  enveloppées  par  rapport  aux  précédentes  ;  et  ces  lignes  [mixtes]  de- 
i<^finent  de  plus  en  plus  petites  à  mesure  que  leur  contour  se  rapproche, 
aTantage  de  la  ligne  ABCD  ;  done  celle-ci ,  qui  en  est  la  limite,  est  plus 
etiie  que  toutes  celles  dont  nous  venons  de  parler,  et,  à  plus  forte  raison, 
[ne  la  courbe  PQHSTP. 

^couB  I.  —  Les  diverses  propositions  établies  aux  n^'  243,  5268,...,  ne 
ont  que  des  cas  particuliers  de  la  proposition  précédente. 

ScoLiK  II.  —  Il  est  bien  clair  que  cette  proposition  est  applicable  au  cas 
û  la  lï.'rne  enveloppée  ABCD  et  la  ligne  enveloppante  AECD  {Jig.  239)  Fie.  239, 
oC  une  partie  commune  ADC,  ou  des  points  communs,  pourvu  que  la 
ârtie  enveloppée ,  ABC ,  soit  convexe  et  tourne  sa  convexité  vers  la  ligne 
meloppante  (n®  49,  App.), 
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§11.  —  De  quelques  courbes  les  plus  simples.  —  ÈUipse^h- 
perboU ,  Parabole.  —  Construction  de  leurs  tangentes  et  éî 
leurs  normales. 

Nous  nous  proposons ,  dans  ce  paragraphe,  de  faire  conuaiue  quelqio- 
unes  des  courbes  les  pins  simples  parmi  celles  qii^>n  peut  décrire  beile- 
raent ,  soit  par  points ,  soit  d^un  mouvement  continu  (comme  le  cercle),am 
le  secours  de  la  règle  et  du  compas. 

F,c,  ^^o.  ^°'  lEllipsb.  {Fig.  240.)      . 

N^  49.  —  On  nomme  Elupsb  une  courbe  plane,  telle  que  la  tomme  ia  as- 
tances  de  chacun  de  ses  points.  M,  à  deux  points  Jixes ,  F,  V,  soit  cowutatlf  f( 
€'gale  à  une  ligne  donnée  Qa  [plus  (jrande  nécessairement  que  la  distance  FF 
des  deux  points  fixes]. 

LVUipse,  ainsi  définie,  renferme  le  cercle  comme  ca«  particalier,  pois- 
qu^il  suffit  de  supposer  que  les  deux  pointa  F,  F',  se  confondent  en  ud  seol; 
ce  qui  donne  alors    FM-l-F'M=:!iFM  =  aa;  d'où  FM  =  «.  l 

II  résulte  d^abord de  cette^ définition ,  que  si ,  sur  la  droite  indéfinie ,  XT.  I 
qui  joint  les  points  F,  f,  on  prend,  à  partir  du  milieu  Ode  FF',  deusdii* 
tances  OA ,  OB ,  égaies  k  <i  [cç  qui  donne  FA  =  F'B],  les  deux  poinu  A,^, 
ainsi  déterminés ,  appartiendront  à  la  courbe. 

£n  elTety  on  aura  diaprés  cette  construction, 

FA  -4-F'A  =  FA  -f-FF'H-F'B  =  0AH-OB  =in, 
F'B-4-FB  =FB-f-F'F-hFA  =0B-f.0A=2fl. 

En  outre ,  si  des  points  F  y  F',  comme  centres ,  af  ec  le  même  rayon  < 
[  >0F,  OF'l,  on  décrit  des  arcs  de  cercle  qui  se  couperont  nécéssairenfen^^ 
en  deux  points  C ,  D ,  situés  sur  la  perpendiculaire  ZtJ ,  élevée  par  le  point  0. 
ces  nouveaux  points  aj^rtiendront  à  la  courbe  : 

Caronauta  FC-+-F'C  =  2a,    FD-hF'D=:îii». 

Pour  obtenir  d'dutres  points  de  la  courbe,  martjuons  sur  AB  un  poisil 
quelconque  [situé  toutefois  entre  les  points  O  et  F']  ;  puis  des  points  F,  F,  1 
comme  centres ,  avec  les  rayons  respectifs  AI ,  16  ,  décrivons  des  arc»  à: 
cercle  qui  se  coupent  en  deux  points  M  ,  M'  :  ces  points  appartiennent  à  h 
courbe;  —  car  on  a  FM-hF'M=  AI-+-IB  =  art. 

N.  R.  —  Tant  que  le  point  I  est  situé  entre  O  et  F',  il  en  résulte 

AI— IB,    ou    FM— F'M<FF'j 

et  comme  on  a  dcjàFM-i-F'M,    ou    a«>FF',  les  dem  arc»  déeriis  s 
coupent  nécessairement  (n^  145). 

IjCs  points  N  ,  N',  symétriques  {ti9  4,  App.)  des  poinU  M ,  M',  par  rapport 
à  ZU,  \)enveut  ôirc  construits  avec  les  mêmes  rayons  AI,  IB(tvj»r.-  ^ 
n«  167). 
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On  pbinra  donc,  de  eeite  manière,  obtenir  autant  de  points  qae  Ton  vou- 
dra de  la  coarbe  cherchée;  et  en  liant  tous  cee  points  par  une  ligne  eonti- 
mie,  on  aura  Tellipse  demandée. 

N®  i$0.  —  Description  par  an  mouvement  eontirm:  —  Après  vioït  fixé  aux 
points  F  y  F',  les  deux  extrémités  d^nn  fil  dont  la  longueur  soit  égale  à  aa , 
tendez  ce  fil  par  le  moyen  d*un  style  armé  d^un  crayon  ou  d'une  plume;  puis 
faites  tourner  ce  style  autour  des  points  F,  F'  [  en  tenant  toujours  le  fil 
tendu]  f  de  manière  que  la  pointe  vienne  tomber  successivement  aux  points 
A,  B,  de  la  droite  XY  :  le  style,  dans  son  mouvement,  décrira  la  courbe 
demandée  {*). 

^o  tti.  —  Définitions,  —  Dans  rellipsc,  les  deux  droites,  XT,  ZU,  sont 
éTÎdemment  deux  axes  de  symétrie  (n<*  4,  ^p')\  ce  qui  a  fsit  donner  le 
nom  d^axes  de  la  courbe  aux  deux  droites  AB ,  CD.  —  L«  plus  grand ,  AB, 
s^appelle  le  grand  axe,  et  Pautre,  CD,  se  nomme  le  petit  axe. 

Le  point  O ,  qui  est  lui-même  un  centre  de  symétrie ,  est  dit  le  centre  de 
U  courbe. 

Les  poinu  F,  F',  qui  ont  servi  à  la  description  de  la  coarbe ,  se  nommei;it 
Infor  ers;  et  les  distances  FM ,  F'  M ,  FN ,  F'  N ,  sont  dites  les  rayons  vec- 
teurs de  la  courbe. 

TB<oRàiiE.(Fi^.  a4i.) 

N<^  59.  —  Dans  toute  ellipse,  l'angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs, 
F'M,  mené  en  un  point  quelconque  M  de  la  courbe,  et  le  prolongement  MK,  de 
l'autre  rayon  vecteur,  FM  ,  est  divisé  en  deux  parties  égales  par  la  tangente 
SMT  en  ce  point, 

Arant  de  démontrer  cette  proposition ,  il  est  nécessaire  d^observer  que,  la 
eoarbe  éuot  tracée,  on  a  pour  tout  point  Y  extérieur  {fig.  a4o),FPH-F'P>afl,  Fie,  aio. 
et  au  contraire,  pour  tout  point  P'  intérieur  k\^  courbe,  FP'+F'P'  <  aa. 

En  effet,  dans  le  premier  cas,  joignant  au  point  F  le  point  M  où  F'P 
rencontre  la  courbe ,  on  a  {n9  58) 


FPh-PF'>FM-+-MF';     mais    FM-+-MF'  =  a4f ;    donc    FP-hF'P>a«.  j 

Dans  le  second,  prolongeant  FP' jusquVn  m,  et  menant  mF',  on  a  ^ 

FP'  -H  P'  F  <  Fm  -H  mF' <  atf . 

Cela  posé,  considérons  un  point  quelconque  M  {fig.  ^i)  de  la  courbe.  Fie.  a4i. 
Menons  les  rayons  vecteurs  FM,  F'M,  et  prolongeons  FM  en  K;  puis  di- 
visons Tangle  F'MK  en  deux  parties  égales  :  je  dis  que  la  bissectrice  SMT  est 
tangeole  à  la  courbe  ;  et  la  démonstration  se  réduit  à  faire  voir  que  tout 
point  N  de  cette  droite,  autre  que  le  point  M  ,  est  situé  hors  de  la  courbe. 

(*)    La  c««rbe  ic  aoAVC  o^alt  au  jardinier  4">b<1  «Ue  •  M  tracée  «ur  le  terrais  psr  ub 
«••  vcMicmt  •■alogne  e«  précédent ,  en  moyen  de  deux  piquets  et  d'uu  cmrdfom . 
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Or,  si  nouf  prenoo*  sur  MK ,  MG  =  MF',  et  que  nous  tiriooe  les  drait» 
F'G,  NG,  NFS  NF,  il  en  résulte  FI  ::=  IG  (n»  61),  et  NP'  =  NG  {tfi  40\ 
On  a  d^silleurs 

FN  -h  NG  >  FG,    ou    FN  h-  NF  >  FM  -h  FTtf: 

mais  FM  +  F'M  =:  sa; 

doDC  NF  -4-  NF'  >  aa. 

Ainsi  le  point  N  est  situé  hors  de  Is  courbe. 

Comme  le  même  raisonnement  s^appliquerait  à  tout  autre  point  de  li 
droite  SMT,  il  s^ensuit  que  cette  droite  est  Ungente;  C.  Q.  F.  i>. 

N.  B.  —  Nous  nommerons  cercle  directeur  (*)  un  cercle  décrit  du  poislF 
ou  F'  oomroe  contre  avec  le  rayon  aa  :  —  Tout  point  M  de  la  courhe  est  éga- 
lement distant  du  second  ftijer,  F'  ou  F f  et  de  la  circonférence  direetriee. 

N^  1(5.  ^  ScoUB  I.  ~  Cette  propriété  de  la  tangente  fovmit  on  moyco 
simple  de  —  Mener  une  tangente  à  l'ellipse,  —  i<*  — par  un  point  M  dcmê 
sur  la  eoùrhe,  —  a^  —  par  un  point  N  donné  hors  de  la  eomrhe. 

Fie.  Slii.  ^^vi**  c^*-  {^'  ^i*}  ~  Menez  le  rayon  FMG  du  eerele  directeur; ;'«'• 
gnet  MF';  puis  diuises  Tangle  F'MK  en  deux  parties  égales  :  —  toiis  obtoMi 
ainsi  la  tangente  demandée. 

Fie  ail  his.  Second  cas.  ^(Fi^.  a4i  his,)  —  i»  — Du  point  N  comme  centre,  atee  vn 
rayon  égal  à  la  distance  de  ce  point  au  point  F',  décrives  un  arc  de  ceide 
qui  coupera  la  circonférence  directrice  en  deux  points  G,  G';  —  i9— joi- 
gnes te  point  F  aux  poinu  G,  G':  les  droites  FG,FG',  rencontrent  U 
courbe  aux  points  M ,  M';  ~  3^^  —  tires  NM ,  NM'  :  —  tous  obtenea  ainsi  Wi 
deux  tangentes  que  Ton  peut  mener  du  point  donné. 

N.  B,  —  Tant  que  le  point  N  sera  extérieur  k  la  courbe,  les  deux  circon- 
férences NF'  et  aa,  se  couperont;  car,  d'abord,  le  point  F'  est  intérieur  à  It 
circonférence  directrice;  ensuite,  si  Ton  tire  FN,  et  qu'on  prolonge  cette 
droite  jusqu'*à  sa  rencontre  en  L  aveccfrr.  NF,  comme  on  a  FNh-NF'>m* 
— I  —   ■ ■ —  -  -  — 

C)  -  Indépendammeot  des  àru%  droite*  directricct-  ,  dit  M.  jtkel  Tnuuon  {Jourtml  de  X*- 
thématiq^cr  At  M.  ùiou¥illf ,  tosie  IV,  pnge  4^7)  «  •  il  existe  pour  tonte  Motion  coniqae  •(«■■i 

•  cercle*  qu'on  pent  à  bon  droit  appeler  ilirtctaurs.  Je  vcn«  parler  de  ces  devs  eetdcsqoi  m* 
-  Icati  centrrc  respectif emeat  aux  deax  foyen,  et  qui  ont  toui  drus  pour  rayon  anc  !•$* 
"  égale  k  Faite  principel.  On  sait  tuse%  combîea   la  considératioB  de  ces  ccrelc*  apportr  ^ 

•  Ikeiltté  dAOïi  la  coniitruction  de  la  phipart  de*  problème*  qni   «c  rapportent   au  s  aecci*** 

•  eoniquet,  cic.  • 

B«  «flkt ,  M.  IVaseon  a  tiré  un  tièt  bon  parti  des  oercict  direeteuf»,  et  a  ta  v«ntablc«Mi 
»e  le*  approprier  par  Tbabilrté  avee  laqnelle  il  en  a  développé  U  théorie.  Aaa»i ,  je  D'cnlètc* 
rai  rjcn  au  mérite  de  aon  travail  en  reTendiquanl  ici ,  puiiqve  l'occeaioD  l'en  présente,  ce  f» 
d'ailleurs  ne  m'avait  pa«^mblé  valoir  la  peine  d'une  réclamation  spéciale  ,  en  revendiqaaat« 
dia-jc  ,  Mtle  petite  invention  qui  a  été  annuelUment  développée  dans  tou.*  le»  C>nre  que  j'ai 
fait*  depuik  vingt  ans  au  collège  de  Reims ,  puis  fc  celui  de  Rollin  ,  et  eafin  an  collège  i* 
Sai'nt-Lonts.  AH  reste,  je  le  fépiie,  cette  rémî«i!«en«c ,  en  inppoMBlt  qne  cVn  soit  une, 
ne  diminue  Bb»ohf ment  en  rien   .1  me»  t'ui  te  mérfte  du  travnCl  en  qnestsen. 


il  en  résulta  aoMi  FN  ■+-  NL  >  a^ ,  ou  FL  >  aa  ;  ainsi  le  point  L  est  e:rré- 
rteur  à  Is  eirconférence  directrice.  Donc  (n»  186)  les  deux  ciroonférenoes  se 
eoQpent;  et  le  problème  admet  deux  solutions. 

N^84-  —  ScoLic  II.  —  Dans  les  constructions  précédentes,  nous  avons  re- 
connu que  la  droite  F'G  (fg    2\i  et  ^4^  *")  ^^  divisée  en  deux  parties   ^^^'  ^t^ 
égale»  par  la  tangente  ST  ;  c^est-à-dire  qne  F'I=  IG.  D'après  celte  remar-      ^' 
que ,  si  nons  joignons  le  point  O  au  point  I ,  nous  formerons  deux  triangles 
semblables  FTG ,  F'Ol ,  puisque  F'F  =  aF'O ,  et  F'G  =  aF'I.  —  Or  on  a 

FG  =  FM  -f-  MF'  =  aa  ; 

donc  01  = =s  a: 

a  ' 

ce  qui.  démontre  que 

La  circonférence  décrite  sur  AB='aa  comme  diamètre,  est  le  lieu  des  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  du/borer  F'  sur  les  tangentes, 

N.  B»  —  La  même  propriété  s'applique  au  point  F ,  oomme  on  peut  fa- 
cilement le  reconnaître. 

^ious  pourrions  encore ,  en  nous  fondant  sur  les  seuls  principes  de  la 
Géométrie  élémentaire,  démontrer  une  foule  d'^aatres  propriétés  ;  mais  cela 
nous  entraînerait  trop  loin. 

Dr  l'Htpihbole.  (  Fig.  a4a. }  ^^   ^^^ 

N°  5iS.  —  L^HTPEaaoLB  est  une  courbe  plane,  telle  ^ue  la  différence  des 
distances  de  chacun  de  ses  points,  M ,  à  deux  points  Jixes,  F,  F',  est  constante 
et  égale  à  mie  ligne  donmée  an.  —  [Ici  il  est  évident  que  y  pour  rexistence  de 
la  courbe,  la  condition  aa  <  FF'  est  nécessaire.] 

De  la  relation  FM  —  F'M  =  aa ,        on  tire 

FM=F'M-i-afl; 

ainsi,  F'M  peut  recevoir  une  valeur  aussi  grande  que  Ton  veut:  il  en 
résulte  totqour*  une  valeur  oorrespondante  pour  FM.  —  D'où  l*on  voit  que  la 
courbe  doit  s^étendre  indéflniaMnt. 

Si,  sor  la  droite  indéfinie  XT  qui  joint  les  deux  points  F,  F',  on  prend ,  à 
partir  du  milien  O  de  la  droite  FF',  deux  distances  OA  =s  OB  s  a ,  les 
points  A  et  B  appartiendront  à  la  courbe. 

Car  on  a    FA  —  FA    =  F'B  -h  AB  —  FA   =  AB  =  aa, 

t%  FB    —  F'B  =  FA  H-  AB  —  F'B  =  AB  :=r  aa. 

Pour  obtenir  d'antres  points  de  la  courbe ,  il  suffit  de  décrire  du  point  F' 
comme  centre,  avec  un  rayon  queloonque  F'M  [plus  grand  toutefois  que 
F'B],  un  arc  de  cercle;  puis  du  point  F  comme  centre,  avec  le  rayon 
F'M -f-  aa,  un  autre  arc  de  cercle.  Ces  deux  arcs  se  coupent  en  deux  points 
M ,  M'  [  symétriques  par  rapport  à  XY  ]  ;  et  ces  points  appartiennent  à  la 
courbe. 

£b  faisant  un  écliange  des  deux  rsyons  F'M,  FM  (vqr^x  le  nP  i6T),  on 


i 
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peut  obtenir  deux  autres  points  M*»  M'^,  symétriques  des  points  M,  ff, 
par  rapport  à  la  perpendiculaire  ZU  élevée  dn  point  O  sur  la  droite X^. 
D^où  il  suit  que  la  courbe  est  composée  de  demx  hranehes  distinctes Mfill'. 
JVfAM*',  égales  et  opposées,  qui  s^étendent  indéfiniment,  à  droite  et  i 
gauche  de  la  droite  ZU,  au-dessus  et  au-dessous  delà  droite  X'ï. 

Les  deux  droites  XY,  ZU,  sont  encore,  comme  pour  rellipse,  iemxexei 
d^  V^métrie,  et  le  point  O  un  centre  de  ^métrie,  —  Ce  qui  dislingue  Icbdeu 
axes  de  Tellipse  de  ceux  de  lliyperbole,  c^est  que,  dans  la  première,  la 
axes  sont  rencontrés  par  la  courbe  en  quatre  points ,  tandis  qoe,  dans 
rhyperbole,  un  seul  des  deux  axes  est  traTcrsc  par  la  oourbci. 

Aussi  le  premier,  XY  ,  ou  plutôt  la  partie  AB  de  cette  droite,  se  noane 
Vaxe  transversc,  ou  le  premier  axe  de  Thyperbole;  Pautre  se  nomme  Ytir 
non  transverse ,  ou  le  second  axe. 

Les  points  F,  F',  sont  encore  dits  les  foyers  de  la  courbe;  et  les  lifntt 
FM,  F'  M ,  font  les  rayons  vecteurs, 

L^hyperftwle  peut  également  se  décrire  d^un  mouTcment  contimu^  aa  moito 
d^un  Jil  et  d'une  rèf^  que  l*on  fait  pivoter  autour  de  Tnn  des  foyers  ^  mû 
les  détails  de  cette  description  nous  entraineraient  trop  loin. 

Il  serait  Cicile  de  prouver  : 

\^  —  Que  pour  tout  point  P  intérieur  à  la  courbe,  on  a 

FF  — F'P>aii; 
qo  .  QuQ  pour  lout  point  P'  extérieur,  on  a  au  contraire 

FP'-F'P'<aa. 

£nAn ,  ainsi  que  dans  PelUpse ,  un  cercle  décrit  dn  point  F  ou  du  poist  F' 
comme  centre ,  avec  le  rayon  a« ,  est  dit  le  eereie  direetemr  de  Phyperbole. 

Cela  posé ,  la  tangente  à  Phyperbole  jouit  d\me  propriété  analogue  ri  oelk 
de  Tellipse. 

Fie.  a4a.  TetfORiMB.  {Fig.  a4i.) 

N*'  HG.  — La  tangente  à  l'hyperbole  en  un  point  quelconque  M,  divise  en  dm 
parties  égales  l'angle  formé  par  les  deux  reyons  vecteurs  FM,  F'M. 

En  eifet,  divisons  Pangle  FMF'  en  deux  parties  égales;  je  dis  qae  b 
hissecu  ice  SMT  est  telle  que  tout  point  N  de  cette  droite ,  autre  que  le  poial  M, 
est  situé  hors  de  la  courbe. 

Pour  le  démontrer,  prenons  sur  MF,  MG  =  MF',  puis  tirona  lea  droitei 
F'G,  NF',NF,NG.  On  a,  d'après  la  construction,  F'I=1G  (n»  61  , 
NF'  =  NG ,  MF'  =1  MG  {p9  40)  ;  d'où  MF  —  MG  =  a*.  —  D'ailleurs ,  le 
triangle  NFG donne  (noftS)  NF—NG  <FG,  et  par  conséquent 

NF-NF'<!ia; 

«inhi  le  point  N  est  situe  hors  de  la  courbe.  —  Donc,  etc. 

Scoua  L — De  là  résulte  le  moyen  de  —  Mener  une  tangente,  —  i«  —  par  «n 
point  M  donné  sur  la  courbe  ;  —  79  —  par  un  point  N  donné  hors  de  ta 
courbe. 
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PuMiift  cis.  {Fig,  14).)  —  Divises  l'angle  FMF  eo  deux  parties  égales;  et  Fie.  a4^. 
tous  obtenez  ainsi  la  tangente  demandée. 

Sicom  CAS.  {Fig.  ^^bis,)  —  Ou  point  N,  comme  centre,  et  avec  un  rayon  Fie.  34^  hi$. 
«gai  à  N  F\  décrives  un  arc  de  cercle  qui  coupe  en  deux  points ,  G,  G',  la  cîT' 
cohérence  directrice  décrite  du  foyer  F  comme  centre  [avec  le  rayon  3a]  ; 
UresFG,  FG',  et  prolonges  ces  droites  jusqu'^à  leur  rencontre  en  M ,  m,  avec 
la  courbe,  puis  traces  les  droites  MM,  Mm:  —  vous  obtenez  ainsi  les  deux 
tangentes  qo^on  peut  mener  du  point  N  à  la  courbe. 

N.B.  —  Le  problème  est  toujours  possible  tant  que  le  point  N  est  situé 
da  côté  de  la  convexité  de  la  courbe,  ce  qu^on  peut  Caire  voir  &cilement , 
comme  pourlVIlipse,  en  montrant  que  le  cercle  MF'  a  un  point  extérieur 
it  DD  point  intérieur  à  la  eiroonférence  a«. 

Scout  II.  — Quant  aux  nomtaies  h  Pellipse  et  à  Phyperbole,  comme  elles 
ne  sont  antres  que  les  perpendienlatresauz  tangentes ,  menées  par  les  points 
de  contact,  il  serait  facile  de  reconnaître  que 

i<^—  Doju  l'ellipse,  la  normale  est  la  bissectrice  de  Vangle  des  deux  rttyons  \ 

vecteurs,  —  et  la  tangente  est  la  bissectrice  de  son  adjacent, 

30  —  Dans  Vhyperbole ,  la  tangente  est  la  bissectrice  de  Vangle  des  deux 
r^ons  vecteurs;  —  et  l«  normale  est  la  bissectrice  de  son  adjacent, 

ScouE  III.  —  Enfin,  dans  Hyperbole  comme  dans  l'ellipse,  la  eirconfé» 
renée  décrite  sur  taxe  transverse  AB  comme  diamètre,  esê'le  lieu  des  pieds  des 
^rpendiculaires  abaissées  de  chacun  desjçyers  sur  les  tangentes, 

Da  LA  Paiabols.  (Fig.  ^X)  p,g   ^^^ 

N^  IS7.  —  La  pAaABOLi  est  une  courbe  dont  chaque  point  est  également  dis- 
tat  d'un  point  fixe  F,  nommé  roTsa ,  et  d*une  droite  fixe  LL',  nommée  Diaic- 
met. 

Abaissons  du  point  donné  F  une  perpendiculaire  XY  sur  la  directrice  LL', 
SI  prenons  FA  égale  à  la  moitié  de  la  distance  FD  ;  le  point  A  sera  un  point 
de  la  courbe  :  car,  d'après  cette  construction ,  la  distance  du  point  A  au 
point  F  est  égale  à  sa  disUnce  à  la  directrice  LL'. 

Pour  obtenir  d'autres  points ,  prenons  un  point  quelconque  P  sur  XY,  et 
derons  la  perpendiculaire  indéfinie  PK  ;  puis  du  point  F  comme  centre , 
ivee  un  rayon  égal  à  PD,  décrivons  une  circonférence  qui  rencontre  la  droite 
PK,  sa  deux  points  M,  H'  :  ces  points  appartiennent  à  la  courbe. 

En  eOet,  on  a  FM  =  PD  =  MG; 

linsi  le  point  M  eet  à  égale  distance  du  point  F  et  de  la  droite  LL'. 

Comme  le  point  P  peut  être  pris  partout  où  Ton  veut  sur  la  droite  XY 
(pourvu  toutefois  que  le  point  A  soit  entre  D  etP],  il  s'ensuit  que  la 
OMrbe  s'étend  indéfiniment  du  côté  de  F,  tant  au-dessus  qu'au-dessous 
ie  XY,  qoi  la  partage  symétriquement. 

La  droite  XY,  étant  le  seul  axe  de  symétrie  de  la  courbe ,  se  nomme  Vaxe 
de  U  parabole  ;  le  point  A  en  est  dit  lo  sommet. 


: 


r 
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^»c-  2>45.  TmîoiiMB.  (  Fig.  043.  ) 

N®  ^.  —  I»a  tangente  ST  à  la  parabole  divise  en  deux  parties  égales  l'tngU 
formé  par  le  rayon  vecteur  FM  et  une  parallèle  k  Vaxe  menée  par  le  j^w»l 
de  contact  M. 

Il  est  d^abord  £icilo  de  prouver  que ,  pour  lout  point  pits  intérieurement  k 
la  parabole,  la  distance  au  point  F  est  moindre  que  la  distance  à  Is  direc- 
trice; et  qu^au  contraire  la  distance  d\in  point  extérieor  au  point  F  est  plos 
grande  que  sa  distance  h  la  directrice. 

Cela  posé ,  considérons  un  poént  quelconque  M  de  la  eourbe  ;  et ,  après 
arolr  tiré  le  rayon  rectenr  FM  et  la  droite  MG  perpendiculaire  sur  LL'. 
divisons  Tangle  FMG  en  deux  parties  égales:  je  dis  qoe  la  bissectrice  ST  a 
tous  ses  points  N ,  autres  que  le  point  M ,  situés  hor»  de  la  ooorbe ,  et  lii 
est  par  conséquent  tangente. 

Cor,  si  Ton  Ure  FG,  NF,  MG,  et  NH  perpendiculaire  aur  LL>Da 
IF  =IG  (n»^6i),  NF  =  NG  (n^W).  Mais  NF  ou  NG>  NH;  donc  le 
point  N  est  situé  hors  de  la  courbe. 

Même  raisonnement  par  rapport  à  tout  autre  point  de  la  droite  ST;  dooc 
ST  est  une  tangente. 

ScoLiB  I.  —  Pour  mener  d^abord  une  tangente  à  la  parabole  par  un  pobi 
M  donné  sur  Iftcourbe ,  il  svflSt  de  diviser  Tangle  FMG  en  deux  parties  égales^ 
Fio.  343  bis*  En  second  lieu,  soit  un  point  M  (fig,  a4^  bis)  donné  hors  de  la  courbe; 
du  point  N  comme  centre,  arec  le  rayon  NF,  décrivons  un  arc  de  cercle qei 
rencontre  LL'  en  denx  poinU  G,  G';  tirons  GE,  G'E',  parallèles  à  XT,ei 
joignons  le  point  N  aux  points  M,  M',  où  ces  parallèles  rencontrent  U 
courbe. 

Nous  obtenons  ainsi  les  deux  tangentes  qu'on  peut  mener  du  point  ^  a 
la  courbe ,  tant  que  ce  point  est  extérieur. 

La  discussion  de  ce  second  cas  n  offre  aucune  difficulté ,  et  n'^us  ne  dou> 
y  arrêterons  pas. 

ScOLlB  11.  ^  La  normale  à  la  parabole  divise  en  deux  parties  égsdes  Vawe^ 
formé  par  le  prolongement  du  rayon  vecteur  et  la  parallèle  à  l'axe, 

ScoLiK  III.  —  De  ce  que  Ton  a  FI  =  IG,  PA  =  AD,  il  en  résulte  qu«  le 
point  I  se  trouve  sur  la  tangente  AB  perpendiculaire  à  Taxe  ;  ce  qui  démontra 
que ,  —  Dans  la  parabole ,  la  perpendiculaire  élevée  à  l'axe  par  le  jonmvc,  fsi 
le  lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  ftxyer  sur  les  tangentes. 

ScoLiE  cÊKÉRAL.  ~  Lcs  trols  courbes  dont  nous  venons  de  (aire  conntitre 
la  nature  et  quelques-unes  des  propriétés  principales ,  jouent  un  très-çranl 
rôle  dans  toutes  les  parties  des  mathématiqnee ,  même  dans  les  sciences 
physico-mathématiques . 

Elles  portent  coigointement  le  nom  de  sections  coniques,  parce  que  ce 
sont  les  courbes  qui  résultent  de  Tinterseetion  dVn  cône  par  un  plan ,  atnst 
que  nous  pourrons  le  voir  dans  le  second  appendice. 

VIH.  DE   LA   PREMlÈaE  PARTIE. 
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SECONDE  PARTIE. 

GÉOMÉTRIE   DANS  L'ESPACE 


À 


B.  —  Dans  cette  seconde  partie,  qui  a  pour 
la  Géométrie  tùms  Vespace  (d°  23),  tontes  1« 
I  doivent  être  supposées  pénétrables  et  transpa- 
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LIVRE    TROISIÈME. 


DES  FIGURES  œNSIDÉRÉES  DANS  L'ESPACE. 
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CHAPITRE  PREMIER. 
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OU    PLAN    ET    DES    CORPS   TERMINlÊS   PAR    DES    SURFACES 

PLANES. 


PRéLUIINAl&ES. 

N"  990.  —  Nous  avons  admis  (n^  8)  comme  évident  que  y  — 
Par  trois  points ,  non  en  ligne  droite,  on  peut  toujours /aire  passer 
w  plan,  et  qu'on  ne  peut  en  faire  passer  qu'un  :  —  Or,  cette 
[iroposition  peut  être  établie  rigoureusement. 

Soient  A,  B,  G  (Jig.  244),  ^^^^^  points  situés  arbitrairement  Fie.  a44* 
dans  Tespace  ;  et  concevons  qu^un  plan  [matérialisé  par  la  pen- 
iée]soit  disposé  de  telle  sorte  qu*i]  passe  par  les  deux  points  A,  B; 
Il  droite  AB  y  sera  contenue  tout  entière,  d*après  la  définition 
do  plan  (n®  7).  —  Cela  posé ,  faisons  tourner  le  plan  autour  de  AB 
comme  autour  d'une  charnière  jusqu'à  ce  qu'il  vienne  passer  par 
le  troisième  point  C.  Il  est  clair  que  le  plan  est  alors  fixé  de  posi- 
tion dans  l'espace,  en  ce  sens  qu'il  ne  peut  plus  continuer  son 
mouvement  autour  de  AB ,  sans  que  le  point  C  cesse  de  s'y  trouver. 
—  Le  plan  est  ainsi  assujetti  à  passer  par  les  trois  points  A,  B,  C. 

Je  dis  maintenant  que  tout  autre  plan  passant  par  les  mêmes 
points  coïncide  avec  le  premier  dans  toute  son  étendue.  —  En 
effet ,  les  points  A,  B ,  C ,  appartenant  tous  trois  aux  deux  plans , 
il  s'ensuit  (n"8)  que  les  droites  de  jonction  AB,  AC,  BC,  de  ces  ^ 
points  pris  deux  à  deux ,  se  trouvent  à  la  fois  contenues  tout  en- 
tres dans  les  deux  plans.  Il  en  est  par  conséquent  de  même  de  la 


I 
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droite  CD  qui  joint  le  point  C  à  un  point  qudcoDque  D  du  pn- 
loDgement  de  AB,  et  de  tontes  lec  droites  AE,  AF,...  mniradi 
point  A  aux  difTéreiits  points  de  BC,  CD.  Or  toutes  les  droite 
menées  ainsi  autour  du  point  A ,  et  prolongées  indéfininmt,  bt- 
ment,  pour  ainsi  dire  (□"  1),  par  leur  ensemble,  les  deux  Mubn 
que  nous  considérons.  Donc,  enfin,  ces  deux  surfaces colnciilai 
dans  toute  leur  étendue. 

I 

N"  S91.  —  Delà  résultent  les  conséquences  suivantes,  «peiiM 
avons  déjà  énoncées  aux  n*"  B ,  9,  10  et  3S  : 

1*  —  L'intersection  commune  de  d^ux plans  ett  une  ligne  drau, 
—  puisque  S  trois  des  points  de  cette  intersection  n'étaient  pua 
lijjne  droite,  les  deux  plans  coïncideraient;  ce  qui  est  contnim 
l'hypothèse. 

2"  —  Deux  plant  indéfinis  qui  passent  parun  m/inepoiiu  * 
une  Infinité  d'autres  points  communs,  et  tous  ces  points  swt  "' 
une  même  droite. 

3"  —  Deux  droites  qui  se  coupent  sont  dans  un  méhie  piat .  K 
en  déterminent  la  position ,  —  puisque  deux  points  de  la  prenum 
et  un  point  de  la  seconde  forment  un  système  de  trois  points  odd 
en  ligne  droite- 

4°  —  De^tx parallèles  sont  toujours  dans  un  même  plmn ,  d'»f«> 

leur  définition  (n"  M) ,  et  elles  en  fixent  la  position ,  —  puisque  des" 

ts  de  l'une  des  parallèles  et  un  point  de  U  seconde  fonDrU 

rc  un  système  de  trois  points  non  en  ligne  droite. 

tus  ajouterons,  comme  oonséqiieoces  de  cette  dernière  pw 

—  Par  an  point  de  l'espace,  on  ne  peut  mener  deux  l'a- 
ies A  une  même  droite,  —  car,  s'il  en  était  autrement,  k) 

parallèles  seraient  dans  un  même  plan  avec  la  droite,  réwlu' 
nie(n''S4,  x"  eontéq.). 

—  Toutes  les  parallèles  qu'il  est  possible  de  mener  pari" 
rents points  d'une  même  droite ,  sont  dans  un  même  plan. 

'  S9S.  —  Un  plan  se  représente  ordinairement  sur  une  léiiih 
«sin  au  moyen  d'un  parallélogramme,  et  de  deux  lettres  pU' 
aux  sommets  opposés  ;  ainsi ,  l'on  dit  le  plan  MH  ifig-  A^i- 


►V^ï^iï:; 
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Ce  plan ,  qu'il  faut  toujours  concevoir  prolongé  indéfiniment ,  par- 
tage Fespace  en  deux  portions  indéfinies  que  Ton  nomme  régions 
(voj>len«iI). 

Une  droite  est  dite  parallèle  à  un  plan  lorsqu'elle  ne  peut  rencon- 
trer le  plan ,  quelque  prolongés  qu'on  les  suppose  l'un  et  Tautre. 

De  même ,  deux  plans  sont  dits  parallèles  en^  eux  lorsqu'ils 
De  peuvent  se  rencontrer,  quelque  prolongés  qu'on  les  suppose. 

N®  295.  —  Définition  des  angles  dièdres ,  trièdres^.,,  —  De 
même  que  deux  droites,  en  se  coupant,  partagent  l'étendue  de 
leur  plan  en  quatre  portions  que  nous  avons  nommées  angles  plans ^ 
ou  simplement  angles  (n*^  iO) ,  de  même  deux  plans  qui  se  cou- 
pent, partagent  l'espace  en  quatre  portions  indéfinies  que  l'on 
nomme  Aholbs  Diàdxes.  —  Les  côtés  de  chaque  angle  plan  sont 
ici  rempLicés  par  deux  moitiés  de  plan  qui  comprennent  chaque 
ai^e  dièdre,  et  que  l'on  nomme  ^e& faces;  et  le  sommet  de  l'angle 
est  remplacé  par  l'intersection  commune  OP  {fig»  245)  des  deux  pic.  345. 
plans,  que  l'on  nomme  V arête  de  l'angle  dièdre.  —  Un  angle  dièdre , 
quand  il  est  isolé ,  se  désigne  par  deux  points  pris  sur  son  arête  ; 
mais  quand  plusieurs  angles  dièdres  ont  la  même  arête,  on  emploie, 
pour  désigner  chacun  d'eux ,  quatre  points  [ou  quatre  lettres]  dont 
les  Jeux  intermédiaires  sont  pris  sur  l'arête ,  et  les  deux  extrêmes 
dans  chacune  des  faces.  —  Ainsi ,  les  quatre  angles  dièdres  de  la 
figure  245  s'énonceront  respectivement  AOPE,  COPG,  BOPF, 
DOPK ,  tandis  que  chacun  d'eux ,  pris  isolément ,  serait  désigné 
simplement  par  OP. 

Maintenant,  si,  par  un  point  quelconque  S  {fig.  246)  de  Tin-  Fig.  a4jS. 
tersection  SA  de  deux  plans,  ou  en  fait  passer  un  troisième  qui 
coupe  cette  intersection,  on  décompose  chacun  des  quatre  angles 
dièdres  formés  par  les  deux  premiers  plans,  en  deux  portions  in- 
définies d'espace,  de  même  nature,  par  conséquent ,  que  les  angles 
dièdres,  et  que  l'on  nomme  des  Angles  Triàdees;  d'où  l'on  voit 
que  trois  plans  qui  se  coupent  en  un  même  point  décomposent 
toujours  l'espace  en  huit  angles  trièdres,  comme  on  le  voit  sur  la 
figure  246 ,  figure  dans  laquelle 

SABC,     SA'B'C,     SA'BC,     SAB'C, 
SABC',     SA'B'C,     SA'BC,     SAB'C, 


'** 
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sont  les  huit  angles  trièdres  auxqoeb  donnent  lieu  les  trois  plans 
S AB ,  SAC ,  SBC ,  indéfiniment  prolongés  en  tous  sens. 

N^  994.  —  On  nomme,  en  général,  Anols  PoLTinas  [et  quel- 
quefois, mais  improprement.  Angle  Solide],  la  portion  indéfinie 
de  l'espace ,  comprise  entre  plusieurs  plans  qui  se  coupent  en  on 
Fm.  «47.  même  point  S  {fig-  347)*  —  Ce  point  se  nomme  le  sommet;  et 
l'on  appelle/âc^ ,  chacun  des  angles  plans  qui  comprennent  Tangle 
polyèdre  ;  leur  ensemble  forme  la  surface ,  et  les  intersections  de 
ces  mêmes  faces,  prises  deux  à  deux,  SA,  SB,  SC,...,  sont  les 
arêtes,  —  Chacune  des  arêtes  sert  en  même  temps  de  côté  à  deui 
faces  contiguës.  —  Il  faut  encore  distinguer  dans  un  angle  polyèdn^ 
autant  d'angles  dièdres  qu'il  a  de  faces. 

Un  angle  polyèdre  se  désigne  par  la  lettre  de  son  sommet,  après 
laquelle  on  énonce  ordinairement  [à  moins  que  cet  angle  ne  soit 
isolé]  des  lettres  qui  servent  à  représenter  respectivement  un  point 
de  chaque  arête. 

On  nomme  plan  diagonal,  tout  plan  SAC ,  SAD ,  mené  par  deux 
arêtes  qui  n'appartiennent  pas  à  la  même  face.  —  Au  moyen  d'un 
nombre  convenable  de  pareils  plans ,  tout  angle  polyèdre  peut  se 
décomposer  en  angles  trièdres ,  de  la  même  manière  qu'un  poly- 
gone est  décomposable  en  triangles. 

On  distingue  deux  sortes  d'angles  polyèdres,  i^  —  les  angks 
polyèdres  convexes  y  dont  tous  les  angles  dièdres  sont  saillants; 
2^  —  les  angles  polyèdres  concaves ,  qui  ont  un  ou  plusieurs  angles 
dièdres  rentrants. 

Les  caractères  principaux  des  angles  polyèdres  convexes  sont 
[voyez  le  n**  5i$) 

1**  —  Qu'tf/itf  droite  ne  peut /?ff/tr«r  sa  surface  en  plus  de  deux 
points  ; 

7,^  —  Que  ses  plans  diagonaux  sont  tous  intérieurt  ; 

3®  —  Qu'une  face  quelconque  étant  prolongée  indéfiniment 
dans  tous  les  sens ,  chacune  des  autres  faces  est  située  tout  en- 
tière d'un  même  côté  [ou  dans  la  même  région  (n**  898)]  par  rap- 
port à  la  première. 

W"  205.  —  Un  PolY€dre\o\ï  improprement,  un  Solide]  est  re*- 
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pace  entièrement  circonscrit  par  plusieurs  plans  qui  se  coupent  deux 
h  Hfttx» 

Les  différents  polygones  qui  limitent  cet  espace  se  nomment 
\ei  faces  àvL  polyèdre >  les  côtés  de  ces  faces  sont  les  arêtes,  et  les 
points  d^intersection  de  ces  arêtes  sont  les  sommets.  —  Enfin ,  on 
Domiue  diagonale  f  toute  droite  menée  entre  deux  sommets  qui  ne 
terminent  pas  une  même  arête;  et  plan  diagonal ^  tout  plan  passant 
par  trois  sommets  non  situés  sur  la  même  face. 

Les  caractères  des  polyèdres  convexes  sont  les  mêmes  que  ceux 
des  angles  polyèdres  (n"*  994). 

>'•  996.  — Ce  chapitre  aura  quatre  paragraphes,  dont  \e  premier 
traitera  des  droites  et  des  plans  perpendiculaires ,  ainsi  que  des 
angles  dièdres  et  de  leur  mesure  ;  le  second ,  des  droites  et  des  plans  . 
parallèles  ;  le  troisième ,  des  angles  trièdres  et  polyèdres  j  ainsi  que 
delà  théorie  des  angles  trièdres  égaux;  enfin,  le  quatrième ,  des 
différentes  sortes  de  polyèdres  et  de  leurs  propriétés  principales , 
abstraction  £ûte  de  leur  étendue.  —  (Fbir  la  page  33,  pour  la 
division  du  premier  chapitre  du  premier  livre.) 

Mais  avant  d'entrer  en  matière,  nous  dirons  quelques  mots  sur 
la  manière  de  représenter  sur  une  feuille  de  dessin  un  système  de 
points,  de  lignes  et  de  plans,  dont  les  diverses  parties  ont  entre 
(lies  une  relation  quelconque  de  position. 

Le  premier  moyen,  celui  qui  donne,  en  général,  Tidée  la  plus 
ïxacte  de  la  figure ,  conàste  à  ombrer,  afin  de  mieux  faire  ressortir 
es  parties  vues  et  les  parties  cachées.  —  {Voiriez  fig.  245,  246,  FM.ai5,a46, 

Quelquefois  on  indique  suffisamment  le  relief  d'une  figure,  en 
représenUntdes  déchirures  ACB,  A'B'C,  ABCDE  {fig.  i^&j  247),  Fig. 346,^47. 
>pérées  dans  les  faces. 

Lorsque  plusieurs  droites  PA ,  PB  {fig.  248) ,  sont  menées  par  p».  148. 
in  même  point  F  d'nu  plan  MN,  et  que  Ton  veut  faire  comprendre 
p'elles  sont  situées  dans  ce  plan ,  on  a  coutume  de  les  indiquer 
ittr  des  traits  pleins  que  Ton  prolonge  jusqu'à  leur  rencontre  avec 
es  côtés  du  parallélogramme  qui  figure  le  plan  ;  et  les  prolonge- 
nents  sont  ensuite  désignés  par  des  lignes  ponctuées. 

Lorsqu^ati  contraire,  une  droite,  telle  que  EF,  ne  doit  avoir 
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qu^un  point  P  commun  avec  le  plan;  en  d'autres  termes,  quand 
elle  ne  fait  que  percer  le  plan,  on  la  figure  par  un  mît  plan  ao 
delà  même  des  côtés  du  parallélogramme ,  en  ayant  soin ,  toutefois, 
de  ponctuer  la  partie  PK  qui ,  par  rapport  à  l*œil,  est  cachée  par 
le  plan  MN. 

De  même,  si,  par  les  droites  P£,  PB,  qui  se  coupent  en  on 
point  P,  on  veut  conduire  un  nouveau  plan,  comme  alors  il  ji 
une  portion  du  plan  MN  qui  est  cachée  par  le  plan  £PB ,  on  poDctv 
la  portion  GB  de  la  droite  MI ,  dont  la  vue  est  interceptée  par  k 
plan  EFB. 

Au  surplus,  ces  moyens,  qui  sont  de  pure  convention,  «k- 
viennent  superflus  pour  quiconque  s*est  exercé  k  lire  dans  Vespacc, 
c*est-à-dire  à  juger,  sur  le  dessin ,  de  la  position  relative  des  di- 
verses parties  d'une  même  figure. 

§  I.   —   Des  droites  et  des  plans  perpendiculaires 
entre  eiix.  —  jéngles  dièdres. 

Fi&  349.  LsMMc.  {Fig,  a490 

N**  297.  —  Par  un  point  quelconque  P  d'une  droite  EF  situff 
arbitrairement  dans  l'espace,  on  peut  mener  une  infinité  de  droites 
perpendiculaires  à  la  droite  donnée. 

En  effet,  conduisons  un  plan  suivant  PE,  ce  qui  est  toojoon 
possible  (n®  291),  et  dans  ce  plan ,  menons  la  droite  PA  perpeih 
diculaire  à  PE  ;  puis ,  faisons  tourner  ce  plan  autour  de  PE  sup- 
posé fixe.  Dans  ce  mouvement ,  la  droite  PA  prendra  les  positioas 
successives  PA',  PA",  PA*,...;  et  l'on  aura  ainsi  une  infinité  de 
droites  perpendiculaires  à  PE ,  en  un  même  point  P  de  crOr 
droite. 

ScoLix.  —  Nous  avons  vu  (n**  97)  que ,  dans  un  plan  donné, 
Ton  ne  peut  mener  qu'une  perpendiculaire  à  une  droite  par  on 
point  de  cette  droite  ;  mais ,  dans  l'espace ,  on  peut  en  mener  utt 
infinité.  [Nous  verrons  bient^  de  quelle  nature  est  le  liesL  de  toute 
ces  perpendiculaires.] 
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THÉORiHE  I.   {Ftg.   25o.)  FlG.  oSo. 

N°  298.  —  Si  une  droite  OP  est  perpendiculaire  à  deux  autres 
Iroites  PA ,  PB  y  menées  par  un  de  ses  points,  F  y  elle  est  perpendi- 
culaire à  toute  autre  droite  PL  menée  par  le  même  point  P  dans  le       » 
}lan  MN  tie  ces  deux  autres  droites. 

Prolongeons  OP  de  l'autre  côté  du  plan  MN,  et  prenons  PO'=PO; 
lois,  après  avoir  coupé  P  A,  PL,  PB,  par  une  transversale  quel- 
»nqne  CED,  tirons  les  droites  OC,  0£,  CD,  et  O'C,  0'£,  O'D. 
-  Cela  posé ,  on  a  OC  =  O'C,  OD  =  O'D  (n»  40)  ;  donc ,  les  deux 
rangées  OCD,  O'CD,  sont  égaux  (n^  63,  S*^*"  cas)  ;  et  dans  la  super- 
wtttion  de  ces  triangles ,  les  droites  0£ ,  O'E ,  coïncideraient  ;  par 
x>pséquent ,  la  droite  P£  est  perpendiculaire  à  00'  (n®  48). 

N,B.  —  Le  même  raisonnement  s'appliquerait  à  toute  droite 
fiiïérente  de  PL ,  menée  par  le  point  P  dans  le  plan  BfN. 

TiiioEÂME  n.  {Fig.  ^9-)  FiG.  349. 

N®  299.  —  Le  lieu  de  toutes  les  perpendiculaires  PA,  PA',  PA" , . . , , 
%  une  droite  £F,  menées  par  un  de  ses  points  ,  P,  est  un  plan. 

II  suffit  de  prouver  que  les  trois  droites  PA,  PA',  PA",  par 
exemple,  sont  dans  un  même  plan.  —  Or,  supposons  qu'il  n'en 
loit  pas  ainsi ,  et  que  le  plan  conduit  suivant  PA ,  PA",  ne  con- 
tienne pas  PA'  ;  faisons  passer  par  P£ ,  PA',  un  second  plan  dont 
l  mtersection  avec  le  plan  APA"  sera  alors  une  droite  PK  diffé- 
fente  de  PA'.  —  Cela  posé ,  en  vertu  du  théorème  précédent ,  PE , 
perpendiculaire  à  PA,  PA",  le  sera  aussi  à  PK;  mais,  par  hypo- 
tbèse,  PE  est  également  perpendiculaire  à  PA'.  On  aurait  donc 
deux  droites  perpendiculaires  à  PE,  en  un  même  point  et  dans  un 
même  plan  contenant  cette  droite ,  ce  qui  est  ahcurde  (n**  27). 

Ainsi,  l'on  ne  peut  supposer  que  PA  ,  PA',  PA",  ne  soient  pas 
dans  un  même  plan. 

Même  raisonnement  par  rapport  aux  autres  droites  quelconques 
PA^PA'^,...,  Donc,  etc. 

ScoLiE. — Le  plan  qui  contient  toutes  les  droites  PA,  PA',  PA", . . . , 
perpendiculaires  à  EF,  est  dit  un  plan  perpendiculaire  à  cette 
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droite;  réciproquement ,  la  droite  £F  étant  perpendiculaire î 
toutes  les  droites  qui  passent  par  son  pied  P  dans  le  plan  qui  la 
contient  y  est  dite  une  droite  perpendiculaire  au  plan. 

CorollaiaeI.  — Par  un  point  donnée  sur  une  droiteY,Y[fç.  2^1, 
^^  on  peut  toujours  mener  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite;- 
et  l'on  n'en  peut  mener  qu'un. 

La  première  partie  de  cette  proposition  résulte  immédiateaMot 
de  ce  qui  précède. 

Quant  à  la  seconde  partie ,  admettons ^  poar  le  moment,  qv'a 
puisse  mener  par  le  point  P  deux  plans  perpendiculaires  à  £F;si 
nous  conduisons  suivant  cette  droite  un  plan  quelconque  [anlre 
que  celui  qui  passe  par  Fintersection  des  deux  premiers],  ce  plu 
coupera  les  deux  autres  suivant  deux  droites  auxquelles  PE  sa 
perpendiculaire.  —  On  aurait  donc  deux  perpendiculaires  à  ok 
même  droite,  par  un  même  point  et  dans  un  même  plan  contenaM 
cette  droite,  ce  qui  est  absurde  y  —  donc,  etc. 

FiG  a5  CoEOLiAiBE  II.  —  De  même ,  —  Par  un  point  C  (J!g.  aSo)  dosx 
hors  d'une  droite  00',  on  peut  toujours  mener  un  plan  perpendia- 
laireàla  droite,  et  Von  n'en  peut  mener  qu'un. 

Premièrement,  après  avoir  conduit  un  plan  par  le  point  G  et  par 
la  droite  00'  (n°  890} ,  menons  dans  ce  plan ,  la  droite  GP  perpen- 
diculaire à  00';  puis,  du  point  P,  dans  un  autre  plan  quelcooqot 
passant  par  00^,  traçons  une  seconde  droite  PD  perpendicobs* 
à  00'  :  celle-ci  sera  perpendiculaire  au  plan  GPD  (n°*  298  et  899, 
scoL)  ;  et  réciproquement ,  le  plan  GPD  sera  perpendiculaire  à  0(/ 
(^co//>  précédent) ;  donc,  etc. 

En  second  lieu,  soit,  s*ii  est  possible,  un  second  plan  perpen- 
diculaire à  00'  et  passant  par  le  point  G  :  le  plan  OPG  couperait 
les  deux  plans  perpendiculaires  à  00',  suivant  deux  droites  qui 
contiendraient  le  point  G,  et  seraient  à  la  fois  perpendicubires 
à  00';  ce  qui  est  absurde;  —  donc,  etc. 

iV.  B,  —  Un  plan  se  trouve  déterminé  par  la  double  conditioa  ^ 
passer  par  un  point,  et  à' ètte perpendiculaire  à  une  droite;  ce  q« 
prouve  que  la  condition  de  perpendicularité  équivaut  à  deas^ 
puisqu'il  faut  généralement  trois  conditions  pour  fixer  la  positioo 
d^un  plan  dans  Tespace  (voyez  le  n<*  991). 
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THioBiMB  m.  (Fig,  25 1.)  f'»c.  a5i. 

N"  500.  —  Lorsqu'une  droite  AP  est  perpendiculaire  à  un  plan 
MN,  si  Von  mène  à  volonté  y  dans  ce  plan ,  une  autre  droite  BC,  et 
que  du  pied  P  de  la  première  ^  on  abaisse  une  perpendiculaire  PD 
sur  la  seconde  f  celle-ci  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres 
droites,  AP,PD. 

PrenoDSy  à  partir  du  point  D  sur  BC,  deux  dislances  égales  DE, 
DF;  tirons  PE,  PF,  et  joignons  un  point  quelconque  A  de  la 
droite  AP  aux  mêmes  points  E ,  F.  —  Cela  posé ,  les  deux  triangles 
APE,  APF,  sont  égaux,  car  les  deux  angles  en  P  sont  droits 
(n«298);  de  plus,  AP  est  commun,  et  PE  =  PF  (n<»  40) ;  et  de 
Tegalité  de  ces  deux  triangles ,  il  résulte  que  A£  =  AF  ;  donc 
(n**  42)  la  droite  A  P  est  perpendiculaire  sur  £F.  La  droite  BC  étant 
alors  perpendiculaire  aux  deux  droites  DA,  DP,  qui  passent  par 
soD  pied  dans  le  plan  APD ,  est  perpendiculaire  à  ce  plan  (n**  S98)  ; 

C.  Q.  F.  Z). 

ScouE  I.  —  Si ,  par  le  point  D ,  dans  le  plan  APD ,  on  mène  la 
droite  DL  parallèle  à  PA ,  la  droite  BC ,  perpendiculaire  au  plan 
APD,  est  nécessairement  perpendiculaire  à  DL  (n?  298);  récipro- 
quement ,  la  droite  DL  est  perpendiculaire  à  BC  ;  or  elle  est  en 
même  temps  perpendiculaire  à  la  droite  DP  {o?  54,  2^);  donc 
enfin  DL  est  perpendiculaire  au  plan  MN  (n^  S98). 

Scous  II.  —  \a  figure  a5i  offre  l'exemple  de  deux  droites  AP,  Fie.  a5i. 
BC,  perpendiculaires  à  une  même  droite  PD ,  et  qui ,  cependant , 
ne  sauraient  se  rencontrer,  puisque  AP  ne  fait  que  traverser  le 
plan  MN,  tandis  que  l'autre  y  est  située  tout  entière.  —  (Voyez  à 
ce  sujet  la  définition  des  parallèles  ^  n°  32.) 

THioaÀMEiy.  [Fig.  262,  253.)  Fic.a5a,a53 

N"  301.  — Par  un  point  donné  sur  un  plan  ou  hors  d'un  plan 
MN ,  —  1*^  —  on  peut  toujours  mener  une  perpendiculaire  au  plan  ; 
—  2*>  —  on  n'en  peut  mener  qu'une. 

Démontrons  d'abord  les  deux  propositions,  pour  le  cas  où  le 
point  donné  est  dans  le  plan  MN. 

91 
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FiG.  a j3.  Soit  P  ce  point  {fig-  262)  ;  et  traçons  dans  le  plan  MN  une  droitt; 
quelconque  EPG;  puis,  par  le  point  P  concevons (n°  899 ,  eoni  V 
le  plan  RS  perpendiculaire  à  EG  ,  plan  dont  Tintersection  aTec  k 
plan  MN  soit  CPR  ;  en6n  ,  du  point  P  menons  dans  le  plan  RSb 
droite  PK  perpendiculaire  à  PR.  —  Cela  posé,  puisque  EG  est  per- 
pendiculaire au  plan  RS ,  elle  est  nécessairement  perpendicalairc  i 
PK;  réciproquement,  PK  est  perpendiculaire  à  PE  ;  mais  elle  est 
aussi,  par  construction,  perpendiculaire  à  CPR;  donc  PK  e>t 
perpendiculaire  au  plan  MN;  et  la  première  proposîtioa  est 
démontrée. 

Soit  maintenant ,  s'il  est  possible ,  une  seconde  droite  PL  perpen- 
diculaire au  plan  MN.  Conduisons  par  les  deux  droites  PK,  PL* 
un  plan  qui  coupe  le  plan  MN  suivant  une  certaine  droite  II'  i 
laquelle  PK)  PL,  doivent  être  à  la  fois  perpendiculaires.  On  aunit 
donc  deux  perpendiculaires  à  une  droite,  par  un  même  pointé 
cette  droite  et  dans  un  même  plan  avec  elle,  ce  qui  est  absurdr. 
—  donc,  etc. ,  etc. 

—  Considérons  maintenant  le  cas  où  le  point  est  donné  horsda 

Fio.  !i53.  plan;  et  soit  A  (^g.  253)  ce  point. 

En  un  point  quelconque  P'  du  plan  MN,  élevons  la  droite 
P'A'  perpendiculaire  à  ce  plan  ;  la  droite  AP  menée  par  le  point  A 
[dans  le  plan  AA'  P  '] ,  parallèlement  a  A'P',  est  aussi  (n**  300,  ^colk ï 
perpendiculaire  au  plan  MN;  donc  la  première  proposition  esc 
démontrée. 

Je  dis,  en  dernier  lieu,  que  du  point  A,  Ton  ne  peut  supposer 
deux  droites  AP,  AQ,  perpendiculaires  au  plan  MN;  car  s*ileo 
était  ainsi,  Ton  aurait  deux  perpendiculaires  AQ,  AP,  abaissée 
sur  une  même  droite  PQ ,  ce  qui  est  absurde  (n**  97). 
Le  théorème  est  donc  démontre  complètement. 

N°  509.  ScoLiE.  —  Un  point  étant  donné  hors  d*un  plan ,  tout« 
les  droites  menées  de  ce  point  à  divers  points  du  plan ,  et  difrérentt^ 
de  la  perpendiculaire  passant  par  ce  même  point ,  sont  dites  des 
obliques  au  plan  ;  et  leurs  points  d'intersection  avec  le  pbn  $e 
nomment  les  pieds  de  ces  obliques. 

Deux  obliques  sont  dites  également  écartées  de  la  perpendictir 
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laire  lorsque  leurs  pieds  sont  à  même  distance  de  oeltii  de  la  perpen- 
diculaire. —  €ela  posé,  ' 

TaioaÀME  V.  (Fig,  2540  F>g-  ^^4* 

N**  305.  —  Si  d'un  point  O  pris  hors  d*un  plan  MN  on  mène 
la  perpendiculaire  OP  et  différentes  obliques  OA,  OA^...,  OB,  à 
ce  plan , 

I®  —  La  perpendiculaire  est  plus  CQurte  que  toute  oblique; 

2*>  —  Deux  obliques  OA,  OA',  qui  s'écartent  également  de  la 
perpendiculaire f  sont  égales; 

3^  — De  deux  obliques,  OB,  OA,  qui  s'écartent  inégalement  de 
la  perpendiculaire,  celle,  OB,  qui  s'en  écarte  le  plus,  est  la  plus 
longue. 

En  effet,  —  i°  —  Soit  OA  une  oblique  quelconque  :  le  triangle 
recungle  OPA  donne  OP  <  OA  (n*»  59)  ; 

2*>  —  SoitPA'=:  PA;  les  triangles  rectangles  OPA,  OPA',  sont 
égaux  (n**  65  ,  2"«  cas)^  et  donnent  OA'  =  OA; 

30  —  Puisque  Ton  a  PB  [>>  PA ,  prenons  sur  PB  une  distance 
PA'  égale  à  PA,  et  tirons  OA'  :  il  en  résulte  OB  >  OA'  (n°  40); 
mais  on  a  OA'  =  OA:  donc  aussi  OB  >  OA;  C.  Q.  F,  D, 

Les  réciproques  sont  vraies  et  sont  des  conséquences  du  principe 
établi  au  n"*  2t. 

CoaOLLAiEK  I.  —  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  sur  un 
plan  mesure  la  vraie  distance  du  point  au  plan, 

Co&OLLAïaE  n.  —  Un  point  quelconque  O  de  la  perpendiculaire 
OP  à  un  plan  est  également  distant  de  tous  les  points  de  la  cir- 
conférence décrite  du  pied  de  la  perpendiculaire  comme  centre,  apec 
un  rayon  quelconque, 

ScoLiE  I.  —  Cette  perpendiculaire  se  i^rome  Va^e  du  cercle* 
—  Tous  les  points  de  Taxe  peuvent  être  considérés  conime  autant 
de  centres  du  cercle ^  et  les  obliques,  confine  des  rayons  corres- 
pondants ,  lesquels  peuvent  être  également  employés  à  le  décrire. 

SooLix  n.  —  Au  moyen  d*un  fil  tendu ,  dont  Tune  des  extré- 
mités serait  fixée  au  point  0,  et  dont  Tautré  [armée  dHin  crayon] 

21. 
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touclierait  le  plan ,  marquez  trois  points  quelconques  A ,  A',  Â'; 
puis  déterminez  (n^  181)  le  centre  du  cercle  passant  par  cestros 
points. 

Vous  obtiendrez  ainsi  \e  piedàt  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  O  sur  le  plan  :  c'est  le  moyen  pratique  de  fixer  cette  posidoo. 

N®  504.  ScoLiE  III.  —  Les  propriétés  comprises  dans  TénoDor 
du  théorème  précédent  sont  analogues  à  celles  des  n*"  59  et  40 
—  La  proposition  suivante  répond  aux  propriétés  qui  ont  fiit 
l'objet  du  n*»  41 . 

Lorsqu'un  plan  est  mené  perpendiculairement  par  le  milin 
d'une  droite , 

i" —  Tout  point  du  plan  est  également  distant  des  deux  extré- 
mités de  la  droite; 

Et  !i®  —  Tout  point  situé  hors  du  plan  est  inégalement  distant 
de  ces  extrémités. 

En  d'autres  termes,  —  Le  lieu  de  tous  les  points  égaiement da- 
tants des  extrémités  d'une  droite  est  le  plan  perpendiculaiir  u 
cette  droite,  mené  par  son  milieu. 

Pour  se  rendre  compte  de  cette  proposition ,  il  suffît  de  cooct 
voir  par  la  droite  un  plan  quelconque ,  lequel  coupe  le  plan  doDoe 
suivant  une  droite  perpendiculaire  à  la  droite  donnée ,  et  passiot 
par  son  milieu.  —  Dès  lors,  la  proposition  rentre  tout  à  fait  dans 
celle  du  n*"  41. 

Des  angles  dièdres  et  de  leur  mesure. 


N®  SOIS.  t>KFiiriTioNs.  —  Lorsque^deux  plans  indéfinis  se  coujiat 
FiG.  045.  (n«  Î95,  fig-  245) ,  ils  déterminent  quatre  espaces  que  nous  aîons 
nommés  des  angles  dièdres,  —  Cela  posé  ^ 

Deux  angles  dièdres  sont  dits  égaux  entre  eux  quand  on  peut 
lés  disposer  de  manière  que  les  plans  du  premier  coïncident  aver 
ceux  du  second. 
Fw.  a55.  Ainsi,  soient  les  deux  angles  MABP,  M'A'B'F  (Jig,  aSS};  et 
concevons  que  le  plan  M^A'B'  ait  été  transporté  sur  le  plan  MAB 
de  manière  que  l'arête  A'B'  coïncide  avec  AB;  si,  par  cela  même, 
il  arrive  que  le  plan  P'A'B'  qui  a  dû  suivre  le  même  mouvement 
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se  confonde  avec  le  plan  PAfi,  alors  les  quatre  pfans  coïncidant 
chacun  à  chacun ,  les  deux  angles  dièdres  se  confondent  pour  n*en 
plus  former  qn*un  seul;  et  il  en  est  de  même  de  leurs  adjacents 
et  de  leurs  opposés. 

Maintenant,  un  pian  est  dit  perpendiculaire  à  un  autre  plan 
quand  le  premier  forme  avec  lé  second  deux  angles  adjacents 
égaux;  et  ces  angles  sont  nommés  des  angles  dièdres  droits. 

Nous  pourrions,  dès  à  présent,  établir  sur  les  angles  dièdres 
adjacents  ou  opposés,  ainsi  que  sur  les  plans  perpendiculaires,  des 
propositions  analogues  à  celles  qui  ont  été  établies  dans  les  pré- 
liminaires du  premier  Livre  (n®'  flO,  50,  Si);  mais  elles  résul- 
teront plus  simplement  de  ce  qui  va  suivre. 

Lemme  I.  {Fig.  255.)  Fie  a55. 

N®  506.  —  Si ,  sur  les  arêtes  AB,  A'B',  de  deux  angles  dièdres 
égaux,  on  prend  à  volonté  deux  points  C^  G',  et  que  par  ces  points 
on  mène  dans  les  quatre  plans ,  des  droites ,  CD  et  G£ ,  CD'  et  CE', 
respccti^ment  perpendiculaires  aux  arêtes ,  les  angles  rectilignes 
DGE,  D'C'E',  ainsi  formés,  et  correspondant  aux  angles  dièdres 
supposés  égaux,  sont  aussi  égaux. 

En  effet ,  portons  comme  ci-dessus  les  deux  angles  dièdres  l'un, 
sur  Tautre,  de  manière,  toutefois,  que  le  point  G'  tombe  en  G  et 
que  les  arêtes  coïncident.  Gomme ,  par  construction ,  les  droites 
G'iy,  G'E",  sont  perpendiculaires  à  A'B',  et  GD,  G£,  perpendi> 
culaires  à  AB.,  il  s^ensuit  qu'après  la  superposition  des  plans ,  le^ 
droites  Ciy»  G'E'»  coïncideront  respectivement  avec  les  droites 
GD,  GE  (n''  299)  ;  donc  les  deux  angles  GDE,  G'D'E',  sont  égaux. 

iV.  B.  —  Nous  devons  remarquer  ici  [et  cette  remarque  est  fort 
importante]  que,  comme  on  a  pu  faire  coïncider  Tangle  D'G'E' 
avec  l'aaigle.DGE ,  quelle  que  soit  la  position  du  point  G  sur  Taréte 
AB,  l'angle  DGB  a  constamment  la  même  valeur,  en  quelque 
point  de  l'arête  que  l'on  élève  des  perpendicuieUres  dans  les  deux 
plans  qt^i  lui  correspondent, 

IlicipmoQUEJiKifT,  —  Si  les  angles  rectilignes  DCE ,  D'C¥/,  sont 
f'^aux,  les  angles  flièdres  auxquels  ils  correspondent  sont  égaux. 
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Car,  si  l'on  porte  l'angle  IVCE'  snr  son  é^  DCE,  «mum  \a 
arêtes  A'B',  AB ,  Mnt  respectivement  perpendicoUires  anx  dnttM 
CD'  et  CE',  CD  et  CE,  et  par  conséqnenl  aussi  à  leur  plu 
(d^SOS),  et  que,  d'ailleurs,  le  poiut  C  est  pbcé  sur  le  pmnlC. 
la  droite  A'B'  doit  coïncider  avec  AB  ;  donc  les  plans  nteara  pr 
A'B' et  CD',  A'B'etCE',  doivent  se  conrondreavecles  plans  or 
nésparABet  CD,  AB  etCE;  (iaar,  etc. 

N.  B.  —  Ponr  abréger  le  discoars,  nous  conviendronade  nos- 
mer  angk  plan  correspondant  i  un  ai^le  dièdre,  l'angle  nn- 
ligne  que  forment  les  perpendiculaires  derées  à  l'arête  de  cet  ugir 
dièdre,  dans  les  deux  plans  qui  le  déimninent. 

S.  Lehmb  II.  (Fig.  a55.) 

pi"  807.  —  Deux  anght  dièdres  quelconques  tant  entre  euxcoi*a,. 
tes  onglet  plant  correspondants  —  [celte  dernière  expresàon  «tu: 
prise  dans  le  sens  que  nous  venons  de  lui  donner]. 

^ons  supposerons,  poiirplus  desimpUcilé,  lesdenx  anglesdiêdre 
placés  l'un  dans  l'antre ,  de  manière  que  l'angle  HAfiP  smt  le  plo*  : 
grand ,  et  NABP  le  plus  petit.  —  Cela  posé ,  je  dis  que  Fou  a 

MABP  :  ISABP  ::  dce  :  fce. 

Il  peut  se  présenter  detix  cas ,  suivant  que  les  angles  rectil^De 
OCE,  FCE,  sont  commensurables  ou  incommensurables  entrée» 


Pauiiu  c*s.  — Soit  DCE  :  FCE  ::  12  :  7,  par  exemple.  Coc- 
cevons  l'unité  angulaû^  portée  la  fois  sur  l'angle  DCE,  et  par 
ivtoséqueot,  7  fois  sur  l'angle  FCE;  puis,  parles  droites  dediri- 
in  et  par  l'arête  AB,  conduisons  une  série  de  plans.  —  I.'aa^ 
^re  MABP  se  trouvera  ainsi  partagé  en  1 2  angles  partiels  égiiu 
'  Soe) ,  dont  1  seront  nécessairement  contenus  dans  l'angle  diè- 
e  NABP.  On  aura  donc 

HABP  :  HAfiP  ::  la  :  7  ::  dce  :  fce. 

Quant  au  cas  où  les  angles  rectiUgnes  DCE,  FCE,  sont  incon- 
;nsurables ,  nous  renvoyons  au  mode  de  démonstration  empkivi' 
nslesii"  118,189,.... 
La  réciproque  est  vraie  et  se  démontrerait  aussi  Cacilemenl. 
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THEO&iME    VI. 

y^  308.  —  Tout  angle  dièdre  a  pour  mesure  l'angle  plan  cor rcs- 
ondanî. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  évidente  du  lenune  qui  vient 
l*étre  établi,  parce  qu'on  doit  entendre  par  là  (n*"  119)  que  le 
npport  de  Tangle  dièdre  proposé ,  à  l'angle  dièdre  droit  (n»  305), 
tt  égal  au  rapport  de  l'angle. plan  correspondant  au  premier,  à 
'angle  plan  correspondant  au  second  (*). 

Ceci  suppose ,  à  la  vcrilé ,  que  —  Tous  les  angles  dièdres  droits 
ont  égaux;  —  mais  cette  proposition  résulte  nécessairement  de  ce 
[ue  tous  les  angles  droits  formes  par  des  lignes  droites  sont  égaux 
n<»52e). 

Co&OLLAXRB.  —  Puisque ,  sous  le  point  de  vue  des  valeurs  nu- 
mériques ,  les  angles  dièdres  peuvent  être  remplacés  par  les  an- 
gles plans  correspondants,  il  s'ensuit  que , 

1°  —  Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux ,  ainsi  que  nous 
renoos  de  le  dire; 

2°  —  «Se  un  plan  est  perpendiculaire  à  un  autre,  réciproque- 
OBeot ,  celui-ci  est  perpendiculaire  au  premier;  —  et  les  deux  plans 
K>nt  ^ts  perpendiculaires  entre  eux; 

3**  —  Lorsqu'un  plan  forme  avec  un  autre  deux  angles  dièdres 
adjacents  inégaux,  la  somme  de  ces  deux  angles  vaut  deux  angles 
dièdres  droits; 

4^  —  Deux  angles  dièdres  opposés  par  l'arête  sont  égaux,  etc.,. 

Des  plans  perpendiculaires  entre  eux. 

THioaàMB  Vn.  (Flg.  256.)  ^'c-  ** 

N*^  300.  —  Lorsqu'une  droite  AB  est  perpendiculaire  à  un  plan 
MN,  tout  autre  plan  PQ ,  conduit  suivant  la  droite  donnée  ,  est  per^ 
P^ndieulaire  au  plan  donné. 


(*)  Noos  revieudruiu  plus  loin  aur  ce  sujet,  et  nous  ferons  voir  que 
lan^leplan  correspondant  [tel  que  noiis  Pavons  défini]  est  le  seul,  parmi 
li^  angles  rectilignes,  qui  puisse  servir  de  mesure  à  ^an(;^"  dièdre  (t'orrr 
'a  noie  du  n»  351). 
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Menons  par  le  point  A ,  dans  le  plan  MN ,  une  perpendicnUûe 
AC  à  rintersection  commune  PR  des  deux  plans  ftIN  et  PQ.  — 
Puisque  les  deux  droites  AB,  AC,  sont  perpendiculaires  à  PR, 
l'angle  BAC  mesure  (n*"  508)  l'angle  dièdre  QPRN.  Or,  AB ,  étant 
supposé  perpendiculaire  au  plan  MN,  Test  aussi  à  AC;  donc  Tan- 
gle  BAC  est  droit.  —  Ainsi  les  deux  plans  sont  perpendiculaires 
entre  eux. 

ScoLiB.  —  Comme,  par  une  droite  quelconque  on  peut  conduire 
une  infinité  de  plans ,  il  en  résulte  que 

Suwant  une  droite  perpendiculaire  à  un  plan  ^  on  peut /aire  pas- 
ser une  infinité  de  plans  perpendiculaires  au  plan  donné, 

Fms.  a56.  THÉORiME  Vin.  {Fig.  256.) 

N^  5i0.  —  Par  une  droite  PR  située  dans  un  plan  M^ ,  on  pem 
toujours  mener  un  autre  plan  perpendiculaire  au  premier;  — a 
l'on  n'en  peut  mener  qu'un. 

D'abord,  en  un  point  quelconque  A  de  PR ,  élevons  la  droite  Afi 
perpen^icul^re au  plan  MN;  puis,  conduisons  un  plan  suivant 
AB  et  PR:  ce  plan  sera  perpendiculaire  à  MN ,  en  vertu  du  tbéo- 
rème  précédent.  Ainsi ,  la  première  partie  de  la  proposition  est 
démontrée. 

En  second  lieu,  soit,  s*il  est  possible,  un  second  plan  PQ'  pas- 
sant par  PR  et  perpendiculaire  à  MN  :  les  deux  angles  dièdres 
QPRN,  QTRN ,  étant  droits  l'un  et  l'autre ,  seraient  égaux  (n«  506, 
coroL)\  et  la  partie  serait  égale  au  tout,  ce  qui  est  absurde;  — 
donc,  etc.,  etc. 

Fie.  a56.  Théo&èmk  IX.  {Fig.  256.) 


/ 


N**  51 1.  —  Lorsque  deux  plans ,  MN,  PQ,  sont  perpendiculains 
entre  eux,  toute  droite  AB,  A'B',...  perpendiculaire  à  l'un  d'eus , 
MN,  menée  par  un  point  de  leur  intersection  commune  PR,  est  sîtacf 
tout  entière  dans  l'autre ,  PQ. 

En  effet ,  si  AB,  par  exemple ,  n'était  pas  situé  dans  le  plan  PQ, 
comme  le  plan  conduit  suivant  AB  et  PR  serait  perpendiculaire 
au  plan  MN  en  vertu  du  théorème  précédent,  et  que  déjà,  le  plan 
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PQ  passant  par  PR  est  aussi  perpendiculaire  à  MN,  il  s'ensuivrait 
que  par  une  droite  située  dans  un  plan ,  on  pourrait  mener  plus 
d'an  plan  perpendiculaire  à  celui-ci  y  ce  qui  est  absurde. 

CoBOiXAiAB.  —  Le  lieu  des  perpendiculaires  à  un  plan,  menées 
par  tous  les  points  et  une  droite  de  ce  plan ,  est  un  second  plan  per- 
pendiculaire au  premier  et  passant  par  la  droite. 

Scous.  —  Comme  la  droite  Afi,  perpendiculaire  au  plan  MN, 
est,  par  cela  même ,  perpendiculaire  à  l'intersection  commune  RS 
des  deux  plans ,  et  qu'elle  est  complètement  déterminée  par  la  dou- 
ble condition  d*étre  située  dans  le  plan  PQ  et  d*étre  perpendicu- 
laire à  RS  9  il  en  résulte  ce  nouveau  théorème  : 

Lorsque  deux  plans  sont  perpendiculaires  entre  eux ,  toute  iiroite 
menée  dans  l'un  des  deux  perpendiculairement  à  leur  intersection , 
est  nécessairement  perpendiculaire  à  l'autre. 

Thcorâme  X.  (Fie.  ^Sn.) 

^    **         '  '  Fie.  257. 

N'*  518.  —  L'intersection  commune  AB  de  deux  plans  PQ,  RS, 
perpendiculaires  à  un  troisième  MN,  est  aussi  perpendiculaire  à  ce 
troisième  plan. 

En  effet ,  ai  du  point  A  où  les  droites  PP',  RR',  intersections 
des  deux  premiers  plans  avec  le  troisième,  se  rencontrent,  on  élève 
ose  perpendiculaire  à  celui-ci ,  cette  droite  devra  se  trouver  à 
la  fois  dans  chacun  des  deux  autres  plans  PQ,  RS,  en  vertu  du 
théorème  précédent  ;  elle  se  confond  par  conséquent  avec  leur  in- 
tersection. 

CoaoLLAiRE.  —  Par  une  droite  AB{fig.   258)  oblique  ou  pa^  eo 

ralièle  à  un  plan  MN ,  on  ne  peut  mener  plus  d'un  plan  perpendi- 
culaire çu  premier  :  —  cela  résulte  immédiatement  du  théorème  qui 
vient  d'être  démontré. 

D'ailleurs,  il  en  existe  toujours  un,  que  Ton  obtient  en  abais- 
sant d*nn  point  quelconque  A  de  AB  une  perpendiculaire  AA' 
sur  le  plan  MN.  —  Le  plan  conduit  suivant  AB  et  AA'  est  perpen- 
diculaire à  lO  (n?  309). 

Ce  plan  est  en  même  temps  le  lieu  de  toutes  les  perpendiculaires 


33o  Liv,  m.  —  CHAP.  I.  —  §  u. 

abaissées  des  différents  points  de  ia  droite  AB  sur  le  plan  ICi 
(d**  31  i  9  coroL)  ;  d'où  il  suit  que  les  pieds  A',  B%  C, ...  de  ces  per- 
pendiculaires sont  tous  sur  une  même  ligne  droite,  —  Nous  aorou 
souvent  occasion  de  revenir  sur  cette  proposition. 

ScouE.  —  Lorsque  trois  droites  passant  par  un  même  point, 
sont,  deux  à  deux,  perpendiculaires  entre  elles,  chacune  d'elles 
est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres;  et  les  trois  plans  sont 
perpendiculaires  entre  eux. 

Réciproquement:  —  Si  trois  plans  sont  perpendiculaires  entre 
eux,  leurs  irUertections  sont  aussi  perpendiculaires  entre  elies. 

En  d'autres  termes  :  —  Si  les  trois  angles  dièdres  d'un  angle 
trièdre  (n"  S95)  sont  droits,  les  trois  arêtes  sont  perpendiculaires 
entre  elles  deux  à  deux;  —  et  vice  versé  pour  la  proposition  directe. 

§  IL   —  Des  droites  et  des  plans  parallèles. 

Fie.  a53.  THÉORàMB  I.   [Fig,  253.) 

N®  515.  —  Deux  droites  AP,  A'P%  perpendiculaires  à  un  snéme 
plan  MN ,  sont  parallèles  entre  elles. 

Faisons  passer  un  plan  par  la  droite  AP  et  par  le  point  P^,  pied 
de  la  seconde  droite  sur  le  plan  MN  :  le  plan  APF,  contenant  AP, 
doit  être  perpendiculaire  au  plan  MN  (n®  509);  donc  il  contieni 
aussi  (n®  311 ,  coroL)  la  droite  P'A',  menée  perpendiculairement 
au  plan  MN  par  on  point  P'  de  l'intersection  commune  des  deiu 
plans.  Les  droites  AP,  A'  P',  étant  alors  dans  un  même  pUo 
et  perpendiculaires  à  la  même  droite  PP',  sont  parallèles  entre 
elles  (n^"  58). 

Réciproquement  :  —  Si  une  droite  AP  est  perpendiculaire  à  un 
plan  MN,  toute  droite  A!'^'  parallèle  à  la  première  AP  est  perpen- 
diculaire au  même  plan. 

Cette  réciproque,  qui  se  démontre  facilement  par  l'absurde  et  au 
moyen  de  la  directe,  rentre  d'ailleurs ,  à  peu  de  chose  près,  dans 
le  scolie  I  du  n<>  300. 

On  peut  encore  l'énoncer  ainsi  :  —  Les  droites  parallèles  ont  lemrx 
plans  perpendiculaires  communs. 
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CoiOLLAiBE  I. — Deux  droites  A ,  B,  parallèles  à  une  troisième  G , 
sont  parallèles  entre  elles. 

Car,  si  Ton  mène  par  un  point  quelconque  de  la  droite  G  un 
plan  qui  lui  soit  perpendiculaire,  les  droites  A»  B,  étant,  par 
hypothèse ,  respectivement  parallèles  à  G ,  sont ,  en  vertu  de  la  réci- 
proque précédente ,  perpendiculaires  à  ce  plan  ;  donc ,  d'après  la 
directe ,  elles  sont  parallèles  entre  elles. 

CoaoLLAiRB  II.  —  Si  deux  plans  qui  se  coupent  ^  contiennent  res' 
pectipement  deux  droites  A  et  B  parallèles  entre  elles,  l'intersection 
commune  G  eles  deux  plans  est  parallèle  aux  deux  droites, 

CoDcevons ,  en  effet,  un  plan  M  perpendiculaire  aux  droites  A , 
B;  les  plans  donnés  sont  aussi  perpendiculaires ai|  plan  M  {o?  309)  ; 
donc  leur  intersection  commune  G  est  perpendiculaire  à  ce  même 
pian  (n°  5i  S)  ;  ainsi ,  les  trois  droites  A ,  B ,  G ,  perpendiculaires  au 
même  plan,  sont  parallèles  entre  elles,  d'après  le  théorème  prin- 
cipal. 

TH^ORiME  n.  (Fig.  259.)  F,c.  a5g. 

N^  514.  —  Par  un  point  G  donné  hors  d'un  plan  MN,  on  peut 
mener  une  inanité  de  droites  parallèles  à  ce  plan  (n^  998). 

Traçons  à  volonté ,  dans  le  plan  MN ,  une  droite  AB ,  et  faisons  < 

passer  par  le  point  G  et  la  droite  AB  un  autre  plan  ;  puis  du  point 
C,  dans  ce  nouveau  plan ,  menons  GD  parallèle  à  AB  :  —  la  droite 
CD  sera  parallèle  au  plan  MN  ;  car  s'il  en  était  autrement ,  elle  ne 
pourrait  le  rencontrer  qu'en  un  point  de  AB,  ce  qui  est  absurde, 
puisque ,  par  construction ,  GD  est  parallèle  à  AB. 

Hf.  B,  —  L'ensemble  de  toutes  les  droites  qu'on  peut  mener 
ainsi  par  le  point  G  parallèlement  au  plan  MN^  constKue  évidem- 
ment un  plan  parallèle  au  premier  (n**  298). 

Cœollaire.  —  Toute  droite  GD  parallèle  à  une  autre  droite  AB 
ùtuéedans  un  plan,  est  parallèle  à  ce  plan. 

Cette  proposition  résulte  de  la  démonstration  qui  vient  d'être 
«posée. 
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Théorkme  Ul.  (Fig.  aSg.) 

N"  SI5.  —  Lorsqu'une  droite  CD  est  parallèle  à  un  plan  MN , 
oui  autre  plan  conduit  par  la  droite  et  rencontrant  le  premier,  eospr 
Sttipant  une  seconde  droite  KR  parallèle  à  la  premièrrCO. 
siAB,  CD,  a'étaicDtpasparallèles, comme  ellessoDtilvb 
le  plan ,  elles  se  rencontreraient  ;  donc  aussi  CD  rencoom-  ' 
>laD  MN  ;  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
. — Tous  les  plans  [en  nombre  infini]  qui  rencontreol  It 
H  en  passant  par  CD,  coupent  ce  plan  suirant  une  série  <le 
parallèles  i  CD,  et  par  conséquent  parallèles  entre  Ah- 

luikeI.  —  Lonti}n'ane  droite  CD  esi  parallèle  à  un  plat 
tte  autre  droite  menée  parallèlemenl  à  la  première  par  m 
tleonque  K  du  plan,  se  trouvt  toat  entière  dans  celià-ci. 
osons,  en  efiet,  qu'elle  n'y  fiit  pas,  et  qu'elle  eût,  pw 
;,  une  direction  telle  que  AK,;  —  comme  l'intersecdoD  du 
Zk  avec  le  plan  MN  est  ime  droite  AB  parallèle  à  CD,  il 
rait  que  du  point  A  l'on  pourrait  mener  deux  paratli-lm 
me  droite,  ce  qui  en  absurde  (n''S91]. 
LUIER  II.  —  Lorsqu  'une  droite  CD  (jï^.  260)  est  à  laf"' 
e  à  un  plan  PQ ,  et  perpendiculaire  rt  un  autre  MS ,  ''" 
ans  sont  peipendiculain-s  entre  eux. 
Tet,  on  peut  toujours  conduire  par  CD  un  nouveau  pU 
:ontre  PQ  suivant  «ne  certaine  droite  AB,  laquelle  ni 
B  à  CD  d'après  ce  qui  vient  d'clre  dit ,  et  par  consèquenl 
iiculaire  au  plan  MIN'  (n"  313,  récipr.);  donc  aussi  le  pliû 
lerpendiculaire  au  plan  MN  (n"  309). 

Théobème  IV.  {Fig.  261 .) 

16,  —  Une  droite  Qf) ,  parallèle  à  nn  planVi^ ,  ett  partout 
■nt  distante  de  ce  plan. 

mx  points  E  et  F  pris  à  volonté  sur  CD,  abaissons  des  pf  r- 
laires  sur  le  plan  MN  ;  ces  droites  EK ,  FG ,  sont  pwalliirt 
I ,  et  dans  un  même  plan  (n°  3iO) ,  lequel  coupe  te  plan  M>~ 
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suivant  une  droite  KG  parallèle  à  £F  ou  CD  ;  la  figure  EKGF  est 
donc  un  rectangle,  et  donne  £K=  FG;  donc,  etc. 

ScoLiE.  —  La  droite  £R ,  qui  est  en  même  temps  perpendiculaire 
\  la  droite  CD  et  au  plan  MN ,  mesure  la  vraie  distance  de  la 
droite  au  plan  ;  car  toute  autre  droite  non  parallèle  à  EK ,  serait 
oblique  au  pian  y  et  par  conséquent  plus  longue  que  EK  (n"  SOS). 

Des  plans  parallèles. 

XjEMME* 

N**  517.  —  Par  un  point  donné  A  hors  d*un  plan  MN  [fig*  262) ,  p      ^ 
on  peut  toujours  mener  un  plan  parallèle  au  premier. 

Abaissons  du  point  A  la  droite  AB  perpendiculaire  au  plan  MiN  ; 
puis  par  le  même  point  A ,  concevons  (n''  299,  corol.  I)  un  autre 
plan  PQ  perpendiculaire  à  AB:  les  deux  plans  MN  et  PQ  seront 
parallèles;  car  s^ils  ne  l'étaient  pas,  ils  se  rencontreraient  en  un 
certain  point  O.  Enjoignant  ce  point  aux  points  A  et  B ,  on  forme- 
rait un  triangle  AOB  dans  lequel  les  deux  angles  en  A  et  en  B 
seraient  droits  (n*'  299] ,  ce  qui  est  absurde;  donc  les  deux  plans 
ne  peuvent  se  rencontrer. 

Th^rème  V.  [Flg.  263.)  Yvi.  a63. 

N*St8.  —  Les  intersections  EF,  GK,  de  deux  plans  parallèles 
MN,  PQ,  par  un  troisième  GF,  sont  parallèles. 

Car  si  EF,  GK ,  n'étaient  pas  parallèles,  comme  ces  droites  sont 
âtuées  dans  un  même  plan ,  elles  se  rencontreraient  ;  et  puisqu'elles 
appartiennent  aux  plans  MN ,  PQ ,  ceux-ci  se  rencontreraient  éga- 
lement, ce  qui  serait  contre  Thypothèse. 

CoEOLLAniE.  —  Lorsque  deux  plans  sont  parallèles ,  si  par  un 
point  de  l'un  d'eux  on  mène  une  droite  parallèle  à  Vautre,  cette 
droite  est  tout  entière  dans  le  premier  plan. 

Thj^oràmb  VI.  [Fi g.  262.)  Fie.  atia. 

N*  519.  —  Lorsque  deux  plans  MN ,  PQ ,  sont  parallèles ,  toute 
droite  AB  perpendiculaire  à  /'«/i  rfViM?  [MN  par  exemple],  est  per- 
pendieulaire  à  l'autre  PQ. 
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Par  la  droite  AB  conduisons  un  plan  quelconque  dont  les  inter- 
sections avecMN,  PQ,  seront  deux  droites  BD,  AC ,  parallèles 
entre  elles  (n®  518).  —  Cela  posé,  AB  étant  perpendiculaire  au 
plan  MN ,  Test  aussi  à  BD  (n®  899)  ;  d'ailleurs  AC  est  parallèle  à  BC  ; 
donc  AB  est  en  même  temps  perpendiculaire  à  AC.  • —  Comme  le 
plan  passant  par  AB  a  été  mené  arbitrairement ,  il  s'ensuit  qoe 
AB  est  perpendiculaire  à  toute  droite  située  dans  le  plan  PQ  et 
passant  par  le  point  A  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  au  plan  PQ. 

N,  B,  —  On  dit  en  conséquence  que  :  —  Deux  plans  parallèlts 
MN,  PQ,  ont  leurs  droites  perpendiculaires  communes. 

Co&OLLAi&K.  —  Par  un  point  donné  hors  d'un  plan  MN ,  on  ne 
peut  mener  qu'un  seul  plan  parallèle  au  premier  ;  —  en  effet,  par 
le  point  A  Ton  ne  peut  mener  qu'un  seul  plan  perpendiculaire  à  U 
droite  AB  (n*»  899,  coroL  I). 

FiG.  a&».  TsioRÀME  VII.  {Fig,  262.) 

N*  580.  —  Deux  plans  parallèles  MN,  PQ,  sont  partout  égale- 
ment distants. 

De  deux  points  quelconques  A  et  C  du  plan  PQ ,  abaissons  AB, 
CD,  perpendiculaires  à  MN;  ces  deux  droites  sont  parallèks 
(n**  515) ,  et  déterminent  un  plan  dont  les  intersections  BD,  AC, 
avec  MN  et  PQ ,  sont  parallèles  (n<>  518).  La  figure  ABDC  est  dooc 
un  rectangle  dans  lequel  on  a  AB  =  CD;  C.  Q.  F.  J). 

ScoLiK  I*  — La  perpendiculaire ,  AB,  commune  aux  deux  plans, 
mesure  leur  vraie  distance;  car  toute  autre  droite ,  non  parallèle 
à  AB,  serait  oblique  à  chacun  des  plans  MN,  PQ,  et  serait,  par 
conséquent ,  plus  longue  que  AB  (n'^  505). 

ScOlie  n.  —  Les  parties  de  parallèles  comprises  entre  des  plan f 
parallèles  sont  égales. 

Il  suffit  de  supposer  que  AB,  CD,  au  lieu  d'être  perpendiculaires 
au  plan  MN,  sont  deux  droites  parallèles  quelconques  menées 
entre  les  deux  plans. 


DIS    nKOITlS    ET    DES    PLANS    PARALLÈLES.  335 

THioaàME  Vm.  {Fig.  264.)  Fie.  264. 

N''  581.  —  Les  portions  de  deux  droites  quelconques ,  AB,  CD, 
comprises  entre  trois  plans  parallèles ,  MN,  PQ,  RS,  sont  en  pro- 
portion. 

Soient  A,  B,  E,  les  points  où  la  première  droite  perce  les  plans 
MN,  PQ ,  et  le  plan  intermédiaire  RS ,  puis ,  C ,  D,  F,  les  points  où 
la  seronde  droite  perce  les  mêmes  plans.  Joignons  le  point  A  au 
point  D,  et  soit  O  le  point  d'intersection  de  la  droite  AD  avec  le 
plan  RS.  —  Enfin ,  tirons  les  droites  BD,  £0,  AC ,  OF. 

Cela  posé  9  les  droites  AB,  AD,  qui  ont  le  point  A  commun ,  sont 
dans  un  même  plan  (n**  890)  dont  les  intersections  BD,  EO ,  avec 
les  plans  MN,  RS,  sont  parallèles  (n»  518).  On  a  donc  (n®  185)  la 
proportion 

AE  :  £B  ::  ao  :  OD. 

Par  la  même  raison ,  les  droites  AC ,  OF,  sont  parallèles ,  et  don- 
nent 

AO  :  OD  ::  CF  :  fd; 

d'où ,  à  cause  du  rapport  commun ,  on  tire 

AE  :  EB  ::  CF  :  fd; 

C.  Q.  F.  />. 

N,  B.  — Il  pourrait  arriver  que  les  deux  droites  AB,  CD, 
fussent  dans  un  même  plan  ;  auquel  cas  les  trois  points  seraient 
[n^  518)  sur  une  même  droite  parallèle  à  BD  et  AC  ;  et  la  propo- 
sition rentrerait  dans  celle  du  n^  i85,  ou  dans  le  scolie  U  du 
n*  580. 

TnioaiME  IX.  {Fig-  265.)  p,g^  265 

M®  5ftS.  —  Lorsque  deux  angles  BAC,  WA!C  [non  situés  dans 
le  même  plan] 9  ont  les  côtés  parallèles  chacun  à  chacun ,  ils  sont 
égaux  ou  supplémentaires;  —  et  de  plus,  —  les  plans  de  ces  deux 
angles  sont  parallèles. 

Il  peut  se  présenter  plusieurs  cas ,  les  mêmes  que  si  les  angle» 
étaient  dans  le  même  plan  (n°  52). 
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En  supposant  d'abord  les  côtés  AB  et  A'  B',  AG  et  A'C,  diriges 
chacun  à  chacun  dans  le  même  sens,  prenons  sur  AB,  A'B', 

AD  =  A'D', 

et  sur  AC ,  A'C, 

AE  =  A'E'; 

puis  tirons  AA',  DD',  EE'.  — Les  deux  quadrilatères  AA'D'D, 
AA'E'E,  sont  des  parallélogrammes  (n°  74);  donc  les  droites 
DD',  EE^  sont  égales  et  parallèles  entre  elles  comme  étaint  respec- 
tivement égales  et  parallèles  à  AA'  (n°  315,  coroL  I).  Mainte- 
nant, menons  DE,  D'E':  le  quadrilatère  DEE'D'  sera  aussi  un 
parallélogramme  ;  donc  les  droites  DE ,  D'  E%  sont  égades  et  pa- 
rallèles. Donc  les  deux  triangles  ADE ,  A'D'E',  sont  égaux  (n*>  63, 
troisième  cas);  donc  les  angles  DAE,  D'A'E',  on  BAC,  B'A'C, 
sont  aussi  égaux. 

Pour  les  autres  cas ,  la  démonstration  s^achève  comme  dans  le 
n°  K2. 

Il  reste  à  prouver  que  les  plans  des  deux  angles  sont  parallèles. 

—  Or  supposons,  pour  le  moment,  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi; 
et  concevons  par  le  point  A  un  plan  parallèle  au  plan  B'A'C  :  ce 
plan  couperait  nécessairement  l'une  des  deux  droites  DD'  ou  EE'r 
en  un  point  différent  du  point  D  ou  du  point  E.  Soit  donc  G,  par 
exemple,  le  point  d'intersection  du  plan  B'A'C  avec  la  droite  DD'. 

—  On  aurait  alors  GD'  =  A  A'  (n°  320,  scoi.  I);  mais  on  a  aussi 
DD'  =  AA',  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut;  donc,  il  en  résul- 
terait Giy  =  DD',  ou  la  partie  égale  au  tout,  ce  qui  est  absurde: 
donc,  etc. 

ScoLiE.  — Si  trois  droites  A  A',  DD',  EE'  [dans  l'espace],  sont 
égales  et  parallèles ,  les  droites  qui  Joignent  leurs  cxtrémiiés  cor-- 
respondantes  forment  des  triangles  égaux  et  parallèles  [c'est-à- 
dire  dont  les  côtés  sont  chacun  «\  chacun,  égaux  et  parallèles]. 

Plus  généralement,  —  Si  des  sommets  d* un  polygone  on  ment 
[dans  l'espace]  des  droites  égales  et  parallèles  [et  dirigées  dans  le 
même  sens] ,  leurs  extrémités  opposées  seront  les  sommets  d'tui  po- 
lygone égal  et  parallèle  au  premier.  [Voyez  le  scolie  du  n*  165. 
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THioRÈME  X.  (Fig.  266.)  Fie.  366. 

29^  595.  —  Deux  droites  quelconques  AB ,  CD ,  sont  toujours 
dans  an  même  plan,  ou  dans  des  plans  parallèles. 

En  effet,  si  elles  ne  sont  pas  dans  un  même  plan ,  par  un  point 
quelconque  I  de  la  première,  menons  IK  parallèle  à  la  seconde, 
et  par  un  point  G  de  la  seconde,  menons  GE  parallèle  à  la  pre- 
mière: les  deux  angles  KIB,  DGE,  seront  situés  dans  des  plans 
parallèles,  d*après  le  théorème  précédent;  ainsi  la  proposition  est 
démontrée. 

ScoLXE  I.  — Ce  système  de  deux  plans  parallèles,  MN,  PQ, 
dootTun  condent  la  première  droite,  et  Tautre  la  seconde,  est 
wîique.  —  Car,  tout  plan  passant  par  AB  et  parallèle  à  CD,  doit 
contenir  la  droite  IK  (n^  515 ,  coroL  I):  donc  il  ne  peut  être  que 
le  plan  KIB  ;  par  la  même  raison ,  le  plan  passant  par  CD  et  pa- 
rallèle à  AB,  ne  peut  être  que  DGE. 

Pour  désigner  ces  plans  dont  le  système  est  unique  pour  chaque 
iTstème  de  deux  droites  non  situées  dans  un  même  plan,  nous  les 
nommerons  les  plans  parallèles  de  ces  droites. 

N.  B,  —  Ces  deux  plans  se  confondent  lorsque  les  droites  sont 
ians  un  même  plan. 

ScoLiE  n.  —  Il  résulte  d'ailleurs  de  la  démonstration  exposée 
plus  haut  que,  deux  droites  n'étant  pas  dans  un  même  plan,  on 
peut  toujours  par  chacune  d'elles  faire  passer  un  plan  parallèle  à 
l'antre;  et  ce  plan  est  unique, 

ScoLiE  m.  —  Toutes  les  fois  que  deux  droites  ont  une  perpen- 
diculaire commune  [et  le  scolie  H  du  n?  500  en  offre  un  exemple], 
cette  droite  est  perpendiculaire  aux  plans  pam Hèles  des  deux 
droites  y  et  mesure  la  plus  courte  distance  des  deux  droites. 

Admettons,  pour  un  instant,  que  la  droite  IL  [fig,  266)  soit  p,^  ^^^ 
perpendiculaire  à  la  fois  aux  deux  droites  AB,  CD:  —  Menons 
par  le  point  I  la  droite  IK  parallèle  à  CD  :  cette  parallèle  se  trou- 
vera tout  entière  dans  le  plan  Wi  (n°  515,  corol,).  Or,  IL  étant, 
par  hypothèse,  perpendiculaire  à  CD ,  est  aussi  perpendiculaire 
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à  sa  parallèle  IK  ;  donc  IL,  perpendiculaire  aux  deux  droites  AB. 
IKy  qui  passent  par  son  pied  dans  le  plan  MN,  est  perpendiai- 
laire'  à  ce  plan  (n^  S90) ,  ainsi  qu*au  plan  PQ  parallèle  an  premier. 
La  perpendiculaire  OL  commune  aux  deux  plans  MN ,  PQ,  wtt- 
surant  leur  plus  courte  distance  (n**  5M),  est  aussi  la  |>lus  comte 
distance  des  deux  droites  AB,  CD. 

FiG.  267.  TnioRàMB  XI.  (Fig.  267.) 

Pfo  594.  —  Entre  deux  droites  AB,  CD,  non  situées  dans  ir. 
m^me  plan,  —  i**  —  il  existe  toujours  une  perpendiculaire  ^Ba^ 
mune ;  —  2®  —  il  n'en  existe  qu'une. 

Le  système  des  deux  plans  parallèles  MN,  PQ,  étant  suppi»' 
construit,  menons  par  AB  un  plan  ABEF  perpendiculaire  an 
plan  PQ  :  —  l'intersection  £F  de  ces  deux  derniers  plans,  étis( 
parallèle  à  AB  (n^  315),  ne  saurait  Tétre  en  même  temps  à  CD: 
autrement,  CD,  AB,  seraient  aussi  parallèles  (n''  SIS ,  coroL  I],  o: 
qui  serait  contre  Thypothèse  ;  donc  la  droite  EF,  et  par  conséquent  { 
le  plan  ABEF,  coupe  CD  en  un  certain  point  L«  —  De  même,  si 
par  CD  nous  conduisons  un  plan  CDGK  perpendiculaire  au  plac 
MN ,  il  coupera  AB  en  un  certain  point  I.  Ces  deux  plans  ABEF, 
CDGR9  passant  l'un  par  AB  et  par  le  point  L,  l'antre  par  CD  et 
par  le  point  I,  se  coupent  nécessairement  suivant  la  droite  IL;  et| 
cette  droite  est  à  la  fois  perpendiculaire  aux  deux  plans  MI<i,  PQ. 
(n""  Sl!l),idnsi  qu'aux  deux  droites  AB,  CD  (n<»  S98). 

Donc  la  première  partie  de  la  proposition  est  démontrée. 

Biaintenant,  toute  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites, 
devant  passer  par  un  point  de  CD  et  être  perpendiculaire  la 
plan  BfN  (n®  595,  seoL  III),  doit  être  contenue  dans  le  plan  per- 
pendiculaire CDGR;  par  la  même  raison,  elle  doit  être  conteon^ 
dans  le  plan  ABEF.  Donc  elle  ne  peut  être  que  Tintersectiai 
commune  de  ces  deux  plans.  —  Donc  enfin ,  les  droites  ont  ua^ 
seule  perpendiculaire  commune. 

N.  B.  —  Cette  perpendiculaire  se  nomme  la  plus  godets  01»- 
TAMCE  des  deux  droites  (n**  3S3,  scoL  lU). 

Fie.  a66.      Autre  moyen  de  démonstration.  —  Soient  AB ,  CD  {fig.  266) ,  Id 
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deux  droites  données.  —  D'un  point  quelcopque  F  de  la  droite 
AB,  menons  FH  parall^e  à  CD;  puis,  par  AB  et  FH,  conduisons 
un  plan  MN,  lequel  est  parallèle  à  la  droite  CD  {p?  514 ,  coroL),  — 
Maintenant ,  d*un  point  G  de  CD ,  abaissons  GK  perpendiculaire 
au  plan  MN  :  l'intersection  du  nouveau  plan  CGRI  avec  MN, 
étant  une  droite  Kl  parallèle  â  CD  (n^Sttf),  rencontrera  AB  en  • 
un  certain  point  I  ;  ot  si  de  ce  point  nous  menons ,  dans  le  plan 
CGKI,  la  droite  IL  parallèle  à  KG,  nous  obtiendrons  la  droite 
demandée. 

En  effet,  IL  étant  parallèle  à  KG,  est  perpendiculaire  au  plan 
MN  (n°51S,  ré^i/r.)  ;  donc  elle  est  perpendiculaire  aux  deux  droites 
AB,  IK  (n^*  998),  et  aussi  à  la  droite  CD  (n»  SIS);  donc  enfin, 
elle  est  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites. 

Cest  d'aiHeurs  la  seule  droite  qui  puisse  posséder  cette  pro- 
priété; car  toute  perpendiculaire  commune,  devant  être  perpen- 
diculaire au  plan  MN ,  et  passer  par  un  point  de  CD ,  doit  se 
trouver  dans  le  plan  C6KI  (n°  Sti,  corol,);  or  la  droite  IL  est 
évidemment  la  seule  droite  comprise  entre  AB  et  CD,  qui  puisse 
être  en  même  temps  perpendiculaire  au  plan  MN;  donc,  etc. 

N.  B,  —  Cette  démonstration  peut,  an  premier  abord,  pa- 
raître moins  simplfqne  la  première  ;  mais  elle  a  sur  celle-ci  l'atan- 
tage  ée  n'exiger  que  la  construction  de  Tun  des  plans  parallèles 
des  denx  droiles.  —  Nous  reviendrons  sur  ce  sujet  dan»  le  cha- 
pitre des  problèmes. 

THKORàMR  XIL  {Fig,  a68.)  Fio.  268. 

N*  55MJ-  —  Deux  plans  respectivement  perpendiculaires  à  denx 
droites  non  parallèles,  se  rencontrent  toujours. 

Soient  AB,  CD,  deux  droites  qui  se  rencontrent,  ou  qui,  sans 
être  parallèles,  ne  se  rei\contrent  pas.  Soient  de  plus  MN,  MP, 
deux  plans  respectivement  perpendiculaires  à  ces  droites. 

D^abord ,  ces  plans  ne  peuvent  se  confondre  en  un  seul ,  car 
pour  que  Gela  fût,  il  faudrait  que  AB^CD,  étant  alors  perpendi- 
culaires à  un  même  plan»  lussent  p^aUèles  (n^  SIS),  ce  qui  est 
contre  Fhypothèse.  — En  second  lieu,  les^deux  plans  ne  sau- 
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raient  être  parallèles^  paisqu*il  en  résulterait  encore  (n**  Std)  que 
les  droites  AB,  CD,  seraient  parallèles.  —  Donc  les  deux  plans  st. 
coupent  suivant  une  certaine  droite  MR.  —  (ro^ez  le  n®  50.) 

ScoLiE  I.  —  Lorsque  les  deux  droites  se  coupent  en  iin  cer- 
tain point  O,  les  plans  MN,  M^,  «encontrent  le  plan  BOD  suivam 
•  deux  droites  IG,  GK,  respectivement  perpendiculaires  à  Tinter- 
section  commune  MR;  et  l'angle  IGK  formé  par  ces  droite 
[lequel  mesure  l'angle  des  deui^  plans  MN,  MP  (n"  508)],  est 
supplémentaire  de  l'angle  des  deux  droites  données  (n*  70).— 
L'angle  KGI',  supplémentaire  de  IGK,  est  égal 4  l'angle  de  ces 
mêmes  droites» 

D'où  l'on  peut  conclure  que  —  L'angle  de  deux  plans  resptr- 
tivement  perpendiculaires  à  deux  droites  qui  se  coupent  dans  l'a- 
pace  y  est  égal  à  V angle  de  tes  droites  ou  en  est  le  supplément  y 
suivant  que  ces  angles  sont  de  même  espèce  ou  d'espèce  diffé- 
rente. 

Lorsque  les  deux  droites  sont  dans  des  plans  différents ,  on 
nomme  angle  des  deux  droites,  celui  que  forme  Tune  d'elles  avec 
une  droite  parallèle  à  l'autre ,  menée  par  un  point  quelconque 
de  la  pren^ère  [plus  g?éncralement ,  c'est  l'angle  de  deux  droit» 
menées  par  un  point  quelconque  de  l'espace,  parallèlement  aiu 
premières]  ;  ot  la  proposition  subsiste  encore  dans  ce  cas. 

m 

ScoLiE  n.  —  A  proprement  parler,  l'angle  de  deux  droites  qiiî 
se  croisent  dans  l'espace  sans  se  rencontrer,  est  V angle  dièdre  que 
forment  entre  eux  les  plans  perpendiculaires  aux  plans  parallèkN 
des  deux  droites,  qui  contiennent  cellesH^i  respectivement. 
Fie.  2G7.  Ainsi ,  dans  là  figure  267,  l'angle  des  deux  droites  AB»  CD,  el 
l'angle  dièdre  ELIG,  qui,  en  effet,  a  pour  mesure  (n*>  8O8)  Tangle 
BIG ,  c'est-à-dire  l'angle  que  forme  AB  avec  la  droite  KG  menée 
par  le  point  B ,  parallèlement  à  CD.  —  Telle  est  du  moins  Tidéc  b 
,  plus  nette  qu'on  puisse  se  former'  de  l'ang^  de  deux  droîlcs  non 
situées  dans  un  même  plan. 

Lorsque  l'angle  dièdre  EUG  est  droite  les  droites  donnée? 

Fw.  aSi.  sont  dites  perpendiculaires,  entre  elles.  —  La  jigure  aSi  en  oflfre 

im  exemple:  les  droUes  AP,  BC,  sont  à  angle  droit;  ce  qui  veut 
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iire  que  la  ssoonde  est  située  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la 
première. 

N»  526.  —  ScoLis  m.  —  Jnglc  d'une  droite  et  d'un  pian. 

Soit  Afi  (fig.  269)  une  droite  oblique  à  un  plan  MN.  —  D'un  Fie.  a6g^ 
)oiDt  quelconque  B  de  cette  droite,  abaissons  BB'  perpendiculaire 
iir  ce  plan;  et  tirons  la  droite  AB'  :  [cette  droite  est  dite  ia  pro^ 
ection  de  AB  sur  le  plan  MN]. 

I^  plan  BAB'  étant  {pp  311 ,  scoL)  le  lieu  de  toutes  les  perpen- 
liculaires  abaissées  des  différents  points  de  la  droite  AB  sur  le 
>lan  MN,  il  en  résulte  que  la  droite  AB^  est  elle-même  le  lieu  des 
>iieds  de  toutes  ces  perpendiculaires. 

Cela  posé,  on  nomme  angle  d'une  droite  et  d'un  plan,  Tangle 
(lie  forme  la  droite  avec  sa  projection  sur  le  plan. 

La  raison  de  cette  dénomination  est  que  Fangle  BAB'  est  le 
iiHiMUM  de  tous  ceux  que  la  droite  AB  forme  avec  les  difTérentes 
Iroites  menées  par  son  pied  dans  ce  plan. 

En  effet,  menons  par  le  point  A,  dans  le  plan  MN,  une  tout 
iutrt;  droite  AL ,  et  prenons  sur  cette  droite  AG  =  AB%  puis 
irons  BG  :  les  deux  triangles  ABB',  ABG,  ont  deux  côtés  égaux 
lucun  à  chacua  \^^kfi  commun  et  AB'  =  AG]  ;  le  troisième  côté 
iB'  du  premier  est  moindre  que  le  troisième  côté  BG  du  second  ; 
loDc  (n»  64)  Tangle  BAB'  est  moindre  que  Tangle  BAG. 

Considérons  maintenant  dans  le  plan  MN ,  et  de  deux  côtés  diffé- 
ents  par  rapport  au  plan  BAB',  deux  droites  quelconques  AL, 
^',  puis  un  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre  avec  un  rayon 
[uelconque:  on  démontrerait  comme  ci-dessus  que  les  angles 
UL,  BAL',  ne  peuvent  être  égaux  qu'autant  que  Ton  a 

a/rB'G'  =  fl«?B'G. 

D*où  l'on  déduit  cette  conséquence  importante  : 

Une  droite  ne  peut  former  des  angles  égaux  avec  trois  droites 

ituées  dans  un  même  plan,  à  moins  d'être  perpendiculaire  à  ce 

*lan  et  par  conséquent  à  chacune  des  trois  droites. 

Remarque  générale  sur  les  deux  paragraphes  précédents. 
>"  597.  —  Les  propositions  qui  ont  fait  Tobjct  de  ces  para- 
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graphes  peuvent  être  regardées  'comme  fondamentales  dans  k 
géométrie  de  l'espace.  En  réduisant  le  plus  possible  le  ncmtbie 
des  propositions  principales,  et  rattachant  à  chacun  d'eux,  soii 
des  corollaires,  soit  des  scolies,  nous  avons  cherché  à  rendre 
plus  facile  à  saisir  l'enchaînement  des  diverses  propoâtÎQBs; 
car  on  ne  saurait  se  dissimuler  que  les  difficultés  qui  se  reo- 
oontrent  dans  la  théorie  des  plans  consistent  moins  dans  ks 
démonstrations  même ,  que  dans  Tenchainement  4f^nt  nous  me- 
nons de  parler. 

G*est  surtout  dans  cette  théorie,  que,  guidés  par  des  analogies 
apparentes  avec  certaines  propositions  de  la  géométrie  plane ,  la 
élèves  peuvent  être  conduits  à  énoncer  des  propositions  fausses; 
ces  erreurs  proviennent  en  grande  partie  de  ce  que  rindétermi- 
nation  est  nécessairement  plus  fréquente  quand  les  objets  sur  les- 
quels on  raisonne  peuvent  être  situés  d'une  manière  quelconqui 
dans  Tespace,  que  lorsqu'ils  sont  assujettis  h  la  condition  d*étre 
compris  dans  un  même  plan. 

C'est  encore  pour  cela  que  le  nombre  des  réciproques  est  fort 
restreint  dans  la  théorie  des  plans,  ainsi  qu'on  a  pu  le  remarquer. 

IS'*  SS8.  —  Nous  terminerons  ces  deux  paragraphes  par  les 
énoncés  de  quelques  théorèmes  dont  les  démonstrations  sont  facâks 
à  déduire  de  ce  qui  précède. 

IMomàMS  I.  —  Deux  droites  parallèles  sont  également  ineUnèti 
sur  un  plan  quelconque.  —  [La  réciproque  est^nuse.] 

TniOEànE  II.  —  Deux  plans  parallèles  sont  également  incb- 
nés  sur  une  droite  quelconque.  -*~  [La  réciproque  est^usse.] 

TiiioaiMx  III.  —  Lorsqu'une  drçite  et  un  plan  se  reneontrtMty 
toute  droite  perpendiculaire  au  plan  ,  et  tout  plan  perpendieulairt 
à  la  droite,  se  rencontrent  aussi, — [Réciproque  évidente.] 

Théorkmk  IV.  —  Deux  plans  parallèles  coupés  par  un  troi- 
sième forment  apec  celui-ci  des  angles  dièdres  altemes-intemes . 
correspondants,  etc..  égaux  entre  eux.  —  [Voyezle  n^4^.][La 
réciproque  est  fausse .  ] 
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TBio&iME  V.  —  .Si  d'un  point  pris  y  soit  dans  l'intérieur,  soit 
au  dehors  d'un  angle  dièdre,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
chacune  dêi /aces ,  l'angle  dièdre  et  l'angle  formé  par  les  deux 
perpendiculairement  égaux  ov!^  supplémentaires. 

TBioBims  TI.  —  Le  plan  bissecteur  d'un  angle  dièdre  est  le 
lieu  de  tous  les  points'^é gaiement  distants  des  deux  faces. 

THEORixE  Vn.  — LfUpla/i  mené  par  la  bissectrice  d'un  angle 
plan  perpendiculairement  au  plan  de  cet  angle,  est  le  lieu  de  tous 
les  points  également  distants  des  deux  côtés  de  cet  angle. 

Ges|derDière9  propositions  se  ramènent  facilement  à  leurs  ana* 
logues  de  la  Géom^e plane. 

§  III.  —  Des  angles  polyèdres. 

N**  529.  —  Observations  préliminaires.  — Il  ne  sera  question, 
dans  tout  ce  qui  va  suivre  y  que  des  angles  polyèdres  convexes, 
don^  les  caractères  ont^été  énumérés  au  n^S95. 

Une  autre  propriété  dont  jouit  essentiellement  un  angle  po- 
lyèdre convexe ,  cousin  en  ce  que  l'on  peut  toujours  concevoir 
par  son  somoiet  S  {fig.  270) ,  un  certain  plan  PQ ,  d'un  même  côté  Fie.  a;o. 
duquel  ae^tronvent  situées  toates  les  faces  ;  —  d'où  il  résulte  que 
si ,  par  un  point  quelconque  de  l'une  des  arêtes ,  on  mène  im 
pian  y  MN ,  parallèle  au  premier  PQ ,  ce  nouveau  plan  coupera  né- 
cessairement toutes  les  autres  arêtes  (  n^  31  tf ,  corol.  I  )  »  et  déter- 
minera par  ses  intersections  avec  les  faces  un  certain  polygone 
ABCDEF.  —  A  la  vérité ,  cette  propriété  appartient  élément  à 
certains  polyèdres  concaves ,  comme  on  le  voit  dans  \^  figure  27 1  ;  Fie.  a;  1 . 
mais  ce  qui  distingue  alors  l'angle  polyèdre  convexe  de  l'angle  po- 
lyèdft  concave  9  c'c%t  que  le  polygone  obtenu  dans  le  premier  cas 
est  lui^néme  un  polygone  conveûce  (n*'  36),  tandis  que  le  second 
donne  lieu  à  un  polygone  ayant  un  ou  plusieurs  angles  rentrants  ; 
d^où  il  soit  que ,  dans  les  angles  polyèdres  concaves  y  une  même 
droite  peut  rencontrer  la  surface  latérale  en  plus  de  deux  points 
0,(y,O",O^.... 

Nous  admettrons  donc  dorénavant  que  —  lout  angle  polyèdre 

22* 
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eonvexe  peut  être  coupé  par  un  certain  plan  dont  les  tniersectims 
avec  les  faces  déterminent  un  polygone  convexe, 

L*aDgIe  trièdre  est ,  d'après  cette  propriété ,  un  ang^e  polyèdre 
convexe  /  et ,  conformément  à  la«iarche  que  nous  avons  suivie  dam 
la  Géométrie  plane  (3*  paragr. ,  chap.  i,  liv.  I) ,  nous  commence- 
rons rétude  des  angles  polyèdres  convexes  par  celle  des  angles 
trièdres. 

^'*^-  ^:'-  THio&ÂMC  I.  {Fig.  272.) 

N®  S30.  —  Si  d*un  point  quelconque  \s\  pris  dans  l'intérieur 
d'un  angle  trièdre  SABG  ,  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  m 
•  faces  \sa  sur  SBC,  sh  sur  SAC,  se  sur  SAB],  lï  en  résultera  tm 
nouvel  angle  trièdre  \sahc\  dont  les  faces  seront  les  supplémenl^ 
respectifs  des  angles  dièdres  du  premier;  —  et  réciproquement  — 
les  faces  du  premier  seront  les  suppléments  respectifs  des  ùngln 
dièdres  du  second. 

Observons  d^abord  que  le  plan  mené  par  les  deux  arêtes  sc^d, 
est  perpendiculaire  à  chacune  des  faces  SAB ,  SAC  (n*'  509) ,  et  par 
conséquent/,  perpendiculaire  à  leur  intersection  commune  SA 
(n**  819);  donc  il  coupe  ces  faces  suivant  deux  droites  Ac ,  Aè, 
perpendiculaires  à  l'arête  SA (n"  998).  Pareillement,  le  plan  uic 
coupe  SAB,  SBC,  suivant  Bc,  Ba,  perpendiculaires  à  Taréte  SB, 
et  le  plan  sab  coupe  SAC,  SBC,  suivant  C^,  Ca,  perpendÂculaire»  ' 
à  Taréte  SC.  —  Maintenant ,  de  ce  que  SA  esl  perpendiculaire  i 
A^ ,  Ac ,  il  s'ensuit  que  SA  est  aussi  perpendiculaire  à  la  face  /éc 
du  second  angle  trièdre;  et  par  la  même  raison ,  SB ,  SG  ,  sont  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  faces  sac ,  sab. 

D'où  Ton  doit  conclure  que  Pangle  trièdre  SABC  est  par  rapport 
à  l'angle  trièdre  sabc  dans  la  même  condition  que  oelui-ci  par  rap- 
port au  premier. 

Gela  posé,  si  nous  considérons  le  quadrilatère  SAcB,  noo» 
voyons  que  les  deux  angles  en  S  et  en  c  sont  supplémentaires.  | 
[  yojrez  d'ailleurs  le  scolie  I  du  n**  5245.  ]  Or,  l'angle  AcB  mesuir 
l'angle  dièdre  suivant  se  (n**  508)  ;  donc  déjà,  la  face  ASB  est  le 
supplément  de  l'angle  dièdre  suivant  se,  —  On  prouverait  de  la 
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même  manière  que  les  faces  ASC ,  SSG ,  sont  les  suppléments  res- 
pectifs des  angles  dièdres  suivant  sb^  sa. 

Donc  aussi ,  d'après  la  remarque  ci-dessus ,  les  faces  asb  y  asc , 
hscy  sont  les  suppléments  respectifs  des  angles  dièdres  suivant 
se  y  SB  9  SA* 

N.  £.  —  Chaque  face  du  premier  angle  trièdre  est  le  supplément 
de  Tangle  dièdre  opposé  dans  le  second  ;  et  vice  vend. 

En  raison  de  cette  propriété  réciproque ,  les  deux  angles  trièdres 
S  et  /  sont  dits  supPLixENTiUBEs  Fun  par  rapport  à  Vautre. 

ScoLu.  —  La  dj^onstration  précédente  suppose  que  les  pieds 
CybyO,  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  s  sur  les  faces 
de  Tangle  trièdre  S,  sont  intérieurs  à  ces  faces,  ce  qui  n'a  pas 
toujours  lie«  quand  on  prend  le  point  s  tout  à  fait  arbitrairement 
dans  l'angle  S.  —  Mais  on  peut  toujours  en  chdflir  un  qui 
remplisse  cette  condition  :  il  suffît ,  par  exemple ,  de  prendre  un 
point  quelconque  de  Tintersection  des  plans  bissecteurs  de  deux 
angles  dièdres  suivant  SA,  SB  (n*»  528,  théor.  VI).  [FoyezU 
D°  70.  ] 

Ce  théorème  doit  d'ailleurs  être  considéré  comme  fondamental 
dans  la  théorie  des  angles  trièdres. 

THÉoaiME  n.  {Fig.  273.  )  Fig.  a^S. 

N'^  o51 .  —  Détns  tout  angle  trièdre  8 ,  une  face  quelconque  est 
1**  —  plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres,  —  et  2"  —  plus 
grande  que  leur  différence. 

1^  —  Il  n*y  a  lieu  à  démontrer  la  première  partie  de  la  propo- 
sition ,  que  pour  la  plus  grande  des  trois  facea.  —  Soit  donc  ASB  la 
plus  grande  des  trois  faces. 

Menons  une  droite  AB  qui  coape  SA,  SB,  en  deux  points 
A,  B;  puis,  par  le  point  S,  et  dans  le  plan  ASB,  tirons  SC  qui 
fasse  un  angle  BSC  égal  à  Tangle  BSC ,  et  qui  coupe  AB  en  un 
])oint  C.  Prenons  sur  Taréte  SC  une  longueur  SC  égale  à  SC  ; 
enûn,  tirons  CA,  CB. 

D'après  cette  construction ,  les  triangle^  BSC,  BSC,  sont  égaux 
(n*  65 ,  deuxième  cas)  ;  donc  BC  =  BC  Or,  dans  le  triangle  ABC , 

#  22** 
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on  a  AB<AC-+-CB,     ou     AC'-hC'B<  ACh-CB; 

donc,  à  cause  de  C'B  =:CB,     AC  <  AC, 

et  par  conséquent  ( n""  64)  ASC  <  ASC. 

Ajoutant  respectivement  aux  deux  membres  de  cette  inégaliir 
les  angles  égaux  BSG',  BSG,  on  obtient 

ASC'-|-BSC'<ASC  +  BSC,     ou    ASB<ASG  +  fiSC. 

2»  —  En  supposant  en  outre ,  ASC  ]>  BSC , 

comme  on  a  aSB  -4-  BSC  >  ASC , 

il  en  résulte  ASB  >  ASC  —  BSC  ; 

C.  Q.  F.  D. 

CoaoL^iftEl.  —  Si  trois  angles  ASB,  ASC«  BSC  ,  afatH  m 
soin/nei  commun  S,  sont  tels  que  l'un  d'entre  eux  soii  égal  à  k 
somme  des  deux  autres,  les  plans  de  ces  trois  angles  doivent  k 
confondre;  —  car  autrement ,  les  côtés  SA,  SB,  SC,  fonnersfientui 
angle  trièdre;  et  le  plus  grand  des  trois  angles  serait  moindre  qoe 
la  somme  des  deux  ailtres  ;  ce  qui  serait  contre  Thypothèse  {*}. 


(*)  C^est  ici  le  lieu  dedémontrer  que  V angle  plan  correspondant  a.  vu  ov*^ 
dièdre,  tel  qaMl  a  été  défini  au  n^  506,  est  le  leul  qui  puisae  mesurer  c« 
augle  dièdre. 

En  effet,  il  faut  d'abord  qne  les  côtés  de  Taogle  plan  propre  à  aerrirde 

mesure  soient  également  inclinés  sur  Taréte,  puisqu'on  doit  deveuir  nsien 

mtoie  temps  qne  Tangle  dièdre. 

FiG.  a55.      (oient  donc  BM',  BI«K,  W{fg.  a55),  trois  droites  tracées  par  «11  mtae 

point  B  de  ParèteAfi,  dans  les  faces  MAB,  NAB,  PAB.^Pour  que  iV 

ait  consUmmeut  MABP  9  NABP  :  :  M' BP  :  N'  BP, 

il  fiiut  que  les  angles  ABM',  ABN',  ABP,  soient  égaux. 
Ensuite,  puisque  Ton  a  entre  les  trois  angles  dièdres  la  relation 

MABP  =  M  ABN  -f  NABP, 

il  dut  encore  que  les  anglae  jrectilignes  M'BP,  M'BN',  K'BP,  soiat  lurs 
entre  cui  pir  la  relation  M'BP  =  M'BN'-+-N'BP; 
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Co&OLLAXEB  II.  —  Si  par  le  sommet  S  {fig.  274)  à'un  angle  Fia.  374» 
triêdre  quelconque  SAfiC ,  on  mène  une  droite  SO  dans  l'intérieur, 
et  par  cette  droite,  deux  plans  aboutissant  aux  deux  arêtes  SA  ^ 
SB,  d'une  même /ace  ASB  y  la  somme  des  deux  angles  plans  ASD, 
BSD|  qui  en  résulteront,  sera  moindre  que  la  somme  des  deux 
autres /aces  ASC,  BSG ,  de  l'angle  triêdre. 

[Pour  faire  mieux  concevoir  la  figure ,  on  a  coupé  l'angle  triêdre 
par  un  plan  quelconque  qui  détermine  dans  les  faces  que  Ton  a 
à  considérer,  les  droites  AC,  CB,  AB,  et  les  droites  AD,  DB; 
—  mais  la  construction  de  ce  plan  n'est  pas  indispensable  pour  la 
démonstration. 

Prolongeons  le  plan  ASD,  par  exemple,  jusqu'à  la  rencontre 
de  la  face  ASB,  suivant tine  droite  SE;  on  aura,  en  vertu  du 
théorème  précédent, 

i«  —  Dans  l'angle  triêdre  SAGE,  ASE<ASG  +  GSE, 

2«  ^  Dans  Fangle  triêdre  SDEB,         DSB <DS£+  ESB; 

d*où,  en  ajoutant  ces  inégalités  membre  à  membre, 

ASE4-DSB<ASC4-CSE-hDSE-hESB, 

cest-à-dire  ASD  +  DSE  +  DSB<ASG+I)SE  +  CSB; 

ou  bien  enfin ,  en  retranchant  DSE  des  deux  membres, 

ASD+ DSB  <  ASC  +  GSB; 

C.  Q.  F.  D. 

Scoux.  —  Ce  corollaire  et  le  théorème  qui  7  a  conduit,  corres- 
pondent à  la  troisième  et  à  la  première  proposition  du  n®  58;  et  les 
deux  modes  de  démonstration  sont  tout  à  fiiit  analogues.  —  La 
deuxième  proposition  du  même  numéro  a  également  sa  corres- 


ce  qui  eiige ,  d'après  le  corollaire  qui  Tient  d'être  démontré ,  que  lei  trois 
droite!  BM',  EN',  BP,  soient  dans  nn  même  plan. 

£nfln,  ces  trois  droites  deyant  être  dans  nn  même  plan,  et  également 
inclinées  sur  Tarête  AB,  celle-ci  est  nécessairement  perpendiculaire  au:^ 
trois  droites  BM  ',  BN',  BP  (n<»  396)  \  C.  Q,  F.  D. 
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pondante  dans  ies  angles  trièdres  ;  mais  nous  nous  bornerons  à 
Fie.  375.  l'énoncer  d'après  \^  figure,  —  La  fig*  276  représente  deox  angks 
trièdres  SABG,  SADE,  opposés  par  l'arête  SA;  et  il  s'agirait  de 
prouver  que 

I»  BSC-hDSE<DSC-hESB, 

2°  ESC  +  DSB<DSC4-ESB; 

ce  qui  est  facile  d'après  le  théorème  précédent ,  si  l'on  considère 
alternativement  les  angles  trièdres 

SABC,  SADE,      puis      SABD,  SAGE. 

FiG-  a:6.  TnioRÂMS  III.  [Fig.  276.) 

N*»  559.  —  Dans  tout  angle  trièdre  S,  la  somme  des  trois faca 
est  moindre  que  4  angles  droits. 

Coupons  l'angle  trièdre  par  un  plan  ABC  (n°599);  et  après 
avoir  pris  un  point  quelconque  0  intérieur  au  triangle  ABC,  tirons 
les  droites  OA ,  OB ,  OC  ;  nous  formerons  ainsi  trois  triangles  a^i 
respectivement  pour  bases  AB,  AC,  BC,  et  pour  sommet  com- 
mun le  point  S;  puis,  trois  autres  triangles  ayant  les  mêmes  bases 
et  pour  sommet  commun  le  point  O.  —  Cela  posé ,  l'angle  CAB, 
formé  de  la  somme  des  angles  OAC ,  OAB ,  est  moindre  que  1^ 
somme  des  angles  SAC ,  SAB  (n®  851)  ;  de  même, 

ACB<ACS4-SCB,     et     ABC<  ABS-hSBC; 

d'où  Ton  voit  que  la  somme  des  angles  à  la  base ,  des  triangles 
qui  ont  leur  sommet  au  point  0 ,  est  moindre  que  la  somme  des 
angles  à  la  base ,  des  triangles  qui  ont  leur  sommet  en  S.  Or,  la 
somme  des  angles  des  trois  triangles  de  chaque  système  est  b 
même  (n**  5^)  ;  donc  la  somme  des  angles  en  S  est  moindre  que 
la  somme  des  angles  en  O;  et  puisque  celle-ci  vaut  4  ^'^ 
(n^  5i),  il  s'ensuit  que  la  première  est  moindre  que  4  droits; 

C.  Q.  F,  D. 

CoROLLAïas.  —  Dans  tout  angle  trièdre,  la  somme  des  angles 
dièdres  est  plus  grande  que  2  droits  et  plus  petite  que  6  droits. 
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En  effet,  la  somme  des  angle»  dièdi«s  de  l'angle  trièdre  pro- 
posé, augmentée  de  la  somme  des  faces  de  son  angle  trièdre  sup- 
plémentaire, forme  6  droits  (n^  550).  Or,  la  première  somme  par- 
tielle est  comprise  entre  zéro  et  4  droits;  donc  la  seconde  est 
moindre  que  6  droits  et  plus  grande  que  a. 

ScoLis  L  —  Il  est  facile  de  concevoir  que  les  faces  d'un  ^gle 
trièdre  puissent  être  trois  anglei  aigus  à  la  fois  [aussi  petits  ou 
aussi  grands  que  l'on  reut],  ou  bien,  doux  angles  aigus  et  un 
obtus,  ou  un  angle  aigu  et  deux  obtus,  ou  bien  encore ,  trois 
angles  obtus;  elles  peuvent  aussi  être  des  angles  droits. 

Donc  la  somme  des  trois  angles  dièdres  peut  elle-même  passer 
par  tous  les  états  de  grandeur,  depuis  2  droits  jusqu'à  6  droits. 

Ainsi,  un  angle  trièdre  peut  avoir  un  ou  deux  ou  trois  angles 
dièdres  droits,  un  ou  detix  ou  trais  angles  dièdres  obtus. 

Cela  posé ,  un  angle  trièdre  est  dit  unirectemgle  [ou  simplement 
rectanglé\y  birectangle,  tri  rectangle  ^  suivant  qu'il  sl  un,  deux  ou 
trois  angles  dièdres  droits. 

Lorsque  les  trois  aiudes  dièdres  sonf  droits,  les  trois  arêtes 
sont  elles-mêmes  perpendiculaires  deux  à  deux  (n**  SSM) ,  et  les 
trois  faces  sont  des  angles  plaxis  droits. 

Si  l'angle  trièdre  est  birectangle,  une  seule  des  trois  arêtes  est 
perpendiculaire  aux  deux  autres;  et  celles-ci  font  entre  elks  un 
angle  qui  mesure  le  troisième  angle,  dièdre  (n^  508}* 

ri^  555.  — ScoLtE  n. — On  pourrait  établir  sur  l'angle  trièdre,  des 
propositions  analogues  à  plusieurs  des  âiéorèmes  démontrés  pour  le 
triangle  dans- le  chapitre  I  du  premier  livre ,  en  exceptant  toutefois 
celles  cpii  sont  fondées  sur  la  propriété  du  n^  M,  par  la  raison 
que  dans  Fangle  trièdre,  la  èomme  des  angles  dièdres  n'est  pas 
constante,  et  qii^elle  peut  varier  depuis  2  droits ]\x^f\\y\  6  droits. 

Mais  les  propriétés  du  triangle  isoscèle  ont  leurs  correspondantes 
dans  Tangle  trièdre. 

Ainsi,  i**  —  Lorsque  deux  faces  d'un  angle  trièdre  sont  égales  ^ 
les  angles  dièdres  opposés  sont  égaux;  —  d'qù  il  résulte  immé- 
diatement que  y  —  si  les  trois  faces  sont  égales,  les  trois  angles 
dièdres  sont  égaux; 

22** 
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2©  —  Lorsque  deux  faces  sont  inégales,  à  la  plus  grande  faa 
est  opposé  le  plus  grand  angle  'dièdre; 

3**  —  Réciproquement,  etc.,  etc.  —  {Foyez  les  n~  118  et  suk.\ 

Un  angle  tri€dre\el,  en  général,  un  ai^le  polyèdre] est  dhn^- 
gulier,  lorsqu'il  a  toutes  ses  faces  égales  et  tous  ses  angles  dîèdm 
égaux . 

Quant  aux  angles  trièdres  qui  ont  deux  faces  égales ,  on  peut. 
par  analogie  avec  le  triangle  isoscèle ,  les  nommer  des  angles  triè- 
dres isoèdres;  —  la  troisième  face,  différente  des  deux  autres, est 
dite  alors  la  hase  de  l'angle  trièdre. 

Nous  nous  bornerons  ici  à  démontrer  la  prejpière  des  proposi- 
tions qui  viennent  d'être  énoncées. 
FiG.  377.      Soit  SABG  [fig*  277)  un  angle  trièdre  dans  lequel  nous  suppo- 
sons ASC  =  BSC. 

Tirons  la  bissectrice  SD  de  la  base  ASB  :  le  plan  mené  par  SP, 
perpendiculairement  à  la  face  ASB,  qtant  le  lieu  de  tous  \r> 
points  également  distants  des  côtés  9A,  SB  (n^^SSB,  théor,^  , 
contient  nécessairement  la  droite  SG,  ainsi  que  la  perpendim- 
laire  DG  élevée  d'un  point  quelconque ÎD  de  SD,  au  pian  ASB 
(n**  5ii).  Maintenant,  si  du  même  point  B,  nous  abaissons 
DA,  DB,  perpendiculaires  à  SA,  SB,  et  que  nous  joignioDS  iei 
points  A  et  B  au  point  G  où  DG  rencontre  SG,  les  droites  CA, 
•  CB,  seront  (n*'  SOO)  respectivement  perpendiculaires  auxdroir^ 
SA,  SB;  et  les  angles  GAD,  CBD,  mesureront  les  angles  die<!rps 
suivant  SA,  SB. 

Gela  posé,  les  deux  triangles  GDA,  GDB,  sont  égaux,  puisque 
GD  est  commun,  et  queDA=DB;  donc  les  angles  CAD,  CBD. 
sont  égaux  ;  et  il  en  est  de  même  des  angles  dièdres  qui  leur  cor- 
respondent. 

■ 

N.  B,  —  Nous  aurions  pu  simplifier  la  démonstration  en  abaK- 
sant  directement  d'un  point  G  de  l'arête  SG  une  perpendiculaire 
sur  le  plan  SAB  ;  mais  nous  avons  préféré  employer  un  mode  àt 
démonstration  qui  fût  plus  en  rap\>ort  avec  celui  du  n^  43, 
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De  l'égalité  des  angles  trièdres. 

N**  5S4.  —  Rkhabques  pr^liminaiiiss.  —  Lorsque  deux  angles 
trièdres  sont  superposables,  on  dit  qu'ils  sont  égaux;  et  alors, 
ils  ont  tous  leurs  éléments  égaux  chacun  à  chacun  \^faces  et  angles]. 
Or,  deux  angles  trièdres  peuvent  encore  avoir  les  trois  faces 
égaies  chacune  à  chacune ,  mais  inversement  disposées;  auquel 
cas,  ils  sont  dits  des  angles  trièdres  symétriques 

Afin  de  mieux  faire  comprendre  cette  définition,  considé- 
rons d'abord,  en  particulier,  un  angle  trièdre  SABG  [fig»  278);  p,ç  ^^ 
et  prolongeons  chacune  des  arêtes  SA ,  SB ,  SG ,  dans  le  sens  op- 
posé par  rapport  au  point  S  :  il  en  résulte  un  nouvel  angle  trièdre 
Sa^c,  dont  les  faces  et  les  angles  sont  évidemment  les  mêmes  que 
les  faces  et  les  angles  de  SABG.  Or,  on  voit  facilement  que  ces 
deux  angles  trièdres  ne  sauraient  coïncider;  mais  il  est  possible 
de  donner  au  second ,  SaAc,  diverses  autres  positions  par  rapport 
au  premier. 

Imaginoiis,  par  exemple,  que  Ton  fasse  pivoter  la  face  Sa&, 
dans  son  plan,  autour  du  point  S,  de  manière  que  Sa  vienne 
prendre  position  sur  SA ,  et  S6  sur  SB.  —  Dans  ce  mouvement , 
conune  Tarète  Se  est ,  par  rapport  à  l'œil,  en  arrière  du  plan  Sa6, 
tandis  que  Taréte  SG  est  en  avant,  la  première  prendra  une  posi- 
tion SG%  telle  que  l'angle  dièdre  G'SAB  sera  é^  à  l'angle  dièdre 
cSa^,  ou  CSAB ,  que  Tangle  dièdre  G'SBA  sera  égal  à  l'angle  diè- 
dre (&ha ,  ou  CSBA ,  et  que  les  faces  ASG',  BSG',  seront  respecti- 
trement  égales  aux  faces  aSc,  ^Sc,  ou  ASG,  BSG.  On  obtiendra 
donc  ainsi  deux  angles  trièdres  SABG,  SABG',  opposés  par  la  face 
ASB,  et  ayant  d'ailleurs  tous  leurs  éléments  égaux  [faces  et  angles].  ^ 

On  peut  imaginer  maintenant  que  la  face  Sab  fasse  une  denii- 
révobitîon  autour  de  la  bissectrice  LL'  des  angles  AS6 ,  aSB.  — 
Dans  ce  mouvement,  l'arête  Sb  viendra  s'appliquer  sur  Taréte 
SA,  l'arête  Sa  sur  l'arête  SB;  et  comme  les  deux  faces  bScy  aSc, 
se  trouveront  alors  en  aVant  de  la  face  ASB ,  il  s'ensuit  que  l'angle 
trièdre  Sabc  prendra  une  position  telle  que  SABG'\ 

Rien  n'empêche  de  faire  mouvoir  ensuite  celui-ci  parallèlement 
à  lui-même  (n^  6S),  de  manière  qu'il  prenne  la  nouvelle  position 
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TDEF,  dans  laquelle  les  faces  DTE,  ETC,  CTD,  seront  respecd- 
▼ement  égales  anx  faces  GSB ,  BSA,  CSA ,  mais  disposées  dans  os 
ordre  inperse  par  rapport  à  celles-ci. 

Les  quatre  angles  trièdres  Sabc^  SABC\  SABC^,  TDEF  n'a 
font,  à  proprement  parler,  qu*un  seul,  puisque  les  trois  der- 
niers ne  sont  autres  que  le  premier  Sahc  changé  de  position;  — 
et  comme  trois  angles  plans  ne  peuvent  évidemment  être  assemblée 
entre  eux,  pour  former  un  angle  trièdre,  que  de  deux  manièro 
essentiellement  différentes,  la  définition  se  trouve  justifiée. 

Mais  on  voit  en  même  temps  qu^il  n'en  est  pas  de  deux  angles 
trièdres  symétriques  comme  de  deux  triangles  symétriques,  qui, 
par  un  renversement,  peuvent  toujours  être  superposés  (n**  6, 
Àpp,f  scoL  I). 

N,  B,  —  Deux  angles  trièdres  symétriques  isoèdres  (n*  SS5)  sont 
égaux  et  superposahles ;  car,  du  moment  où  Ton  a  fait  coïncider 
les  deux  bases ,  et  que  les  deux  angles  trièdres  sont  d'ailleurs  {di- 
ces  d'un  même  côté  par  rapport  à  cette  face  commune ,  les  antres 
faces  coïncident,  à  cause  de  l'égalité  des  angles  dièdres  adja- 
cents. 

Dans  ce  cas,  les  deux  angles  trièdres  sont  à  la  fois  symétriques 
et  superposables. 

Maintenant,  nous  pouvons,  comme  pour  les  figures  plaoes 
(n**  6!l),  établir  une  espèce  de  lemme  propre  à  faciliter  Tétude  des 
propriétés  relatives  à  l'égalité  [ou  à  la  similitude]  des  figures  de 
l'espace. 

LKMMS. 

N"  55tf.  —  Lorsque  deux  polyèdres  ont  les  faces  égales  cha- 
cune à  chacune  et  assemblées  de  la  même  manière,  ainsi  que  Us 
angles  dièdres  respectivement  compris  entre  ces  faces,  on  peutt»- 1 
jours  les  amener  dans  une  position  telle,  que,  s' appuyant  yor 
une  de  leurs  faces  égales,  contre  un  même  plan,  et  d'un  mémt 
côté  de  ce  plan,  ils  aient  leurs  faces  parallèles  chacune  à  chaasnt*' 

£n  effet,  on  peut  d'abord  (n"  62)  faire  en  sorte  que  les  deux 
polygones  égaux  par  lesquels  ils  reposent  sur  le  plan  aient  leurs 
côtés  parallèles  deux  à  deux  et  dirigés  dans  le  même  sens;  et  après 
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ce  mouvement,  les  deux  polyèdres  se  trouveront  situés  d'un 
même  côté  du  plan.  Maintenant ,  à  cause  de  Tégalité  des  angles  diè- 
dres respectifs,  adjacents  aux  côtés  de  ces  polygones,  les  autres 
faces  de  ces  angles  dièdres  seront  aussi  parallèles  et  de  même  sens 
deux  à  deux  ;  puis,  les  faces  adjacentes  à  celles-là  seront  encore 
parallèles;  —  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi  que  dans  la  première  partie  de  cet  ouvrage,  nous  ren- 
verrons au  second  Appendice  la  théorie  des  figures  symétriques , 
et  nous  ne  considérerons  pour  le  moment  que  les  polyèdres  sus- 
ceptibles d*étre  amenés  à  avoir  leurs  faces  parallèles  deux  à  deux. 
—  On  exprime  cette  position  relative  en  disant  que  les  faces  sont 
^tmhlahlement  disposées\on  mieux ,  disposées  de  ia  même  manière\, 
fi  ne  sera  d'ailleurs  pas  nécessaire,  dans  l'étude  des  propriétés, 
}ae  les  polyèdres  soient  effectivement  amenés  dans  cette  position 
vlative;  il  suffira  qu'ils  puissent  jr  être  amenés. 


THKoaxMB  V.  [Fig.  27g.) 


FlG.  379. 


N*»  356.  —  Deux  angles  trièdres  SAfiC,  S'A'B'C,  sont  égaux, 

1**  —  Lorsqu'ils  ont  une  face  égale  [SAB  =  S'A'B']  adjacente  à 
y  angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  [et  disposés  de  la  même 
nanière]  ; 

2'' ^  Lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  égal  [BSAC  =  B'S'A'C] 
ompris  entre  desfmees  égales  chacune  à  chacune  [et  disposées  de 
I  même  maniùre]  ; 

3®  —  Lorsqu'ils  ont  les  faces  égales  chacune  à  chacune  [et 
isposées  de  la  même  manière]. 

PaKMiEH  CAS.  —  Appliquons  la  &oe  S'A'B'  sur  son  égale  SAB, 
e  manière  que  les  arêtes  correspondantes  SA,  SA^  se  confon- 
ent,  ainsi  que  SB,  S'B'.  Gomme  les  angles  dièdres  suivant  SA, 
'A',  sont  égaux  par  hypothèse ,  la  face  S'A'C  se  placera  sur  la 
ice  SAC.  Par  la  même  raison,  S'B'C  se  placera  sur  SBC;  donc 
iréteS'C%  commune  aux  deux  faces  S'A'C^  S'B'C%  coïncidera 
rec  Taréte  SC  commune  aux  deux  laces  SAC,  SBC;  et  les  deux 
igles  trièdres  cotncideriMit, 

a3 


•  . 
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Deuxièvs  cas.  —  Appliquons ,  comme  ci-dessus ,  la  &ce  S'A'B 
sur  son  égale  SÂB;  —  les  angles  dièdres  suÎYani  SA,  S^ Aidait 
égaux,  la  face  S'A'C  se  placera  sur  SAC;  et  puisque  Ton  aaasi 
ASC  =  A'S'C  par  hypothèse,  Taréte  S'C  prendra  la  direction  (ie 
se,  et  les  deux  faces  SBC,  S'B'C  coïncideront;  donc  ilensen 
de  même  des  deux  angles  trièdres. 

Troisii^k  cas.  (Toyez  d^abord  le  n^63.) — L'égalité  desdaa 
angles  trièdres  serait  démontrée  si  Ton  pouvait  établir  que  Tao^ 
dièdre  suivant  S'A'  par  exemple,  est  égal  à  Tangle  dièdre  soiTUt 
SA,  puisque  alors  la  proposition  rentrerait  dans  le  second  cas. 
Or,  admet^i.nt,  pour  le  moment,  que  l'on  ait 

BSAC  >  B'S'A'C, 

plaçons,  comme  précédemment,  la  face  S'A'B'  sur  son  égale  SAB: 
la  face  S'A'C  prendra  une  position  intérieare  à  l'angle  dièdre 
BSAC  ;  dès  lors ,  Taréte  S'C  devra  prendre  une  direction  SD  ia- 
térieure  à  l'angle  trièdre  SABC ,  ou  se  placer  sur  SBC  suivant  SI, 
ou  bien  prendre  une  direction  SD'  extérieure  à  la  face  SBC.  Bor- 
nons -  nous  à  examiner  cette  dernière  hypothèse.  —  On  aon. 
d*après  cela, 

B'S'C'  =  BSC=:BSD'. 

Comme  le  plan  ASD'  conpe  alors  la  face  SBC  suivant  une  cer- 
taine droite  SI  qui  détermine  deux  angles  trièdres  SIAC,  SISI)^. 
opposés  par  l'arête  SI,  il  en  résulte  (n®  i(5l ,  scol,) 

ASC  4-  BSD'  <  BSC  -4-  ASIV, 

d'où,  retranchant,  d'une  part,   ASC,  et  de  Tautre,  son  épai^ 
ASD', 

BSD' <  BSC, 

résultat  contradictoire  avec  Tégalité  SBCzziBSD',   obtenue  pid 
haut. 
Les  deux  antres  hypothèses  se  traiteraient  plus  facilemcot. 
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Ainsi,  il  est  absurde  de  supposer  l'angle  dièdre  B'S'A'C  diffé- 
rent de  fiSAC;^/!^,  etc.,  etc.  (*). 

CoBOLLAiEE.  —  Dcux  Ufigies  triédrcs  sont  encore  égaux  lors* 
qu'ils  ont  les  trois  angles  égaux  chacun  à  chacun  [et  disposés  de 
la  même  manière]. 

En  effet,  si  nous  considérons  les  angles  trièdres  respectivement 
supplémentaires  (n**S30]  des  angles  donnés,  leurs  faces  sont  ^ales 
chacune  à  chacune ,  comme  suppléments  respectifs  d'angles  diè- 
dres égaux  chacun  à  chacun ,  par  hypothèse;  donc  ces  angles  triè- 
dres supplémentaires  sont  égaux,  en  vertu  du  troisième  cas  de  la 
proposition  précédente.  Par  suite,  leurs  angles  dièdres  sont  égaux 
chacun  à  chacun,  ainsi  que  les  suppléments  de  ces  angles  dièdres, 
lesquels  suppléments  ne  sont  autres  que  les  faces  des  angles  triè- 
dres proposés.  Donc,  etc.^  etc. 

On  remarquera  que  la  même  propriété  des  angles  trièdres  sup- 
plémentaires lie  entre  eux  les  deux  premiers  cas  du  théorème  pré- 
cédent. 

ScoLiE  I.  —  Nous  pourrions  établir  deux  autres  cas  d'égalité, 
qui  seraient  aussi  liés  entre  eux  par  la  propriété  des  angles  triè- 
dres supplémentaires.  —  Mais  nous  reviendrons  sur  ces  deux  nou- 
veaux cas  dans  le  troisième  chapitre. 

Ainsi,  un  angle  trièdre  est  généralement  déterminé  par  la  con- 
naissance de  trois  des  six  éléments  qui  le  constituent  [les  trois 
laces  et  les  trois  angles  dièdres  compris];  ce  qui  donne  six  com- 
binaisons différentes,  liées  deux  à  deux  au  moyen  de  Pangle 
trièdre  supplémentaire. 

^ous  ajouterons  que  la  condition  d^égalité  de  deux  angles  trié* 
dres  étant  satisfaite ,  il  s*ensuit  que  les/aces  égaies  sont  opposées  à 
^  angles  dièdres  égaux;  et  réciproquement.  C'est  une  consé- 
<IQence  nécessaire  de  la  possibilité  d'opérer  une  superposition  com- 
plète des  deux  angles  trièdres. 


{*)  L^'emploi  crun  moyen  de  démonstration  analogue  à  c<!liii  du  n9  65 
(3*  cas)  eût  entraîné  dans  la  eonsidération  de  deux  angles  trièdres  symé* 
triques ,  incooTénient  que  iiou$  aTons  voula  éviter. 

23. 
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ScoLiR  II.  —  Enfin ,  la  démonstration  que  nous  avons  expospf 
pour  le  troisième  ;cas ,  et  celle  qui  se  rapporterait  au  quatriàsc 
[les  angles  dièdres  égaux],  donne  lieu  à  deux  autres  théorèmet 
analogues  à  celui  qui  a  fait  l'objet  du  n°  64  ;  en  voici  les  énonces: 

i>>  — .  Lorsque  deux  faces  d'un  angle  trièdre  sont  égales,  chacw 
à  chacune,  à  àeux  faces  d'un  autre  angle  trièdre,  si  l'angle  diè- 
dre compris  par  les  premières  est  plus  grand  que  l'angle  dièdn 
compris  par  les  dernières,  la  troisième  face  du  premier  an«li 
trièdre  est  plus  grande  que  la  troisième  face  du  second^  —  et  réci- 
proquement. 

2"  —  Lorsque  deux  angles  dièdres  d'un  angle  trièdre  sont 
égaux,  chacun  à  chacun,  à  deux  angles  dièdres  d'un  autre an^k 
trièdre ,  si  la  face  adjacente  aux  deux  premiers  angles  dièdres  en 
plus  grande  que  la  face  adjacente  aux  deux  derniers,  le  troisième 
angle  dièdre  du  premier  angle  trièdre  est  plus  grand  que  le  troi- 
sième angle  du  second;  —  et  réciproquement. 

FiG.  a8o.  THto&ÀME  VI.   (Fig,  280.) 

N®  33T.  —  Dans  tout  angle  polyèdre  convexe  SABCDEF,  '•' 
somme  des  faces  est  moindre  que  ^  angles  oeoits. 

Coupons  (n^  Si  9)  Tangle  polyèdre  par  un  plan  quelconque  [nos 
parallèle  aux  arêtes];  nous  obtenons  ainsi  un  polygone  ÂBCDEF, 
en  dedans  duquel  nous  pouvons  prendre  un  point  quelconque  0 
que  nous  joignons  par  des  droites  aux  différents  sommets  A ,  B, 
C,  D ,  de  ce  polygone. 

Cela  posé,  en  considérant  successivement  les  trois  faces  qui  ont 
pour  sommet  commun  le  point  A ,  puis  les  trois  faces  qui  ont  pour 
sommet  commun  le  point  B  9  et  ainsi  de  suite ,  on  prouvera,  comme 
au  n°  539 ,  que  la  somme  des  angles  à  la  base  de  tous  les  triangifi 
qui  ont  leur  sommet  au  point  S ,  est  plus  grande  que  la  somicf 
des  angles  à  la  base  des  triangles  qui  ont  leur  sommet  au  point  0; 
d*où ,  par  compensation ,  la  somme  des  angles  au  sommet  S  des 
premiers  triangles  est  moindre  que  la  somme  des  angles  au  som- 
met O  des  derniers  triangles  ;  mais  celle-ci  vaut  4  angles  droits  ; 
donc  la  première  somme  est  moindre  que  4  angles  droits. 
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Pfous  renvoyons  à  V Appendice  le  complément  de  la  théorie  des 
angles  triédres  et  polyèdres. 

§  IV.   —  Des  polyèdres  coiwexes. 

[Foyn,  pour  la  définition  des  polyèdres  en  général ,  les  n®*  294 
et29ISy  où  nous  avons  établi,  en  outre,  les  caractères  principaux. 
des  polyèdres  convexes.] 

Les  deux  polyèdres  dont  nous  aurons  à  nous  occuper  spéciale* 
ment  par  la  suite ,  sont  \e  prisme  et  ht,  pyramide. 

Du  prisme  et  de  ses  différentes  espèces, 

N®  558,  —  Le  Peisme  est  «a  polyèdre  qui  a  pour  faces  dmtxpo^ 
^Xgones  plans ,  égaux  e$  parallèles ,  et  une  série  de  paralUlo'^ 
grammes,  en  nombre  égal  à  celui  des  côtés  de  chaque  polygone. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  définition ,  que  tous  les  angles 
jolyèdres  du  prisme  sont  des  angles  triédres. 

Pour  obtenir  un  prisme ,  considérons  un  polygone  plan  A6CDE 
fi  g.  281};  puis,  par  les  sommets  de  ce  polygone,  menons  hors  Fie  381. 
le  sf)n  plan,  et  du  même  côté  par  rapport  à  ce  plan,  les  droites 
pies  et  parallèles,  AA',  BB',  CC',...,  et  formons  le  polygone 
M^'dV/Y/.  —  Les  quadrilatères  AB',  BC,  CD',  seront  des  paral- 
éloijTammes  (  n°  74  )  ;  f  t  le  polygone  A'B'C'D'E'  sera  égal  au  poly- 
jODe  ABCDE  (  n'»  322  ,  scol.  ). 

\LsL  figure  du  n*^  165,  3*^  const,,  est  tout  à  fait  analogue  h  la 
^§ure  281  :  toute  la  différence  consiste  en  ce  que,  dans  la^^.  106, 
es  droites  AA',  BB',  CC,  étaient  tracées  dans  un  même  plan,  tandis 
jue,  dans  celle-ci,  elles  sont  dirigées  arbitrairement  dans  l'espace, 
nais  parallèles  entre  elles*] 

Los  parallélogrammes  AB',  BC,  se  nomment  les/aces  latérales 
>u  les  pans  du  prisme ,  et  les  deux  polygones  parallèles  sont  dits 
ies  bases  du  prisme  ;  la  hauteur  est  la  perpendiculaire  commune 
lux  deux  bases. 

On  reconnaut  sans  aucune  difficulté  que 

Toute  section  MNPQR  yfcUte  dans  un  prisme  par  un  plan  parai- 
lôJeaux  deux  hases  ^  est  un  polygone  égal  aux  deux  bases. 

-3* 
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D'où  il  résulte  que  Ton  peut  encore  considérer  le  prisme  comut 
engendré  par  le  mouvement  d'une  de  ses  bases  parallèlement  <. 
elle-même  le  long  d*une  arête  latérale  AA'  ;  et  il  est  à  remarqoer 
que ,  dans  ce  mouvement,  le  prisme  passe  par  tous  les  états  d' 
^ra/ideur,  depuis  zéro  jusqu'à  V infini. 

Il  suffit,  pour  lui  faire  acquérir  une  valeur  déterminée,  de  iik- 
fier  un  plan  parallèle  à  ABGDE ,  aussi  près  ou  aussi  loin  de  cette 
base,  que  cela  est  nécessaire. 

iV.  B.  —  Tout  plan  non  parallèle  aux  bases  partage  le  prisme 
en  deux  polyèdres  que  Ton  nomme  des  prismes  tronqués  on  de 
ironcs  de  prisme . 

N^859.  —  Un  prisme  est  dit  triangulaire,  quadranguUtin, 
pentagoncly  etc.,  suivant  que  la  base  est  un  triangle,  un  quadrila- 
tère, un  pentagone,  etc.,  c'est-à-dire,  suivant  qu'il  a  3,  4>  ^v 
pans. 

On  nomme  prisme  droit  tout  prisme  dont  les  arêtes  latérales 
sont  perpendiculaires  aux  bases  ;  —  et  dans  ce  cas ,  la  hauteur  est 
égale  à  Tune  de  ces  arêtes. 

Un  prisme  est  dit  régulier  lorsque  ses  bases  sont  des  pair gonc^ 
réguliers,  et  qu'il  est  droit.  —  Toutes  les  faces  latérales  sont  alors 
des  rectangles. 

Enfin ,  tout  prisme  est  décomposable  en  prismes  triangulaires . 
il  suffit ,  pour  réaliser  la  décomposition  ,  de  mener  des  plans  Sa- 
gonaux  par  les  arêtes  AA'  et  CC,  AA'  et  Diy,  qui  n'appartienneot 
pas  à  la  même  face  (  n^  994). 

FiG.  28a.  N°  340.  —  Du parallélipipède  (Jîg.  a8a).  —  Lorsque  les  bas» 
du  prisme  sont  elles-mêmes  des  parallélogrammes ,  k  figure  portr 
le  nom  de  Pauallélipipède.  —  Le  prisme  est  alors  compris  sous 
six  faces  parallélogrammiques  opposées  deujr  à  deux. 

Dans  tout  parallélipipède ,  tes  faces  opposées  sont  égales  ;  rai  m 
l'on  considère  les  faces  ABFE ,  DCGK ,  par  exemple ,  on  a 

AB  =  DC ,       RF  =  CG  (n°  74  , , 
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et  <i/7^/<r  ABF  =  angle  DGG  (n**  598);  donc  ces  deux,  pnrallélo- 
grammes  sont  égaux  (n^  78). 

Il  est  visible,  en  outre,  que  toute  section  faite  dans  un  parallé- 
Itpipéde  est  un  paralléiagrammc  (n®  518) . 

Un  parallétipipède  est  dit  droit  ou  rectangle  (fig*  283),  suiTaot  Fie.  'j83. 
que,  les  arêtes  étant  perpendiculaires  aux  bases,  ces  bases  sont 
des  parallélogrammes  quelconques  ou  des  rectangles;  et  dans  ce 
dernier  cas,  toutes  les  fiices  sont  des  rectangles. 

Le  parallélipipède  rectangle  prend  le  nom  de  Guaa  lorsque  la 
base  étast  an  carré,  VarAe  Uuérale  est,  en  outre,  égaie  a»  côté  du 
carre.  —  Ainsi,  le  cabc  est,  un  prisme  compris  sous  six  cartes 
égaux  entre  eux;  et  il  est  aux  polyèdres,  en  général»  ce  qtie  le 
carré  est  aux  polygones  (n^*  80). 

N**  541.  —  Des  diagonales  d'un  parallélipipède.  —  On  nomme 
arêtes  opposées  y  deux  arêtes,  telles  que  AE,  CG  [fig»  285),  pa-  pic.  2^5. 
rallèleset  non  situées  sur  une  même  face  ;  et  il  résulte  de  cette  dé- 
finition que  9  pour  chaque  arête ,  il  ne  peut  exister  qu^ine  seule 
arête  qui  lui  soit  opposée.  Or,  on  compte  en  tout  1 2  arêtes  dans 
un  parallélipipède;  donc,  le  nombre  des  couples  d'arêtes  oppo- 
sées  est  égal  à  6. 

Chaque  couple  détermine  un  parallélogramme  AEGG  (a**  74) 
dont  le  plan  est  un  plan  diagonal  (n?  S94);  ainsi ,  il  existe  6  plans 
diagonaux.  —  Chacun  de  ces  parallélogramines  a  deux  diagonales 
qui  sont  dites  les  diagonales  du  parallélipipède.  D*où  il  semble 
résulter  que  le  polyèdre  devrait  avoir  1 2  diagonales.  —  Mais  ob- 
servons que  chacune  des  diagonales ,  telles  que  AG ,  est  commune 
àtroisphns  diagonaux,  ABGK,  ADFG,  AECG;  donc,  il  n'y  a 
réellement,  dans  tout  parallélipipède,  que  4  diagonales  diffé- 
rentes, savoir  :  AG,  BK,  CE,  DF;  —  les  extrémités  de  ces  diago- 
nales sont  dites  les  sommets  opposés  du  parallélipipède. 

Il  existe,  en  outre,  12  autres  diagonales  qui  sont  situées  à  la 
surface  du  polyèdre:  telles  sont  AC,  AK,  AF,  BE,  BG,.... 
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I'»-  î»85.  TH^uiMR  I.  (/ïy^.  285.) 

N**  548.  — Xtfj  quatre  diagonales  d'un  parallélipède  eonam- 
rent  en  un  même  point;  —  et  oe  point  est  en  même  temps  le  miUeu 
de  la  droite  qui  Joint  les  centres  de  deux  faces  opposées  ^  ainsi  qm 
les  milieux  des  arêtes  opposées. 

En  efTety  considérons  d*abord  les  deux  dîagcmales  AG^CE, 
par  exemple;  comme  eUes  appartiennent  au  même  parailék)- 
gramme  AGGE ,  il  s'ensuit  (n^  76)  qu'elles  se  coupent  mutuelle- 
ment  en  deux  parties  égales;  soit  O  leur  point  d'intersection.  Mais 
la  même  diagonale  AG ,  et  une  autre  diagonale  DF,  a{^>artienDat 
au  parallélogramme  ADGF;  donc  le  point  O  ^  milieu  de  AG ,  CE, 
est  aussi  le  milieu  de  DF.  —  On  démontrerait  de  même  que  le 
point  0  est  le  milieu  de  BK  ;  aihsi  la  première  partie  de  ht  propo- 
sition est  démontrée. 

Maintenant  la  droite  IL ,  qui  joint  les  milieux  I  et  L  des  deux 
diagonales  du  parallérogramme  ACGE ,  passe  par  le  centre  O  de  ce 
parallélogramme  (n"  72$)  ;  ce  qui  démontre  la  seconde  partie  de  b 
proposition. 

Scotiis- 1.  —  Le  point  O ,  milieu  des  quatre  diagonales  du  p- 
ralléiipipède,  ainsi  que  de  chacune  des  droites  qui  joignent  les  cen- 
tres de  deux  faces  opposées,  se  nomme   le  centre  du  paralléli- 

pipède , 

I 
Fte,  983.      ScoLiE  II.  — Dans  tout  parallélipipède  rectangle  AG  {fig*  283), 

le  carré  de  chaque  diagonale ,  DF,  est  égal  à  la  somme  des  canri 
des  trois  arêtes ,  BF,  6A,t  BG ,  qui  forment  un  même  angle  trièdre  B. 
Tirons  la  diagonale  BD  de  la  face  ABCD.  —  Le  triangle  rec- 
tangle FBD  donne 

FD»  =  FB'-f-BD»; 
mais,  par  hypothèse,  le  triangle  BDA  est  aussi  rectangle  en  A; 
ainsi  l'on  a  DB»  =  AB*  -h  AD'  =  AB»  4-  BC  ; 

donc,  en  substituant  pour  DB'  sa  valeur  dans  l'égalité  précédente , 
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on  obtient  FD»  =  FB*  -f-  BA'  4-  BC. 

Même  démonstration  pour  les  trois  autres  diagonales. 

D*où  il  résulte  nécessairement  que  —  Les  quatre  diagonales 
d'un  paraUélipipède  rectangle  sont  égales  {n?  79). 

De  la  pyramide. 

N^  545.  —  On  donne  le  nom  de  Pt&amide  à  \\n polyèdre  dont, 
une  des  faces  étant  un  polygone  quelconque ,  toutes  les  autres  sont 
des  triangles  ayant  un  sommet  commun ,  et  pour  bases  respectives 
les  côtés  du  polygone. 

Un  angle  polyèdre  [fig-  270)  dont  toutes  les  faces  sont  coupées  p,Q.  3^. 
par  un  même  plan  MN ,  fournit  une  pyramide  S  ABCDEF. 

La  face  ABCDE  d*une  pyramide  SABCDE  (fig.  286) ,  est  dit  la  Fk.  aSS. 
hase  de  la  pyramide  ;  le  sommet  S  y  commun  à  tous  les  triangles 
SAB,  SBC,  SCD,...,  porte,  plus  particulièrement,  le  nom  de 
\ommet  de  la  pyramide ,  et  sa  hauteur  est  la  perpendiailaire  SO 
ibaissée  du  sommet  sur  la  base.  —  Les  triangles  SAB,  SBC,.. .,  se 
nomment  les  faces  latérales  ou  les  pans  de  la  pyramide;  enfin, 
SA,  SB,  se,  en  sont  les  arêtes  latérales. 

Une  pyramide  est  dite  régulière,  lorsque  sa  base  étant  un  po- 
Jgone  régidier,  son  sommet  et  le  centre  du  polygone  sont  situés 
tnr  une  même  perpendiculaire  à  la  base.  —  Dans  ce  cas,  toutes 
es  faces  latérales  sont  des  triangles  égaux  et  isoscèles  (n°  505). 

Les  perpendiculaires  abaissées  du  sommet  S  sur  les  côtés  de  la 
)ase  sont  aussi  égales ,  puisque  les  apothèmes  du  polygone  régu- 
ler sont  égaux  ;  et  chacune  de  ces  perpendiculaires  se  nomme 
^apothème  de  la  pyramide  régulière. 

Une  pyramide  régulière  ou  irrégulière ,  est  dite  triangulaire, 
juadrangulaire,  pentagonale,  suivant  que  sa  base  est  un  triangle, 
ui  quadrilatère,  un  pentagone,  etc.  ;  mais  la  pyramide  triangu- 
^^lire  est  plus  particulièrement  désignée  sous  le  nom  de  TÉTiiAiuRE* 
-"  C'est  ainsi  que  nous  la  désignerons  dorénavant. 
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^^  a86-  Théorème  H.  {Fig.  286.) 

N^  544. -*  7b«/  pian  mené  dans  une  pyramide  paralièiemtf^ 
à  sa  base  détermine  une  section  semblable  à  cette  base^  d  ^s 
les  arêtes  latérales  SA,  SB,...,  ainsi  que  la  hauteur  ^O y  en parùt^ 
proportionnelles. 

D'abord  y  puisque  les  plans  ABCDE,  abcde^  sont  parallèles,  il 
s'ensuit  que  les  droites  AB  et  ab ,  BC  et  bc^  CD  et  cdy,.,^  sont  pa- 
rallèles (n<>  518);  donc  déjà,  les  angles  ABC  et  abc  y  BCDet  6n/, 
sont  respectivement  égaux  (n^'SfiS).  —  De  plus,  les  couples  ^ 
triangles  semblables  SAB  et  S<z6,  SBCet  S^c,...,  donnent  (n*"  19S 
les  suites  de  rapports  égaux 

SA:&z::  AB:a6  ::  sb:s^, 
SB  :  S6  ::  bc  :  bc  ::  se  :  Sc, 
se  :  Se  ::  CD  :  c£f  ::  SD  :  &/; 


d'où ,  à  cause  des  rapports  communs , 

AB:  ab  ::  BC:  6c  ::  cd:  c<i ::.... 

• 

Ainsi   les    deux    polygones   ABCDE,    abcde^    sont    semblabb 
(n«  198). 

Maintenant,  en  ne  considérant  que  les  rapports  entre  les  arrte> 
latérales,  on  a 

dA  :  Sa  :  •  90  :  oo  •  •  sd  •  zsc  , . .  • .  ^ 

d'où  Ton  voit  que  les  arêtes  sont  coupées  en  parties  proportion- 
nelles. 

Enfin,  si,  par  l'arête  SB  et  la  hauteur  SO,  nous  menons  an 
pbn ,  son  intersection  bo  avec  le  plan  abcde  sera  parallèle  à  BO 
(n"  318)  ;  et  les  deux  triangles  semblables  SBO ,  S6o ,  donnemoc 

SO  :So  ::  SB:  S6  ::  sa  :Sflr  ::...; 

ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème  énoncé. 
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CoftOLLAi&s.  -^  Lorsque  deux  pxramidcs  S ABCDE  y  TMNP,  ont 
des  bases  éqaipaientes  [  bases  que  Ton  peut  toujours  supposer  sur 
un  même  plan]  et  des  hauteurs  égales,  SO  =  TQ,  ies  deux  sec- 
tions abcde,  mnp,  faites  par  un  même  plan  parallèle  à  leurs 
bases,  sont  aussi  équivalentes. 

D'ahord,  puisque  les  polygones  ABDCE,  abcde,  sont  semblables, 
)o  a  la  proportion 

ABCDE  :  abcde  ::  AB'  :  ab'j 

lonc,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  dit  ci-dessus, 

ABGDE  :  ahcde  ::  SO'  :  So\ 
Ensuite,  les  deux  polygones  lOP,  mnp,  donnent  également 

MNP  :  mnp  :  :  TQ'  :  Tq'  'y 
)D  a  d'ailleurs  par  construction , 

■ 

SO  =  TQ,       So=T^5 

lonc  ABa)E  :  abcde  :  :  MNP  :  mnp. 

Or,  par  hypothèse,  ABCDE  =  MNP;  donc  aussi,  abcde  =  mnp, 

C.  Q.  F.  D. 

ScoLiE.  —  Si  les  bases  des  deux  pyramides  sont,  non-seule- 
ncn!  équivalentes,  mais  égaies  et  superposa b les ,  il  doit  en  être 
le  mcme  des  sections  faites  à  la  même  hauteur*  dans  les  pyra- 
mides ;  car  elles  ne  sauraient  être  semblables  à  leurs  bases  respcc- 
ives,  et  équivalentes  entre  elles,  sans  être  égales. 

De  l'égalité  des  polyèdres. 

Théorème  III. 

N*  545,  —  Detùe  poljèdres  convexes  qui  ont  les  mêmes  sommets 
f  en  même  nombre ,  coïncident  entièrement, 

La  démonstration  étant  tout  ii  l'ait  analogue  à  celle  que  nous 
vons  exposée  pour  les  polygones  (n"  88),  nous  nous  contente- 

23** 
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rops  de  renvoyer  à  cette  dernière  t  il  suffit  de  remplacer  les  mt 
cAtés  et  diagomales  par  les  mot^/uces  et  plans  diagonatur. 

Fie.  087.  THiORÉMK  IV.  {Fig.  287.) 

N®  546.  —  Deux  prismes  quelconques  sont  égaux  lorsqu'ils  m 
un  angle  trièdre  égal  [  A,  A'  ] ,  compris  entre  trois  polygones  égau 
chacun  à  chacun  et  assemblés  de  la  même  manière, 

D*abord  ,  puisque  les  bases  sont  égales ,  et  que  Ton  a  en  mène 
temps 

ABGF  =  A'  B'  G'  F',       AELF  =  A'B'  V  F\ 

il  s*6nsuit  que  les  trois  angles  plans  qui  forment  l'angle  trièèt 
en  A  sont  respectivement  cj^aux  aux  trois  angles  plans  qui  for- 
ment Fflngle  trièdre  en  A^  ce  qui  entraîne  Tégalité  des  angW 
dièdres  (  n"  55l>).  Donc ,  si  Pon  [flace  la  base  A'B'C'D'E'  sur  son 
égale  ABCDE,  les  faces  A'B'G'F',  A'E'L'F',  s'appliqueront  sor 
leurs  égales  ABGF,  AELF;  ainsi ^  les  points  F',  G%  L%  coiiid- 
deront  avec  les  points  F,  G,  L  ;  et  les  plans  des  deux  bases  supé- 
rieures, ayant  trois  points  communs,  se  confondront  (n*  290  ; 
comme  d'ailleurs  ces  bases  sont  égales,  les  autres  sommets  I',  K',  L 
coïncideront  avec  I,  R,  L;  donc  enfin,  les  deux  prismes  coïnci- 
deront (n"  34lf). 

ScoLiB  I.  —  Detu:  prismes  droits  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  vtt 
base  égale  et  même  hauteur. 

Car  si  l'on  place  lesjdeux  bases  l'une  sur  l'autre,  de  manièif 
que  leurs  sommets  homologues  coïncident  comme,  par  hypo- 
thèse, les  arêtes  latérales  sont  perpendiculaires  aux  bases,  dfe$ 
devront  prendre  la  même  direction;  et  puisqu'elles  sont  égales, 
les  sommets  des  deux  bases  supérieures  coïncideront;  donc  il  cl 
sera  de  même  des  deux  prismes. 

ScoLiK  II.  —  Il  sera  démontré  dans  VééppentUcc,  que  lesdeiu 
Fie.  aSa.  prismes  triangulaires  ABCEFG,  ADGEGIL  (fig.  282)  sont  symé- 
triques ;  et  par  conséquent  ils  ne  sauraient ,  en  général ,  être  super- 
fifosés ,  quoique  ayant  les  faces  égales  chacune  à  chacune,  ainsi  que 
les  angles  dièdres.  —  C'est  seidement  lorsque  le  pamllélipipède  est 
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droit  (Jlg,  283),  que  les  deux  prismes  sont  snperposables  :  il  Fie.  a83. 
suffit  alors,  pour  les  faire  coïncider,  de  faire  subir  au  second 
prisme  un  mouvement  tel,  que  sa  base  inférieure  BCD  vienne 
s'appliquer  sur  son  égale  ADB.  Gomme,  par  hypothèse,  les  deux 
prismes  sont  droits ,  les  arêtes  correspondantes  prendront  la  même 
direction  (n°  301);  d'ailleurs  elles  sont  égales;  donc  les  sommets 
(les  deux  bases  supérieures  coïncideront;  et  il  en  sera  de  même 
des  deux  prismes. 

Concluons  de  là  que  —  Les  deux  prismes  droits  dans  lesquels  un 
mrallélipipède  droit  peut  être  décomposé  par  Vun  des  plans  dia- 
gonaux ^  sont  égaux  et  superposables, 

THÉoaiMK  V.  (Fig,  288.)  FiG.  îi«8. 

N®  547.  —  Deux  tétraèdres  sont  égaux  dans  deux  cas  princi- 
paux: 

I»  —  Lorsqu'ils  ont  un  angle  dièdre  <?gi7/[DABC  =  D'A'B'C'J 
'compris  entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune  et  assemblées 
de  la  même  manière  ; 

2*  —  Lorsqu'ils  ont  un  angle  trièdre  égal[X ,  A'  ]  compris  en  trois 
faces  égales  chacune  à  chacune  et  assemblées  de  la  même  ma- 
nière. 

PïExiEa  CAS.  —  Plaçons  la  face  A'B'D'  sur  son  égale  ABD;  — 
comme  Tangle  dièdre  suivant  A'  B'  est  égal  à  l'angle  dièdre  sui- 
vant AB,  le  'plan  de  la  face  A'B'C  s'appliquera  sur  celui  de  la 
Face  ABC;  et  comme  ces  deux  faces  sont  égales,  les  droites 
B'C,  A'C%  coïncideront  respectivement  avec  BC,  AC.  Ainsi,  les 
sommets  A%  B%  C,  D',  coïncidant  avec  les  sommets  A,  B,  G,  D, 
tes  deux  tétraèdres  coïncideront. 

Second  cas.  —  Puisque  les  trois  faces  de  l'angle  trièdre  A' 
sont  égales,  chacune  à  chacune,  aux  trois  faces  de  Pangle  trièdre 
A,  il  s'ensuit  (n°  S90)  que  les  angles  dièdres  suivant  A'B'etAB 
sont  égaux  ;  et  la  proposition  rentre  dans  le  cas  précédent. 

CoaoLLAiRB.  —  Veux  tétraèdres  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  leurs 
arêtes  égales  chacune  à  chacune,  et  disposées  dans  le  même  ordre: 
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c^est-à-dire  de  telle  façon  que  les  triangles  qui  en  résultent  «nca 
égaux  chacun  à  chacun  et  assemblés  de  la  même  manière  (if*  SS5^, 
car  alors  les  ûices  sont  égales. 

ScoLiE  I.  — Deux  tétraèdres  sont  encore  égaux  lorsqu'ils  œt 
une  face  égale  ^  ainsi  que  les  angles  dièdres  adjacents  égaux  de- 
cun  à  chacun  et  disposés  de  la  même  manière;  —  car,  si  Ton  ùk 
coïncider  les  deux  faces  égales,  les  plans  des  trois  autres  faces  de 
second  angle  tricdre  s'appliqueront  sur  ceux  des  trois  faces  cor- 
respondantes du  premier.  —  Donc  le  point  de  concours  des  tn» 
premiers  plans  coïncidera  avec  celui  des  trois  autres. 

ScoLiE  II.  —  Deux  pyramides  sont  égales  lorsqu'elles  ont  « 
angle  trièdre  égal  compris  entre  trois  faces  égales  chacune  à  cha- 
cune [la  base  et  deux  faces  latérales]  et  assemblées  de  la  même 
manière. 

En  effet,  plaçons  les  deux  bases  Tune  sur  Tautre;  nous  démoa- 
trerons,  comme  ci-dessus,  que  les  faces  supposées  égales  dmveot 
coïncider.  —  Donc  les  sommets  des  deux  pyramides  coincideroot; 
donc,  etc. 

N®  548.  —  Décomposition  d*un  polyèdre  en  tétraèdres. 
Avant  de  passer  à  la  théorie  des  polyèdres  égaux,  en  généni« 
nous  donnerons  d'abord  quelques  notions  sur  leur  décomposi- 
don  en  tétraèdres. 

De  même  qu'il  existe  (n^  85)  plusieurs  moyens  de  décompo- 
ser un  polygone  en  triangles,  de  même  aussi  un  polyèdre  quel- 
conque peut  être  décomposé  en  tétraèdres  de  plusieurs  manières 
dont  les  deux  principales  sont  analogues  à  celles  qu'on  a  employées 
pour  les  polygones. 

P&EMim  MOTXN.  —  Concevons  un  point  O  pris  arbitrairement 
dans  l'intérieur  du  polyèdre  [supposé  convexe]  ;  puis  par  ce  point, 
et  par  chacune  des  arêtes ,  faisons  passer  une  série  de  plans  :  — 
tous  ces  plans  se  couperont  deux  à  deux  suivant  des  droites  et»- 
courant  au  même  point  O;  et  ces  droites  détermineront,  avec  les 
différentes  faces  du  polyèdre,  autant  de  pyramides,  triangu- 
laires, quadrangulaires ,  etc. ,  qu'il  y  a  de  faces  dans  le  polyèdre, 
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toutes  ces  pyramides  ayant  d'ailleurs  le  point  O  pour  sommet 
commuD. 

Maintenant,  si  dans  chaque  fiice,  quadrangulaire,  pentago- 
nak,  etc. ,  on  mène  d*un  même  sommet  des  diagonales  à  tous  les 
iiitres,  on  aura  ainsi  décomposé  la  surface  polyédrale  en  trian|^es, 
H  Ton  obtiendra  ainsi  dans  le  polyèdre  autant  de  tétraèdres  ayant 
pour  sommet  commun  le  point  O,  que  Von  aura  de  triangles  sur 
ta  surface  totale  9  ces  triangles  étant  d'ailleurs  les  bases  des  diffé- 
rents tétraèdres. 

Skcohd  motxn.  —  Considérons  un  sommet  quelconque  A  du 
polyèdre  9  et  décomposons  en  triangles  chacune  des  faces  »  autres 
|ue  celles  qui  concourent  au  point  A  [par  des  diagonales  menées 
Tun  même  sommet 9  pour  chaque  face];  puis  par  le  point  A ,  et 
les  différents  côtés  de  tous  ces  triangles ,  faisons  passer  des  plans. 
Il  est  facile  de  voir  que  Ton  aura  ainsi  décomposé  le  polyèdre  en 
wtant  de  tétraèdres,  ayant  tous  pour  sommet  commun  le  point 
i,  que  Von  aura  de  triangles  dans  les  faces  du  polyèdre,  excepté 
celles  qui  concourent  au  point  A. 

Ainsi,  dans  le  parallélipipède ,  par  exemple,  comme  chaque 
togle  solide  est  trièdre,  il  reste  à  décomposer  trois  faces,  dont 
chacune  donne  deux  triangles;  donc  le  polyèdre  est  égal  à  la 
ionuDe  de  six  tétraèdres  ayant  poiur  sommet  commun  le  point  A 
fig,  28a) ,  et  pour  bases  les  triangles  dont  nous  venons  de  parler,  fio.  28a. 

N*^  549.  —  Remarque  importante  sur  ces  deux  modes  de  dé- 
imposition.  —  Quel  que  soit  celui  des  deux  modes  que  Ton  em* 
ploie,  on  est  conduit  à  diviser  les  tétraèdres  qui,  par  leur  en- 
lemble ,  constituent  le  polyèdre  total ,  en  deux  espèces  principales, 
ttToir  :  des  tétraèdres  extérieurs  et  des  tétraèdres  intérieurs. 

On  nomme  tétraèdres  extérieurs  ceux  qui  ont  ou  deux  ou  trois 
faces  placées  à  la  surface  du  polyèdre  ;  et  tétraèdres  intérieurs  ceux 
qui  n'ont  qu'une  seule  face  placée  à  la  surface  :  c'est  la  base  même 
dn  tétraèdre. 

La  figure  289,  où  la  décomposition  du  polyèdre  a  été  faite  Fio.  289. 
d'après  le  second  mode  [celui  dont  nous  faisons  le  plus  souvent 
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usage] ,  est  propre  à  faire  comprendre  les  deux  e^ièoes  de  tetiv- 
dres  dont  nous  venons  de  parler. 

On  distingue,  dans  le  polyèdre  ABCDEFGRILM,  7  faces am^- 
îieurrs  :  ÂfiDE ,  BCD ,  DEF,  CDFG ,  CGK ,  KGB,  KfiAI  ;  et  5  faces 
postérieures:  ALMFE,  GMF,  GMLK,  LIK,  AIL. 

Si  l'on  prend  le  point  A ,  par  exemple,  pour  sommet  oonuDOD, 
comme,  en  ce  point,  viennent  se  réunir  les  quatre  faces,  KfiAI, 
ABDE,  AIL,  ALMFE,  il  n'y  a  lien  à  décomposer  en  tnanglesqoe 
les  faces  antérieures  BCD,  DEF,  CDFG,  CGK,  KGB,  ce  qui 
donne  déjà  6  triangles;  puis  les  faces  postérieures  LIK,  GLMK, 
GMF,  ce  qui  donne  4  triangles.  —  D'où  il  résulte  que  le  polyèdre 
est  décomposable  en  10  tétraèdres  ayant  le  point  A  pour  sommet 
commun. 

iV^.  J9.  -^  Il  y  a  de  l'avantage  à  prendre  un  soihmet  où  Tiennait 
aboutir  le  plus  de  faces  possibles. 

Les  tétraèdres  ABCD,  ADEF,  AKGG»...,  sont  de  la  première 
espèce ,  comme  ayant  ou  trois  faces  situées  à  la  surface  du  polyèdre, 
ou  deux  faces. 

Le  tétraèdre  AMGF  est  de  la  seconde  espèce;  car  le  triai^e 
GMF  est  la  seule  face  qui  soit  située  à  la  surface  du  polyèdre,  k$ 
arêtes  AG ,  AM ,  AF,  étant  intérieures  au  polyèdre. 

En  général,  l'espèce  peut  être  déterminée  facilement  d'aprë 
l'inspection  de  la  base  [A  étant  le  sommet]  et  des  Êtces  latérales. 

Nous  ajouterons  que ,  dans  les  tétraèdres  de  la  première  espèce, 
trois  angles  dièdres,  ou  un  seul  angle  dièdre,  sont  des  angles 
dièdres  même  du  polyèdre;  tandis  que  dans  les  tétraèdres  de  la 
seconde  espèce,  c'est-à-nlire  dans  les  tétraèdres  dits  intérieurs,  les 
angles  dièdres  sont  toujours  des  différences  entre  def  angle 
dres  appartenant,  soit  au  polyèdre,  soit  à  des  tétraèdrea 
rieurs  y  soit  à  d'autres  tétraèdres  intérieurs. 

Cela  tient  à  ce  que  tous  les  tétraèdres  qui  composent  la  figure 
sont  réunis  les  uns  aux  autres  par  des  faces  communes,  et  sans 
jamais  se  pénétrer. 

Toutes  ces  remarques  seront  fort  utiles  par  la  suite ,  et  l'on  ne 
saurait  trop  chercher  à  les  bien  comprendre. 
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N"  SaO.  —  Égalité  des  polyèdres  .quelconques.  —  Deux  polyè- 
dres sont  dits  ^auK  et  superposables ,  quand  od  peut  tes  amener 
.t  roïncider  entièrement. 

D'où  il  résulte —  l'que —  Deiu;  polyèdres  égaux  ont  coules 
leurs  ar&es  et  foutes  leurs  diagonales  égales  chacune  à  chacune i 

Que  2"  —  Us  peuvent  ^e  décomposés  en  un  même  nombre  de  té- 
Irartlres  égauxet  disposés  de  la  même  manière; 

Que  3"  —  Toutes  leurs  faces  sont  égales  chacune  à  chacune, 
ainsi  que  leurs  angles  dièdres. 

Les  deux  dernières  propositions  sont  susceptibles  de  récî  proques 
qui  feront  l'objet  des  théorèmes  suivants. 

Tnto&iHK  TI. 

N°  381 .  —  Deux  polyèdres  sont  égaux  lorsqu'ils  sont  composés 
d'un  même  nombre  de  tétraèdres  égaux  chacun  à  chacun  et  dispo- 
sés de  la  même  manière. 

Car  ces  tétraèdres  étant ,  dans  les  deux  polyèdres ,  adjacents  les 
uns  aux  autres  (n"  549)  et  disposés  dans  le  même  ordre,  il  sutBra 
de  faire  d'abord  coïncider  deux  de»  tétraèdres  égaux  pour  que 
tous  les  autres  coïncident  sureessiveraent;  el  alors  les  deux  po- 
Ivèdres  coïncideront. 

THio&ÈMB  VII. 

N°  584.  —  Deux  polyèdres  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  les/aces 
traies  chacune  à  chacune  et  disposées  de  la  même  manière ,  ainsi 
<}iie  les  angles  dièdres. 

En  effet,  les  deux  polyèdres  étant  décomposés  en  tétraèdres 
[d'après  le  deuxième  mode  (n''S18)],si  l'on  compare  d'abord  deux 
à  deux  tous  les  tétraèdres  qui  ont  deux  ou  trois  faces  placées  à 
U  sorfoce  da  polyèdre ,  en  d'antres  termes ,  les  tétraèdres  exté- 
rieurs (n°  849) ,  ces  tétraèdres  sont  ^nx  (n°  547') ,  soit  comme 
afant  un  angle  dièdre  ^al  [appartenant  aux  deux  polyèdres]  com- 
pris entre  deux  faces  égales,  soit  comme  ayant  trois  faces  égales 
[trianglea  homologues  dans  les  deux  polyèdres];  d'où  l'on  déduit 
que  toutes  les  autres  parties  de  ces  tétraèdres  extérieurs  sont  égales 
chacune  à  chacune. 

»4 
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Comparant  ensuite  deux  tétraèdres  intérieurs  adjacents  aux  pn;- 
cédents,  on  verra  qu'ils  sont  aussi  égaux,' comme  ayant  un  an^lf 
dièdre  égal  [différence  entre  un  angle  dièdre  de  chaque  polvèdrt' 
et  Pun  des  angles  dièdres  des  tétraèdres  reconnus  égaux] ,  compris 
entre  deux  faces  égales  chacune  à  chacune  [savoir  :  une  face  e^alt^ 
dans  les  deux  polyèdres ,  ou  une  partie  égale  de  cette  face ,  puis  eux- 
face  égale  des  tétraèdres  précédents,  reconnus  égaux];  et  ainsi  àr 
proche  en  proche.  —  Donc  enfin ,  les  deux  polyèdres  sont  égau\ 
comme  étant  composés  d'un  même  nombre  de  tétraèdres  égaux. 

ScouB.  —  On  pourrait  encore  démontrer  cette  dernière  propo- 
sition en  plaçant  l'une  des  faces  du  second  polyèdre  sur  sod 
homologue  du  premier.  — Alors,  toutes  les  faces  adjacentes  à 
celles-ci  coïncideraient  aussi,  puisqu'elles  sont,  par  hypothèse, 
égales,  également  inclinées  par  rapport  à  la  face  déjà  commune, 
et  disposées  de  la  même  manière.  En  continuant  ainsi  de  pnK-d^ 
en  proche,  on  ferait  coïncider  entièrement  toutes  les  faces. 

Ce  moyen  de  démonstration  donne  lieu  à  des  remarques  ana- 
logues à  celles  qui  ont  été  faites  pour  les  polygones,  sur  le  non.- 
bre  des  données  nécessaires  à  leur  détermination  (vo/*»  le« 
n^  167  et  suiv,);  mais  nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce» 
considérations  qui  sortent  tout  à  fait  des  éiéments  de  Géométrie  * 

Nous  nous  bornerons  à  faire  observer  que,  dansles  polyèdn», 
le  nombre  des  angles  dièdres  surpasse  toujours  le  nombre  <k» 
faces,  tandis  que,  dans  les  polygones,  le  nombre  des  angles  est 
égal  à  celui  des  côtés.  On  explique  cela  facilement  par  cette  cir- 
constance, qu'à  une  même  face  polygonale  quelconque  se  ratta- 
chent plusieurs  autres  faces  polygonales  d'un  nombre  de  cota 
plus  ou  moins  grand.  Or  on  a  vu  (n°  994)  qu'à  chaque  arête  av- 
respond  un  angle  dièdre. 

C'est  ainsi  que  le  tétraèdre  a  4  faces  et  6  angles  dièdres ,  qu'une 
pyramide  quelconque  a  (/i  +  i)  faces  et  2/1  angles  dièdres,  n  étant 
le  nombre  des  côtés  de  la  base ,  etc. 
FiG.  380.      -A-insi,  dans  là  figure  289  par  exemple,  on  compte  12  faces  et 
20  arêtes  ou  angles  dièdres. 

(*}  M.  Cavcbt  a  démontré  que,  quand  les  polyèdres  sont  comexes,  W^i- 
lité  des  faces  est  suffisante  pour  entraîner  Tegalité  des  polyèdres.  [Ver  k 
Journal  de  l'École  Polytechnique ,  XVI*  cahier,  page  87  et  suiv.] 
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CHAPITRE  IL 

DES  TROIS  CORPS  RONDS.  —  DU   CYLINDRE,   DU    CONE, 
ET  DE   LA   SPHÈRE.  —  POLYÈDRES   RÉGULIERS. 


Ce  chapitre  aura  quatre  paragraphes  :  Le  premier  traitera  du 
cylindre  et  du  cône;  le  second  de  la  sphère  et  de  ses  principales 
propriétés;  le  troisième  de  la  théorie  des  triangles  et  àe& polygones 
sphériques;  et  le  quatrième,  des  polyèdres  inscriptibles  ou  cir- 
conscriptibles ,  et  en  particulier^  des  polyèdres  réguliers.  ^ 

§  I.  —  Du  cylindre  et  du  cône. 

Du  cylindre  droit. 

N»  305.  —  On  donne  le  nom  de  Ctlindee  deoit  [celui  dont 
baite  spédalement  la  Géométrie  élémentaire]  à  la  figure  engendrée 
par  la  révolution  d'un  rectangle  ABDC  {fig.  290)  autour  d'un  de  Fig.  a^. 
ses  côtés,  ABy  qui  s'appelle  alors  Vaxe  du  cylindre,  ou  sa  hau- 
teur. 

Dans  ce  mouvement,  le  côté  CD,  opposé  à  AB,  engendre  une 
portion  de  surface  que  l'on  nomme  la  suif  ace  cylindrique;  et  les 
cotés  BD,  AG ,  ne  cessant  pas  d'être  perpendiculaires  à  AB,  décrivent 
des  cercles  dont  les  plans  sont  aussi  perpendiculaires  à  AB  ;  ces  cer- 
cles se  nomment  les  hases  du  cylindre;  et  la  droite  CD  est  dite  là 
génératrice  ou  V arête  de  la  surface  cylindrique.  —  La  généra^ 
trice  du  cylindre  droit  est  égale  à  sa  hauteur,  c'est-à-dire  à  l'axe. 

Dans  ce  même  mouvement,  chacun  des  points  I,  de  l'arête, 
restant  toujours  à  la  même  distance  de  l'axe,  décrit  une  circonfé- 
rence  de  cercle  dont  le  rayon  10  est  perpendiculaire  à  l'axe ,  et 
égal  au  rayon  CA  ou  DB,  des  deux  bases;  ce  que  l'on  exprime^ 
en  disant  que  : 

24. 
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Toute  section  faite  parallèlement  aux  hases  est  égale  à  chacune 
de  ces  bases, 

D*où  Ton  voit  que  le  cylindre  peut  encore  être  considéré  oomne 
engendré  par  le  mouvement  de  l'une  de  ses  hases  paraUèletnent  à 
elle-même  le  long  de  la  génératrice;  et  dans  ce  mouvement,  k 
surface  cylindrique  est  engendrée  par  la  circonférence. 

FiG.  ago.  TnioaiME  I.  [Fig.  290.) 

N<»  5IU.  —  Tout  plan  EFGK  mené  parallèlemeni  à  l'axe  AB 
d*un  cylindre,  et  passant  par  une  corde  £F  de  la  hase,  coupe  la 
surface  cylindrique  suivant  deux  génératrices  £G ,  FK. 

En  effet,  puisque  ce  plan  est  parallèle  à  AB  et  passe  par  \t 
point  E  y  il  doit  contenir  (n®  8  £5,  coroL  I)  la  parallèle  à  AB  menée 
par  ce  point;  ainsi  il  contient  la  génératrice  EG.  —  De  même, 
puisi|iiHl  passe  par  le  point  F,  il  contient  la  génératrice  FK  corres- 
pondant à  ce  point. 

Ainsi  (n^  i)»  les  génératrices  EG,  FK,  sont  les  intersectîoDs 
du  plan  avec  la  surface  cylindrique. 

N.B.  —  La  figure  EFGK  est  d^ailleurs  un  rectangle. 

ScoLiK  I.  —  Lorsque  le  plan  passe  par  Taxe  lui-même,  la  sec- 
tion GDD'C  est  évidemment  un  rectangle  double  du  rectu^ 
générateur;  et  les  deux  génératrices  correspondantes  sont  ditoi 
des  génératrices  opposées. 

Si  le  plan  parallèle  passe  par  une  droite  LL'  tangente  à  la  btse 
au  point  M,  il  porte  le  nom  de  plan  tangent  au  cylindre,  para 
que,  dans  ce  cas,  il  n'a  de  commun  avec  la  surface  que  la  sede 
génératrice  AIN  menée  par  le  point  de  contact.  On  conçoit,  a 
effet ,  que  nul  autre  point  de  ce  plan ,  situé  de  l'un  ou  de  VvoSat 
côté  de  MN ,  ne  saurait  se  trouver  en  même  temps  sur  la  su^Kf 
cylindrique  :  car,  si  cela  était ,  comme  la  génératrice  correspon- 
dant à  ce  point  devrait  aussi  appartenir  au  plan  (n<*  385),  il  fau- 
drait que  cette  génératrice  rencontrât  la  base  sur  la  droite  LL',  ce 
qui  est  absurde. 

lue  plan  tangent  au  cylindre  est  donc  le  plan  conduit  en  même 
temps  suivant  une  tangente  à  la  base,  et  suivant  la  génératrice  qui 
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passe  par  le  point  de  contact:  sa  propriété  caractéristique  est  de 
toucher  la  surface  dans  toute  l'étendue  de  la  génératrice,  en  ce 
sens  que 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  coupe  la  surface  cylindrique 
suipant  une  circonférence  de  cercle,  et  le  plan  tangent  suipant  une 
tangerue  à  ce  cercle. 

N^  SlMt.  —  S<iOLiB  n.  —  Si  l'on  inscrit  et  si  Ton  circonscrit  à  la 
circonférence  de  la  base  inférieure  différents  polygones ,  et  que  par 
les  côtés  de  ces  polygones,  on  conçoive  des  plans  perpendiculaires 
à  la  base ,  ces  plans  couperont  la  base  supérieure  suivant  des  poly- 
gones égaux  à  ceux  de  la  base  inférieure ,  et  détermineront  avec 
ces  polygones,  des  prismes  (n**  538)  que  nous  nommerons  des 
prismes  inscrits  ou  des  prismes  circonscrits  au  cylindre. 

Lorsque  les  polygones  sont  réguliers,  les  prij^mcs  eux-mêmes 
sont  des  prismes  réguliers  (n®  350). 

Considérons  en  particulier  un  prisme  régulier  circonscrit,  et 
supposons  que  le  nombre  des  côtés  de  sa  base  devienne  infiniment 
grand;  dans  ce  cas,  le  périmètre  du  polygone  se  confondra  avec 
la  circonférence  de  la  base  du  cylindre  (n®  M5),  d'où  il  suit  que 
le  cylindre  peut  être  considéré  comme  un  prisme  régulier  d'un 
nombre  infini  de  faces  rectangulaires,  ayant  pour  hauteur  com^ 
mune  celle  du  cylindre,  et  pour  hases  les  éléments  (n**  943)  de  la 
hase  du  cylindre. 

TaioaiME  H.  {Fig.  291.)  *"«•  «9» 

N^  536.  ^  La  suif  ace  latérale  de  tout  cylindre  droit  peut  être 
déoeloppée  sur  un  même  plan ,  et  représentée  par  un  rectangle  ayant 
pour  hauteur  celle  du  cylindre,  et  pour  base  la  longueur  de  la 
circonférence  du  cylindre,  supposée  rectifiée  (n^  5141). 

Pour  fixer  les  idées,  prenons  d'abord  un  prisme  bexagonal 
régulier,  ABCDEFA'B'C'iyE^F',  circonscrit  à  un  cylindre  dont 
la  base  a  pour  rayon  01 ,  et  dont  la  hauteur  est  AA'. 

Supposons,  en  outre,  que  sur  une  droite  indéfinie  ax,  on  ait 
porté  des  parties  ab y  bcy,,,^  fa"y  égales  aux  côtés  AB,  BC, 
CD,...,  FA,  du  polygone,  et  qu'ensuite  on  ait  élevé  les  perpen- 
diculaires aa',  bb',  c^,...,  a^a'^y  égales  à  la  hauteur  AA'.  —  Il  es( 
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bien  évident  que  le  rectangle  aa^aTa?  représentera  [dans  sa  véri- 
table grandeur]  la  surface  latérale  du  prisme ,  développée  sur  on 
seul  et  même  plan. 

[Pour  se  rendre  compte  autrement  de  cette  propriété,  il  suffit 
de  concevoir  que  le  rectangle  BCG'B'  tourne  autour  de  BB'  comme 
charnière  et  vienne  prendre  position  sur  le  plan  du  rectangle 
ABB'A',  que  le  rectangle  GDD'C  tourne  ensuite  autour  de  CC' 
pour  venir  prendre  position  sur  le  plan  des  deux  premien;  et 
ainsi  de  suite  :  c^est  en  cela  que  consiste  ce  que  Ton  nomme  le  dé- 
peloppement  d'une  surface  sur  un  plan.] 

Maintenant ,  comme  on  peut  répéter  les  mêmes  opératioDS  pour 
les  prismes  réguliers  de  12,  249...  côtés,  il  s'ensuit  que  Toc 
pourra  arriver  ainsi  à  un  dernier  rectangle  all'a!  ayant  pour  liaD- 
teur  aa!  ==  AA',  et  pour  base  une  certaine  ligne  al  égale  en  lon- 
gueur à  la  circonférence  01  rectifiée  ;  C  Q.  F.  />. 

N.  B.^  —  Les  petits  rectangles  ag^a\  gAk'g'f,,,.  représentent 
ici  les  éléments  superficiels  de  la  surface  latérale  du  cylindre,  cor- 
respondant aux  éléments  agy  g^X* ,....  de  la  circonférence  OI  de  U 
base. 

Du  cône  droit, 

Mf^  |S57.  —  Le  Cône  dboit  est  une  figure  engendrée  par  la  rtr 
Fie.  291.  volution  d'un  triangle  rectangle  SOA  {fig.  292)  autour  d'un  d« 
côtés  de  Tangle  droit,  SO,  que  Ton  nomme  Vaxe  du  cône. 

La  surface  engendrée  dans  ce  mouvement,  par  Thypolenose 
SA ,  s'appelle  surface  conique;  et  la  droite  SA  en  est  la  génératrkt 
ou  V arête.  —  Le  cerde  décrit  par  le  second  côté  AO  du  trianglt: 
rectangle  est  la  base  du  cône;  et  l'axe  SO  en  est  dit  auso  la  hau- 
teur. Enfin  le  point  S  se  nomme  le  sommet  du  cône. 

Dans  ce  même  mouvement,  un  point  quelconque  I  de  Farétir 
SA  décrit  un  cercle  dont  le  rayon  10',  perpendiculaire  à  Taxe 
SO,  est  évidemment  au  rayon  OA  de  la  base,  dans  le  rapport  dt 
la  distance  SO'  à  la  distance  SO. 

D'où  il  résulte  que  —  Toute  section  faite  dans  un  cône  paral- 
lèlement à  la  base  [ou  perpendiculairement  à  l'axe]  est  une  circon- 
férence de  cercle. 


DU    CYLINDRE    ET    DU    COHE.  875 

Tnio&ÉifE  in.  (Fig.  292.)  Pic.  393. 

N®  S^.  —  Tout  plan  mené  par  le  sommet  d'un  cône  droit  et 
par  uni  corde  £E'  de  la  base ,  coupe  la  surface  conique  suivant 
deux  génératrices  SE,  SE',  égales  à  SA. 

En  effet,  oe  plan,  passant  par  les  trois  pmnu  S,  E,  E%  doit 
contenir  chacane  des  deux  génératrices  SE ,  SE',  qai  correspon- 
dent aux  points  £ ,  E^  -^  Ainsi  (n®  i)  SE ,  SE',  sont  les  inter* 
sectioa^  da  plan  avec  la  surface  conique. 

Lorsque  le  plan  passe  par  Taxe  SO ,  c'est-à-dire  est  mené  par 
le  sommet  S  et  un  diamètre  de  la  base ,  la  section  résultante  est 
un  triangle  isoscèle  ASA'  doubla  dn  triangle  OSA;  et  les  deux 
génératrices  correspondantes  SA,  StA',  sont  dites  des  génératrices 
ou  des  aréles  opposées. 

N^  5IS9.  —  Scoux  I.  —  Un  plan  est  dit  tangent  au  cône ,  quand 
il  passe  par  une  arête  SH  et  par  la  tangente  LL'  àja  base,  menée 
par  le  point  M.  —  En  effet,  aucun  autre  point  pris  de  Tun  ou  de 
l'autre  côté  de  l'arête  SM,  dans  le  plan  SLL%  ne  saurait  appartenir 
à  la  surface  coniçae  :  car,  si  cela  était,  en  joignant  ce  point  au 
sommet  S ,  on  aurait  une  autre  génératrice  qui ,  étant  située  dans 
le  plan  SLL',  rencontrerait  la  base  suivant  la  droite  LL%  ce  qui 
^  absurde^  paisque,  par  hypothèse ,  LL'  est  tangent  à  la  base. 

Le  plan  tangent  au  cône ,  comme  le  plan  tangent  au  cylindre 
(n*  Stt4,  «ro/.  I),  touche  la  surface  conique  dans  toute  l'étendue  de 
la  génératrice,  ea  ce  sens  (pe 

Tout  plan  perpendiculaire  à  i'axe  coupe  la  surface  conique 
suipant  une  circonférence  de  cercle  (n®  5*57),  et  le  plan  tangent  sui- 
vant une  tangente  à  ce  cenA. 

N<*  360.  —  ScoLiE  n.  —  En  inscriTant  et  circonscrivant  des  po- 
lygones à  la  circonférence  de  la  base,  puis  faisant  passer  succès- 
àvement  des  plans  par  les  côtés  de  ces  polygones  et  par  le  sommet 
dacône,  on  forme  ùnsi  des  pyramides  inscrites  et  des  pyramides 
circonscrites  à  la  surface  conique. 

Lorsque  ces  polygones  sont  réguliers,  les  pyramides  sont  aussi 
dites  régulière  {n?  545). 

24* 
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Dans  les  pyramides  régulières  circonscrites,  la  droite  nonuDtfc 
apothème  [même  numéro]  est  constamment  égale  à  la  génératrice  SA 
du  cône. 

Enfin,  on  peut  dire,  en  s*exprimant  ici  câmme  pour  le  cy- 
lindre (n°  5i55) ,  <|ue 

Le  cône  est  une  pj ramifie  régulière  d'un  nombre  infini  dejace^ 
triangulaires,  tous  ces  triangles  ayant  pour  hauteur  commumc  U 
^  génératrice  ou  l'arête  du  cône,  et  pour  bases ,  les  éléments  de  lu 

circonférence  de  la  base  du  cône. 

Fir..  i'Sq  Tbiéoràme  IV.  {Fig,  298  et  293  bis.) 

et  29I  his, 

N''  561.  —  La  surface  latéral  d'un  cône  droit  quelconque  pat 
toujours  être  développée  sur  un  plan,  et  représentée  par  un  secitar 
circulaire  (n**  251)  ayant  pour  rayon  l'ardte  du  cône,  et  pour 
base  un  arc  tle  cercle  égal  en  longueur  à  la  circonférence  de  U 
base. 

Considérons  d^abord  la  pyramide  hexagonale  régulière  circoo- 
Fie.  !ig3.  scrite  au  cône  dont  la  base  a  pour  rayon  01  {fig*  293),  la  gén^^ 
ratrice  ou  l'arête  SI  étant  en  même  temps  l'apothème  de  U 
pyramide;  et  tâchons  d'opérer  le  développement  de  ses  faces late- 
raies  sur  un  même  plan.  —  Il  suffît,  pour  cela,  de  ooncevoir  quf 
la  face  SBC  tourne  autour  de  SB  comme  charnière,  jusqu'à  ce 
qu'elle  vienne  prendre  position  sur  le  plan  de  la  face  SB  A;  après 
quoi,  Ton  peut  faire  tourner  la  face  SCD  autour  de  SC,  de  ma- 
nière  que  son  plan  vienne  se  confondre  avec  celui  des  deux  pre- 
mières, et  ainsi  de  suite.  On  obtiendra  ainsi  le  développement  de 
la  pyramide. 

Ce  développement ,  représenté  pai;^  six  triangles  isoscèles  sah , 
fie.  293  hit.  sbcy.,,^sfa'{fig,  293  bis) y  adjacents  les.  uns  aux  autres  sur  un 
même  plan,  détermine  un  secteur  polygonal  tabcdefa'  (tie^%SS>) 
nyant  pour  base  une  ligne  brisée  régulière  abcdefa'^  telle  que  la 
somme  des  angles  au  centre  s  sera  moindre  que  4  droits  (n*SS7U 
et  égale  en  longueur  au  périmètre  de  la  base  de  la  pyramide.  Ta- 
pothème  de  ce  secteur  étant  d'ailleurs  l'arête  SI  du  cône  auquel  Ij 
pyramide  est  circonscrite. 

Maintenant,  comme  ces  constructions  peuvent  s'exécuter  quel 
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]ue  soit  le  nombre  des  faces  lie  la  pyramide  régulière  circonscrite, 
i\\e&  sont  applicables  à  la  surface  conique  qui  en  ^t  la  limite;  et 
dors  il  est  éTÎdent  que  le  développement  sera  représenté  par  un 
lecteur  drcnlnre  dont  la  base  est  un  arc  égal  "en  longueur  à  la 
idmme  des  éléments  de  la  circonférence  de  la  base  du  c6ne ,  le 
ayonde  cet  arc  étant  d'ailleurs  Taréte  ménie  SA  y  ou  4a  génératrice 
da  côoe;  C.   Q.  F.  D, 

■ 

Sgol».  — Les  surfaces  coniques  et  cylindriques  ne  sont  que 
des  cas  particuliers  d'une  classe  générale  de  surfilées  que  Ton 
\i»mme  surfaces  déçeloppables ,  et  dont  il  sera  question  dans  le 
second  Appendice  y  où  nous  reviendrons  également  sur  les  sur- 
faces cylindriques  et  coniques  'considérées  sous  an  point  de  vue 
beaucoup  plus  général 

§  II.  —  De  la  sphère  et  de  ses  principales  propriétés. 

N°  568.  —  Une  Sphàrb  est  la  figuVe  décrite  par  la  révolution 
d*un  demi-cercle  AMB  {fig,  294)  autour  d^un  de  ses  diamètres  f*»*  a94- 
AB  ;  —  la  surface  engendrée  par  la  demi-circonférence  se  nomme 

SUBFACK  SPHiRlQlïE. 

Dans  ce  mouvement,  chaque  point  M  de  la  demi-circonférence 
décrit  une  antre  circonférence  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
l'axe  de  révolution  AJB ,  et  dont  le  centre  P  est  situé  sur  cet  axe ,  le 
rayon  étant  d'ailleurs  MP. 

Dans  ce  même  mouvement ,  tous  les  points  de  la  demi-circonfé- 
renoe  génératrice  y  AMB,  restent  également  distants  du  point  O, 
centre  de  cette  circonférence;  d*où  résulte  une  autre  définition  de 
)a  sphère  et  de  sa  surface  : 

La  sphère  est  \me  figure  terminée  par  une  surface  dont  tous  les 
points  sont  également  distants  d'un  même  point  que  Ton  appelle 
centre,  —  Toute  droite  menée  du  centre  à  la  surface  est  dite  un 
rayon;  toute  droite  passant  par  le  centre  et  terminée  de  part  et 
(l'autre  à  la  surface ,  se  nomme  un  diamètre  de  la  sphère,  {f^oyez, 
)e  n*"  15  pour  la  définition  du  cercle.) 

24** 
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On  déduit  lévidemmeut  de  cette  seconde  définition 
1°  —  Que  —  Deux  sphères  de  même  rayon  sont  égales  ; 
tP —  Que  —  Tout  plan  AKBS  passant  par  le  centre  de  la  sphère, 
détermine  un  cercle  dont  le  rayott  est  le  même  que  celui  dm  la  sur- 
face; —  -et  que  de  plus,  il  divise  la  figure  en  deux  parties  égales 
.    que  Ton  nonune  hémisphères. 

Fie.  295.       .  Th^o&kme  I.  (Fig.  295.) 

lï**  S65.  —  Toute  section  de  la  sphèrr  par  un  plan  quelconque 
MNPQR  est  un  cercle  dont  le  centre  est  le  pied  1  He^  la  perpendtcu- 
laire  abaissée  du  centre  0  de  la  sphère  sur  ce  plan;  —  ce  qui  sV- 
corde  avec  le  second  alinéa  du  numéro  précédent. 

En  effet ,  si  Ton  joint  le  point  I  aux  différents  points  M,  N,P,.. , 
du  contour  de  la  «ection ,  et  1%  centre  de  ht  sphère  à  ces  mêmes 
points,  toutes  les  obliques  OMyON^OP, . . .,  sont  égales  comme  rayoi» 
de  la  sphère;  donc  (n°  505)  leurs  pied!»  M,  N,  P,  sont  également 
distants  du  point  I  qui  est  alors  le  centre  d'une  circonférence  pas- 
sant par  tous  ces  points. 

GoEOiXAinE.  —  La  surface  sphérique  est  une  surface  con^xe; 
car  Fintersection  de  cette  sur&ce  pat-  un  plan ,  étant  une  drconfé 
rence  de  cercle ,  et  celle-ci  ne  pouvant  être  rencontrée  par  une 
droite  qu'en  deux  points ,  il  en  est  de  même  de  la  surface,  ce  qui 
est  le  principal  caractère  d'une  surface  convexe  (n®  294} . 

ScQL»  I.  —  LorscpM  le  plan  conpant  passe  par  le  centre  de  h 
sphèfe,  la  section  obtenue  porte  le  nom  de  gramd  cercle. 

Dans  une  même  sphère  y  tous  les  grands  cerclés  sont  égaux ,  — 
ainsi  que  nous  l'avons  déjà  établi  au  numéro  précédent  :  car  ik 
ont  pour  rkyon  celui  de  la  sphère. 

Tout  autre  plan  sécant  détermine  ce  qu'on  nomme  on  petit 
cercle. 
Fio.  295.      En  désignant  par  R  le  rayon  OM  d'une  sphère  {fig.  zgS),  par  ' 
le  rayon  01  d*une  section  quelconque ,  et  par  d  la  distance  du 
point  O  au  plan  de  la  section ,  on  a 


K'  =  r^'\-d^  {n''  90^);     d'où     r=  ^a*  — ^'i 


T 
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ce  qui  démontre  que  le  rayon  r  d*un  ^tit  cercle  diminue  à  mesure 
que  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au  plan  de  ce  petit  cercle 
augmente;  et  vice  versd, 

ScoLiE  II.  —  On  donne  le  nom  de  pôles  d'un  cercle  aux  deux 
points  L  y  Uf  où  la  perpendiculaire ,  abaissée  du  centre  de  la 
sphère  sur  le  plan  de  ce  petit  cercle ,  rencontre  la  surface  sphérique  ; 
et  la  droite  LL'  est  dite  Vaxe  de  ce  cercle. 

Ces  points  L,  L^,  et  la  droite  lAJj  sont  en  même  temps  les  pôles 
et  Taxe  de  tous  les  cercles  parallèles  au  cercle  MNPQR ,  et  en  par- 
ticulier du  grand  cercle  AGBD. 

Ainsi ,  —  L'axe  d'un  grand  cercle  de  la  sphère  est  le  diamètre 
perpendiculaire  au  plan  de  ce  cercle;  —  les  extrémités  de  ce  dia- 
mètre en  sont  \es  pôles. 

ThiLorème  U.  (Fig.  296.)  Fie.  296. 

N»  564. — Tout  plan  mené  par  l'axe  AB  d'un  petit  cercle  VQKS^ 
détermine  fin  grand  cercle  BPAR,  BDAD',.**»  perpendiculaire  au 
plan  de  ce  petit  cercle  et  à  fous  ses  parallèles. 

En  effet  y  on  vient  de  voir  que  AB  est  perpendiculaire  au  plan 
PQRS  ;  donc  il  en  est  de  même  de  tous  les  plans  passant  par  cet 
axe  (o*»  309). 

Ces  plans  sont  dits  des  méridiens  du  petit  cercle ,  ainsi  que  de 
tous  les  parallèles  (n®  3fl0),  et  en  particulier  du  grand  cercle 
CDCD',  qui  en  fait  partie. 

ScolieI. — Tous  les  arcs  de  méridiens  VP y  BQ,  BR,...,  compris 
entre  un  petit  cercle  et  chacun  de  ses  pôles ,  sont  égaux  :  —  cai*  si 
Ton  tire  les  cordes  BP,  BQ,  BR^...,  elles  sont  toutes  égales 
in»  505). 

Chacun  des  arcs  de  méridiens,  BPC,  BQD,  BRC',...,  corres- 
pondant à  un  grand  cercle  CDG'D',  est  un  quadrant,  puisque 

les  angles  rectilignes  BOG ,  BOD ,  BOG^ . . . ,  sont  droits. 

f 
ScoLiE  n. — Un  grand  cercle  CDG'D'  ne  peut  avoir  qu'u/i  seul 

méridien  passant  par  un  point  donné  sur  la  surface  de  la  sphère , 


•  I 
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soit  C  sur  ce  grand  cercle ,  soit  Q  an  dehors  [pourvu  toutefois  qu  2 
soit  différent  du  pôle]  :  car  ce  point  et  Taxe  AB  déterminent  os 
plan  (n<»  891)^ 

Quelquefois ,  l'arc  de  cercle  QD ,  dont  le  plan  est  perpendicB- 
laire  à  celui  de  la  circonférence  CDG'D^  est  dit  lui-même  per- 
pendiculaire à  cette  dernière. 

ScoLiE  III.  —  Il  résulte  enfin  de  ce  qui  vient  d*étre  dit,  que, 
pour  obtenir  sur  la  surface  d'une  sphère  le  pdle  d'un  grand  cercle 
GDC'D',  il  suffit  de  concevoir,  en  deux  points  G,  D,  de  ce  cercle, 
deux  arcs  de  grand  cercle ,  GB ,  DB ,  perpendicalaires  à  CDCD', 
que  Ton  prolonge  jusqu'à  leur  rencontre  mutuelle  aux  points  A 
et  B ,  ou  bien  encore  un  senl  arc  GPB  perpendiculaire  à  CDeté^sI 
à  un  quadrant. 

Réciproquement,  le  pôle  d'un  grand  cercle  étant  donné,  pour 
obtenir  ce  cercle ,  il  faut ,  de  ce  pôle,  et  avec  une  ouverture  égale  i 
la  corde  d'un  quadrant,  décrire  (*)  une  circonférence:  ce  aen 
celle  du  cercle  demandé. 

F»«-  396  TnioRiME  ni.  {Fig.  296.) 

N®  56tf . — Tout  plan  MN  mené  par  l'extrémité  A  d'an  rayw  et 
la  sphère,  perpendiculairement  à  ce  rayon  ,  est  tangent  à  la  sphère 
—  [ce  qui  veut  dire  que  ce  plan  n*a  qu'un  point  commun  avec  U 
surface  sphérique]. 

Gar,  toute  droite  01 ,  menée  du  centre  de  la  sphère  à  un  poifit 
quelconque  I  du  plan  MN ,  est  une  oblique  à  ce  plan  ;  donc  eUeest 
plus  longue  que  OA  (n^  505)  ;  ainsi  ce  point  est  situé  hors  de  U 
sphère. 

B^ciPROQUXMENT,  —  Un  plan  qui  n'a  qu'un  point  commun  opet 
la  sphère,  ou  un  plan  tangent,  est  perpendiculaire  au  rayon  qui  ■ 
passe  par  le  point  de  contact  :  —  car  ce  rayon  est  la  plus  cooite 
distance  du  centre  à  tous  les  points  du  plan. 


i*)  Il  existe  des  instruments,  nommés  compas  sphériquet,  à  Taide  des- 
quels on  peut  décrire  des  circonférences  sur  une  surface  sphérique,  eomnc 
on  les  décrit  sur  un  plan  avec  le  compas  ordinaire. 
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CoKOLLAiaB.  —  Tout  plan  mené  par  le  point  de  contact  A  eoi^ 
I  tphère  suivant  an  grand  ou  lui  petit  cercle ,  et  le  plan  tangent 
livant  une  tangente  à  ce  cercle  :  —  car,  si  cette  droite  avait  quel- 
ae  poÎDt  iotérienr  aa  cercle ,  le  plan  tangent  aurait  aussi  an  point 
ilérieur  à  la  sphère ,  ce  qui  est  absurde. 

N"  366.  —  ScoL».  —  Soient  deux  grands  cercles  ACBC',  ADBD', 
lencs  par  le  diamètre  AB ,  et  A£ ,  AF,  les  deux  tangentes  qui 
isultent  de  l'intersection  du  plan  tangent  et  des  plans  des  deux 
rands  cercles. — L'angle  EAF  étaat  formé  par  des  perpendiculaires 
AB ,  menées  respectiveinent  dans  les  deux  plans ,  mesure  (a"  808} 
angle  dièdreCBAD. 

CeraénDeangle  dièdre  a  aussi  pour  mesure  l'angle  au  centre  COD, 
XTDépar  deux  droites  OC,  OD,  perpendiculaires  à  AB,  ouparal- 
iles  aux  tangentes  AE,  AF,  ou  bien  encore  (n"  1 19) ,  l'arc  CD 
ompris  entre  les  cAtés  de  cet  angle. 

N.  B,  —  On  nomme  Fuseau  spHiaiQua  la  portion  de  la  surface 
phcrique comprise  entre  deux  demi-circonférences  de  grand  cercle; 
t  ONGLET  svaiaiQnx,  y  espace  renfermé  entre  les  deux  demi-cercles 
Ile  fuseau,  espace  qui  n'est  qu'une  portion  de  l'angle  dièdre 
orrespondant  à  ce  fuseau. 

Des  sphères  sécantes  et  tangentes. 


N'*367.  — Proposition  préliminaire.  — De  ce  que  la  surface 
fkérique  est  une  surface  rentrante  et  fermée,  il  résulte  nécessai- 
«DKDt  que,  ù  deux  surfaces  iphériques  sont  tellement  placées  l'une 
AT  rapport  ï  l'outre ,  que  la  seconde ,  par  exemple ,  ait  tut  ou  plu- 
ieunpointsi'jiA^neii/vàla  preiiiière,etenménie  tempsiMOuplu- 
ieurs  points  extérieurs  k  celle-ci ,  les  deux  surfaces  se  coupent. 

Od  donne  le  nom  de  Ugne  des  centres  à  la  droite  indéfinie  qui 
oint  les  centres  des  deux  chères  :  c'est  dans  cette  direction  que 
«  mesure  la  distance  des  centres. 

TnioiiiME  IV.  {Fig.  297.)  F 

N°  368.  —  Lorsque  deux  surfaces  sphériques  se  coupent ,  la 
igne  d'intersection  est  une  circonférence  de  cercle  dont  le  plan  est 
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perpendiculaire  à  la   ligne  des  centres,  et  dont  le  centre  est  li/Br 
sur  cette  droite. 

Soient ,  en  effet ,  O,  0',  les  centres  de  deux  sphères ,  M  un  poim 
commun  à  leurs  surfaces ,  et  MP  la  perpendiculaire  abaissée  do 
point  M  sur  la  ligne  des  centres.  Menons  un  plan  par  les  troè 
points  O,  (y,  M:  ce  plan  déterminera  (n°S63,  scoL  I)  dam  b 
deux  sphères ,  des  grands  cercles  dont  les  circonférences  pas»- 
ront  toutes  deux  par  le  point  M.  Or,  en  supposant  que  les  àm 
demi-cercles  AMB,  A'MB',  fassent  une  révolution  entière  autoor 
de  l'axe  commun  AB',  il  est  clair  que,  dans  ce  mouyement,  ia 
perpendiculaire  MP  décrira  un  cercle  commun  aux  deux  sphérs 
ainsi  engendrées  (n*^  562).  —  Donc,  celles-ci  se  coupent  suiTaot 
un  cercle  dont  le  centre  est  sur  Taxe,  et  dont  le  rayon  est  lape^ 
pendiculaire  abaissée  du  point  commun  M  sur  cet  axe. 

ScoLiE.  —  Quelle  que  soit  la  position  relative  des  deux  sphère 
dans  l'espace ,  comme  tout  plan  conduit  suivant  la  ligne  des  cen- 
tres détermine  deux  circonférences  dont  les  centres  et  les  ravogs 
sont  ceux  des  sphères  elles-mêmes ,  il  s'ensuit  que  les  condibocs 
de  contact  et  à' intersection  de  leurs  surfaces  sont,  en  tous  points, 
identiques  avec  celles  qui  se  rapportent  à  deux  circonférences.  - 
Ainsi,  pour  énumérer  et  démontrer  ces  différentes  conditions,  il 
suffit  de  se  reporter  au  paragraphe  iv  du  7.^  chap,y  liv.  I. 

Nous  nous  bornerons  à  énoncer  ici  la  condition  relative  au  c^*'- 
tact  : 

Lorsque  deux  sphères  se  touchent,  la  distance  des  centra  fi 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  rayons.  —  Elles  o^ 
d'ailleurs,  au  point  de  contact,  un  plan  tangent  commun. 

§  III.   —  Des  triangles  et  des  polygones  sphériqu£S, 

ÎFio.  398.  N»  569.  —  Introduction.  —  Soit  O  {fig.  298)  le  centre  d'mie 
sphère.  Considérons  ce  point  comme  le  sommet  d'un  angle  po- 
lyèdre convexe  qui  satisfasse  d'ailleurs  à  la  condition  établie  aii 
n^  529,  c'est-à-dire  tel,  que  toutes  ses  faces  soient  situées  duo 
même  côté  par  rapport  à  un  certain  plan  mené  par  le  point  0.  — 
Cela  posé,  les  plans  de  ces  faces  rencontrent  la  surface  sphérique 
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iivant  des  circonférences  de  grands  cercles,  qui,  ensecoupaot 
eux.  k  deux,  déterminent  un  polygone  ABCDE  que  nous  nom- 
lerons  un  polygone  sphérique.  ' 

Or,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit ,  les  sommets  A ,  B ,  C ,  D ,  E , 
e  ce  polygone  doivent  être  tous  placés  sur  le  même  faémi^hère 
élcrminé  par  le  plan  MNP  indiqué  plus  haut ,  plan  que  l'on  prend 
rdinairement  pour  celui  de  la  figure. 

Les  arcs  de  grands  cercles,  AB,  BC,  CD,...  qui,  par  leurs  in- 
.Tsectioiis  mutuelles,  déterminent  le  polygone,  sont  dits  Us  côtés 
e  ce  polygone,  dont  les  angles  en  A,  B,  C,...,  ne  sont  autres, 
n  valeur,  que  les  angles  dièdres  f&rmés  par  les  plans  de  ces 
rands  cercles  ;  car  ces  angles  dièdres  ont  nécessairement  pour 
lesure  (n'  366)  les  angles  reclilignes  formés  respectivement  aux 
oiotsA,  B,  C,...  parles  tangentes  aux  arcs  AB  et  AE.BCet  BA, 

0  et  CB,...,  ou  bien  encore,  les  angles  que  forment  au  centre  de 

1  sphère  les  droites  menées  respectivement  dans  les  plans  des 
rands  cercles, T^eTiefKA'cu/iiJr^/nenr  aux  arêtes  des  angles  dièdres. 

Dans  le  cas  particulier  d'un  triangle  sphérique  ABC  [fig,  299),  Fre.  agg. 
:  plan  de  la  figure  peut  être  déterminé  .d'une  autre  manière  : 

Concevons  d'abord  le  plan  qui  passe  par  les  trois  sommets 
>,  B,  C  :  —  ce  plan  coupe  (n"  568]  la  surface  sphérique  suivant 
ae  circonférence  qui  ne  peut  être  que  celle  d'un  petit  cercle, 
loisqtie,  autrement,  le  plan  contiendrait  le  centre  de  la  sphère; 
I  les  trois  points  A ,  B ,  C  ,  se  trouvant  alors  sur  une  même  cir- 
onférence  de  grand  cercle,  ne  sauraient  former  un  triangle. 

Maintenant,  si  nous  menons  par  te  centre  O  un  plan  HNP  pa-  * 
aUèle  à  celui  des  trois  points  A ,  B ,  C ,  il  est  clair  que  ces  points 
eroDt  situés  sur  l'un  des  deux  hémisphères  que  détermine  le  plan 
<C<P;  et  c'est  ce  plan  que  nous  pouvons  prendre  pour  celui  de  la 
■sure,  —  Ainsi,  nous  supposerons  toujours  dorénavant  que  la 
orface  d'un  triangle  sphérique  est  entièrement  comprise  sur  un 
néme  hémisphère. 

Des  triangles  spkériques  en  particulier. 

N°  570.  —  On  ne  considère  ordinairement,  dans  la  Géométrie 
'fmc/KniPF,  que  les  triangles  formés  par  des  arcs  de  grand  cercle) 
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—  de  plus,  puisque  le  triangle  doit  être  placé  sur  un  màneheni- 
sphère  en  vertu  du  numéro  précédent,  il  s'ensuit  que  —  Chaqae 
côté  est  moindre  qu'une  demi-circonférence. 

On  doit  d'ailleurs  remarquer  que ,  si  l'on  prolonge  dans  too&ia 
sens  les  faces  de  l'angle  trièdre  au  centre ,  correspondant  à  o 
triangle  sphérique  donné,  les  plans  de  ces  faces  déterminent  sur  ii 

*  • 

surface  de  la  sphère  sept  autres  triangles  dont  les  éléments  oot, 
avec  ceux  du  triangle  donné ,  les  mêmes  relations  de  position  [et  àt 
grandeur]  que  les  éléments  des  huit  angles  trièdres  auxquels  du* 
nent  lieu  trois  plans  qui  se  coupent  en  un  même  point  (n**  S95);et 
chacun  des  côtés  de  tous  ces'triangles  sphériques  est  ainsi  moiodir 
qu'une  demi-circonférence. 

N®  571.  —  L'analogie  qui  existe  entre  un  angle  trîèdrf  u 
centre  d'une  sphère  et  le  triangle  sphérique  qui  lui  sert  de  bee, 
fait  pressentir  que  les  propriétés  de  celui-ci  sont  des  conséquence) 
nécessaires  des  propriétés  de  l'angle  trièdre. 

Ainsi,  par  exemple,  on  est  conduit  presque  immédiatement 
aux  propositions  suivantes  : 
Fifi.  399.       1°  —  Dans  tout  triangle  sphérique  ABC  {^g'  ^gg),   un  ràr 
quelconque  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  :  I 

Car,  dans  l'angle  trièdre  OABC ,  on  a 

AOB  <  AOC  -h  BOC  (n»  551)  ; 

or,  les  arcs  AB ,  AC ,  BC ,  étant  décrits  avec  le  même  rajoD ,  peu- 
vent servir  de  mesure  aux  angles  qui  leur  correspondent  ;  et  IVs 

*  a  par  conséquent ,  AB  <^  AC  +  BC. 

Par  suite ,  un  côté  quelconque  d'un  polygone  sphérique  ABCD£ 
FiQ.  a^.  (fig»  298)  est  moindre  que  la  somme  de  tous  les  autres; 

29  —  La  somme  des  trois  câtés  d'un  triangle  sphérique  a(' 
moindre  qu'une  circonférence  entière,  puisque ,  dans  l'angle  trièdie' 
correspondant,  la  somme  des  trois  faces  est  moindre  qnei^<Mf 
(n»55S);  I 

3°  —  Un  triangle  sphérique  peut  être  unirectangle  [ou  simple- 
ment rectangle]  y  birectangle,  trirectangle  :  car  un  angle  trinirt 
peut  avoir  (n**  552,  scol.  \)  un  seul  angle  dièdie  droit,  ou  thus^ 
ou  même  trois  angles  dièdres  droits. 
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4*^  —  Dans  tout  triangle  sphéricité  isoscèle,  aux  côtés  égaux 
mt  opposés  des  angles  égaux. 

Car  si  Ton  a  AB  =:  AC  [fig-  299) ,  par  exemple ,  Tangle  AOB  est  Fie.  9991. 
gala  AOC;  et  l'angle  trièdre  OABG  étant  isoèdre,  il  en  résulte 
ne  les  angles  dièdres  suivant  OC ,  OB ,  sont  égaux  (n**  554 ,  N.  B,)  ; 
onc  Tangle  C  est  égal  à  l'angle  B. 

Et  ainsi  àes  autres  propriétés  analogues  à  celles  des  n^  555  et  suiv. 

£0  un  mot  y  dans  le  déyeloppemçnt  des  autres  propriétés  des 
nanties  sphériques,  il  nous  sufBra  le  plus  souvent  de  rappeler 
es  propriétés  analogues  des  angles  trièdres;  comme  nous  pour- 
(Mis  aussi  en  donner  des  démqiDStrations  directes  toutes  les  fois 
[ue  ce  procédé  nous  semblera  plus  simple.  —  C*est  ce  que  nous 
lions  fidre  pour  la  proposition  suivante  qui  correspond  à  la  pro- 
jeté de' l'angle  trièdre  supplémentaire. 

■ 

Du  triemgle  polaire, 

K°  978.  —  Un  triangle  sphérique  ABC  {fig.  3oi)  étant  donné-,  Fig.  Hoi 
•upposons  que  le  point  C!  soit  celui  des  deux  pôles  de  Tare  AB 
0^^563,  scolie  II)  qui  se  trouve  situé  d'un  même  côté  que  le 
iommet  C  par  rapport  au  plan  AOB,  et  que  B',  A',  soient  les 
>ô1es  analogues  des  arcs  AC,  BC;  puis,  parles  trois  points  A\ 
^'}  C I  faisons  passer  des  arcs  d.c  grands  cercles  :  nous  obtenons 
iinsi  un  second  triangle  sphériqve  A'B'C^,  dont  les  trois  côtés 
Î'C,  A'C,  A' B',  ont  réciproquement  pour  pôles,  les  trois  som- 
mets A,  B,  C,  du  premier  triangle. 

Ëneffet,  C  étant  un  des  pôles  de  l'arc  AB,  l'arc  de  grand 
rercle  passant  par  les  points  C  et  A,  est  égal  à  un  quadrant 
n'^564);  de  méipe,  B'  étant  on  des  pôles  de  Tare  AC,  Tare  de 
p^nd  cercle  passant  par  les  points  B'  et  A  est  égal  à  un  quadrant^ 
ainsi,  puisque  AC  et  AB'  sont  des  quadrants,  il  s'ensuit  (même 
ftuméro)  que  le  point  A  est  le  pôle  de  l'arc  ou  du  côté  B'C. 

Même  raisonnement  pour  chacun  des  points  B,  C,  par  rapport 
lux  cotés  correspondants,  A!Q\  A'B'. 

En  raison  de  cette  propriété,  les  deux  triangles  sont  dits  des 
triangles  polaires  l'un  de  l'autre,  ou  simf^ment  des  triangles  po^ 
laires.  —  Cela  posé  : 

25* 
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FiG.  3oi.  TuioRÀME  I.  (Flg.  Soi.) 

pgo  575^  —  yoitr  angle  d'un  triangle  sphérique  a  pour  mesvr 
le- supplément  du  côté  qui  lui  est  opposé  dans  le  iriangie  polain; 
—  et  de  même ,  —  Chaque  côté  du  premier  triangle  est  te  supplé- 
ment de  l'angle  qui  lui  est  opposé  dans  le  second. 

Pour  démontrer  la  première  partie  f de  la  propositioD»  soiect 
prolongés  les  côtés  CA,  CB,  du  triangle  ABC,  jusqu'à  leur  rcfi- 
contre  en  D,  £,  avec  le  côté  A'B'  qui,  dans  le  polaire  A'B'C, 
est  opposé  à  l'angle  C.  —  Commet  le  point  C  est  le  pôle  du  ta» 
A'B'  fn*»  572),  il  en  résulte  que  les  arcs  CD,  CE,  sont  des  qoi- 
draals  (n"  564)^  ainsi  Tare  DE  est  la  mesure  de  Tangle  C  (n«  565, 
scoL  n).  Mais  les  points  A'  et  B'  étant  ausn  les  pôles  l^pecdfe 
des  côtés  BC  et  AC,  les  arcs  A'E,  B'D,  sont  de»  quadrants,  cf 
qui  donne 

A'E  4-  B'D,      oulî  A'D  4-  DE  -f^  DB'  =  A'B'  -h  DE  =  2  qaadr 

donc  A'B'  est  le  supplément  de  DE  ou  de  l'angle  C. 

On  démontrerait  de  la  même  manière,  que  A'C,  B'C,  sont !« 
supi^ments  respecdfs  des  angles  B  et  A. 

Quant  à  la  seconde  partie,  elle  résulte  nécessairement  de  of 
que  les  deux,  triangles  sont  polaires  l'un  de  l'autre.  On  prouTewit 
d^ailleurs  directement  que  l'angle  C  a  pour  mesure  le  supplémcni 
du  côté  AB,  en  prolongeant  AB  jusqu'à  sa  rencontre  en  G,K. 
avec  les  côtés  C'A',  C'B'. 

jV^.  £,  —  En  vertu  de  cette  propriété  du  triangle  A' B'C  par 
rapport  au  triangle  ABC,  on  donne  au  second  triangle  le  nom  de 
triangle  supplémentaire  du  premier. 


ScoiiiK  I.  —  Il  est  important  de  faire  attention  à  la  manière 
les  points  C,  B',  A',  ont  été  détenninés  dans  l'énoncé;  car  si  ron 
considérait  les  autres  pôles  [C,  B",  A"]  des  côtés  AB,  AC,  BC,  en 
les  combinant  trois  à  trois  avec  C,  B'^,  A',  on  pourrait  fonnef 
d'autres  triangles  spbériques;  mais  ceux-ci  ne  jouiraient  pas  de  b 
propriété  énoncée. 
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Nous  ajouleroDS  que  cette  propriété  aurait  pu  être  déduite  de 

a  propriété  de  l'angle  trièdre  «ipplémentaire  établie  au  n°830; 

nw  U  démonstralioD  que  nous  venons  d'exposer  nous  paraît 

>1us.ùmple. 

ScoubII.  — Désignons  par  A,  B,  C,  et  A',  B',  C,  les  angles 
le  deux  triangles  polaires  réciproques,  ABC  et  A'B'C,  puis,  par 
I ,  é ,  c ,  et  a',  ^,  (/,  les  cAtés  respectivement  apposés  à  ces  angles. 
—  On  a,  d'après  le  théorème  précédent,  les  relations 

A  +  a'  =  2*"",     B-i-b'  =  2  *^",     C  +  c"  =  a*-'". 


)r,  tant  que  le  triangle  sphérique  ABC  existe ,  il  en  est  de  rnéiDe 
In  triangle  A'B'C  ;  et  l'on  a 

,-  fl'-f-6'-(-c'<4dW)iw(n"8TI,  2"); 

l'où  A-t-B  H-C>ad™i«; 

a"  «'  +  6'  -t-  c"  >  o , 

foù  A  +  B  H-  C  <  6  droits. 

Ainsi ,  —  Dant  tout  triangle  sphérique ,  la  somme  des  trois 
angles  est  plus  grande  que  2  otxtrn  et  plus  petite  ftie  6  Daorrs. 

Cette  somme  peut  approcher  de  chacune  de  ces  limites  autant 
qtK  l'on  veut;  en  sorte  ^ue  les  trois  angles  peuvent  être  aigus, 
obtus,  ou  droits  à  la  fois ,  ainsi  que  neus  l'avons  déjà  établi  au 
numéro  571. 

Dans  le  triangle  bireciangle,  deux  des  cAtés  sont  égaux  à  des 
quadrants;  et  dans  le  triangle  trirectangle ,  les  trras  cAtés  sont  des 
quadrants.  —  Tout  cela  est  parfaitement  d'accord  avec  ce  qui  a 
été  dit  au  n-  SSa,jco/.I. 
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Théorème  II. 

N®  S74.  —  Sur  une  même  sphère  ou  sur  des  sphères  égaies 
[c'est-à-dire  de  même  rayon],  — Deux  triangles  sphériques  sva 
égaux,  —  1"  —  lorsqu'ils  ont  un  côté  égal  adjacent  à  des  an^h 
égaujp  chacun  à  chacun  et  semblablement  disposés,  ou  bien,  u 
angle  égal  compris  entre  côtés  égaux  chacun  à  chacun  et  sembla- 
blement disposés;  —  2°  —  lorsqu'ils  ont  les  trois  côtes  égau 
chacun  à  chacun ,  ou  bien ,  les  trois  angles  chacun  à  chacun  et 
semblablement  disposés;  — 3°  —  ils  peuvent  être  égaux  encore  lors- 
qu'ils ont  deux  côtés  égaux  ainsi  que  l'angle  opposé  à  l'un  d'eu, 
ou  bien ,  deux  angles  égaux  ainsi  que  le  côté  opposé  à  l'un  d'eu 
[mais  ce  dernier  cas  est  susceptible  de  plusieurs  restrictions]. 

Cet  énoncé  présente,  comme  on  le  voit,  six  cas  difTérents. 
mais  liés  deux  à  deux  par  la  proposition  du  triangle  sphérique 
supplémentaire. 

Quant  à  la  démonstration  de  chacun  d'eux ,  il  suffît  de  (m 
coïncider  les  angles  trièdres  aux  centres ,  O  et  (y,  corresponda^it 
à  ces  triangles  sphériqbes,  lesquels  coïncideront  aussi  nécessai- 
rement. 

N.  B.  —  On  donne  le  nom  de  tétraèdres  sphéeiques  iq\ 
deux  espaces  OABC ,  O'A'B'C,  déterminés  par  les  faces  des  ao^ 
trièdres ,  et  par  les  triangles  sphériques  ABC  y  A^B'C*  ;  il  est  évi- 
dent que  ces  tétraèdres  sphériques  coïncident  en  même  temps 
que  les  triangles. 

ScoLiE.  —  Lorsque  deux  triangles  sphériques  ont  tons  leors 
éléments  égaux  chacun  à  chacun  [  côtés  et  angles  ] ,  mais  non  àiy 
posés  de  la  même  manière,  on  dit  que  les  triangles  sont  sytaè- 
triques ,  parce  qu'en  effet  ils  correspondent  alors  à  des  aD^e$ 
trièdres  symétriques.  (Toyez  le  n"  354.) 

Mais ,  dans  le  cas  particulier  où  les  triangles  sphériques  soot 
isoscèles ,  c'est-à-dire  où  Ton  suppose  AB  =  AC ,  A'B'  =  A'C . 
régalite  des  deux  triangles  a  lieu  en  même  temps  que  leur  sy- 
métrie :  car  alors  les  angles  trièdres  correspondants  étant  isoè- 
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dres,  il  s'ensuit  que  ^tfx-ci  sont  ausâ  égaux  et  supeq>osables 
Ceci  nous  conduit  à  une  proposition  importante  : 

Thxorj^b  ra.    {Fig.  3o3.)  Fie   3o3. 

>°  575.  —  Deux  triangles  sphériqucs  symétriques  sont  équi- 
valents [en  surface]. 

Considérons  les  triangles  ABC ,  A'B'C  ,  dans  lesquels  on 
suppose  les  côtés  AB  et  A'B^  AC  et  MQ\  BG  et  B'C%  égaux 
chacun  à  chaciu ,  ainsi  (|ue  les  angles  opposés  à  ces  côtés ,  mais 
iisposés  symétriquement. 

Soit  P  celui  des  deux  pôles  du  petit  cercle  passant  par  les 
trois  points  A,  B,  G,  qui  se  trouve  situé  d'un  même  côté  que 
:e  petit  cercle ,  par  rapport  au  centre  de  la  sphère  ;  et  joignons 
le  point  P  aux  points  A ,  B  ,  G ,  par  des  arcs  de  grands  cercles, 
PA ,  PB ,  PC  (n®  564 ,  scoL  I).-  Traçons  ensuite  sur  la  surface  du 
triangle  A'B'C',  un  arc  de  grand  cercle  A'P'  qui  forme  avec  A'B' 
uù  angle  V^B'  égal  k  l'angle  PAB ,  et  prenons  A'P'  =  AP.  Joi-  ' 

gnons  enfin  le  point  P'  aux  points  A',  G'  par  des  arcs  de  grands 
cercles,  P'A',   P'G'. 

Cela  posé,  les  deux  triangles  ABP,  A'B'F,  ont  un  angle  égal, 
PAB  =  P'A'B',  compris  entre  côtés  égaux,  AB=A'B',  AP=A'P'; 
d'ailleurs  ils  sont  isoscèles ,  puisque  AP  =  PB ,  A'  P'  =  P'  B' 
(n°  364);  ainsi,  ces  triangles  sont  égau^t  et  superposâmes  {scoL 
précédent). 

Pareillement,  les  triangles  APG,  A'P^G',  sont  égaux  et  superpo- 
sables;  car  d'abord  ,  de  ce  que  les  angles  BAC  et  B'A'G',  PAB  et 
P'A'B',  sont  respectivement  égaux ,  il  en  résulte 

angle  PAG  =  angle  P'A'G'  ; 

de  plus ,  les  triangles  sont  isoscèles ,  puisque 

PA  =  PC,.    P'A'  =  P'G'. 

Même  conclusion  pour  les  triangles  PGB ,  P'G'B'. 

Les  deux  triangles    ABC,   A'B'G%    sont  donc  composés  de 
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parties  PAB  et  P'A'B',  PAC  et  FA'C,  PBC  et  P'B'C,  sopcr 
posables  chacune  ji  chacune,  et  ayant  par  conséquent  des  sur- 
faces égales  ;  donc  aussi  y  les  surfiices  de  ces  deux  triangles  soot 
égales. 

If.  £.  —  Le  point  P',  déterminé  par  la  oonstructîo&  précr- 
dente,  est  le  pâle  du  petit  cercle  passant  par  les  trois  points 
A',  B%  C\  de  même  que  P  est  le  pôle  du  petit  cercle  passant 
par  les  points  A,  B,  G. 

GoaoLLAïas.  —  On  déduit  du  théorème  précédent ,  que  b 
tétraèdres  sphériques  OABC,  O'A'B^C,  sont  équivalents  y  puis- 
qu'ils sont  composés  de  parties  égales  et  superposaibles  chaoïDr 
à  chacune  (n°  57 tf) ,  comme  correspondant  à  des  triangles  spbe- 
riques  égaux  et  superposables. 

Par  suite ,  les  angles  trièdres-  correspondant  à  ces  tétraèdre 
sphériques  y  sont  eux-mêmes  équivalents,  en  ce  sens  qu'ils  soot 
décomposableSy  chacun  ,  en  trois  angles  trièdres  isoèdres  qiie  l'en 
pourrait  faire  coïncider  (n**  5G4,  scoL  I). 

Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  quelques  propné(ésde 
la  sphère,  dont  la  première  peut ,  au  premier  abord,  sembler 
paradoxale ,  mais  n'en  est  pas  moins  une  conséquence  riçoo- 
reuse  de  la  proposition  établie  au  n^  1162 ,  pour  les  arcs  (W 
cercle  décrits  avec  des  rayons  différents,  sur  une  corde  com- 
mune. 

Fio»  3o4.  THSoaiMB  lY.  {Fi g»  3o4-) 

N*"  576.  —L'arc  de  grand  cercle  [rectifié],  AMB,  pastàM 
par  deux  points  quelconques  A ,  B ,  d'une  surface  sphériq^e , 
esi  moindre  que  tout  arc  de  petit  cercle  terminé  aux  extrrm^ 
A,  B. 

En  effet,  soient  O  le  centre  de  la  sphère,  R  sonravoD^ou 
celui  d'un  grand  cercle,  rie  rayon  de  l'un  quelconque  des  p^ 
dts  cercles  qu'on  peut  imaginer  par  les  points  A  et  B,  enfin, 
d  la  distance  du  centre  O  au  plan  de  ce  petit  cercle  ~  La  rela- 
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tioD  r  z=z  ^R»  —  r/%  obtenue  au  n®  565 ,  nous  prouve  que  tous 
les  cercles  passant  par  les  points  A ,  B ,  et  situés  sur  la  sphère , 
ont  un  rayon  plus  petit  que  celui  de  la  sphère  ;  donc  (n**  26S)  Tare 
AMB  est  moindre  que  tout  autre  arc  de  cercle  passant  par  les 
mêmes  points  A ,  B. 

iV.  B.  —  Il  est  bien  entendu  qu'il  ne  s'agit  ici  que  de  la  plus 
petite  des  deux  portions  de  circonférence  de  grand  cercle,  sou- 
tendues  par  la  corde  AB. 

ScoLiB.  —  On  peut  obtenir  les  différents  arcs  de  cercle ,  situés 
sur  un  ménae  plan,  comme  dans  la  figure  i68  du  n^  262,  en  fai- 
sant tourner  les  plans  de  tous  les  petits  cercles,  autour  de  AB 
comme  charnière ,  pour  les  rabattre  sur  le  plan  du  grand  cercle    * 
OAB. 

L'arc  de  grand  cercle  sera  l'arc  AMB  ayant  son  centre  en  O  \ 
Tare  du  petit  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  au  plan  OAB, 
sera  vu  suivant  une  demi-circonférence  ANB  dont  le  centre  sera 
au  milieu  o  de  AB;  et  un  tout  autre  arc  de  petit  cercle  se  trou- 
vant dans  un  plan  intermédiaire  entre  les  deux  précédents ,  aura 
un  rayon  o'K  plus  petit  que  OA ,  mais  plus  grand  que  oA  ;  il  sera 
donc  vu  suivant  un  arc  ARB ,  intermédiaire  ;  et  l'on  aura  ,  comme 
dans  le  n^*  262, 

AMB  <  ARB  <  ANB, 

THioEiMB  V.  (/y^.   3o4  bis.  )  ,  Fie.  3o4  ha. 

^i**  577,  —  Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur  la 
surface  d'une  sphère  est  le  plus  petit  des  deux  arcs  de  grand 
cercle  passant  par  ces  deux  points. 

En  effet,  remarquons  d'abord  que,   d'après   sa  nature,   la 
sphère  est  une  ûgare  parfaitement  ronde,  en  ce  sens  que  toute 
section  de  sa  surface  par  un  plan  mené  sous  une  direction  quel-  ' 
conque,  est  une  circonférence  de  cercle. 

Cela  posé,  soit  ACDEB  une  ligne  tracée  au  hasard  sur  cette 
surface,  et  différente  de  l'arc  AMB;  on  peut  toujours  la  re- 
c;arder  ou  comme  un  arc  de  petit  cercle ,  ou  comme  un  assemblage 
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d*arcs  de  grands  cercles  AC,  CD,  DE,  EB,  situés  dans  des  pians 
diflerents ,  ou  bien  enfin ,  comme  un  assemblage  d'arcs  de  pedis 
cercles  finis  ou  infiniment  petits. 

Or,  dans  le  premier  cas,  la  proposition  est  déjà  démontrée  d'a- 
près ce  qui  a  été  dit  ci-dessus. 

Dans  le  second,  comme  les  arcs  AC,  CD,...  forment  aTcc 
Tare  AMB  un  polygone  sphérique ,  Parc  AMB  est  moindre  que 
AC  +  CE  +...,  (n<>  571),  ou  moindre  que  ACDEB. 

Dans  le  troisième  cas ,  chacun  des  arcs  de  petits  cercles  AC ,  CD,..  . 
est  moindre  que  l'arc  de  grand  cercle  ayant  les  mêmes  extrémités 
A  et  C ,  C  et  D, . . .;  donc ,  à  fortiori , 

AMB  <  ACDEB  ;  C.  Ç.  F.  b 

N.  £.  —  Ce  mode  de  démonstration  nous  paraît  beaucoup  pins 
direct  et  surtout  plus  en  rapport  avec  la  nature  de  la  sphère,  qm 
toutes  les  démonstrations  consignées  dans  d'autres  ouvrages. 

§  IV.   —   Des  polyèdres  ùiscriptibles  ou  circonscrip- 
tibleSj  et  en  particuUerj  des  poljrèdres  réguliers. 

FiG.  3o5.  Thkorâms  I.  (Fig,  3o5.) 

N"  578.  —  Tout  tétraèdre  DABC  est  insc^ptible  à  une  sp/tèn; 
—  en  d'autres  termes,  —  On  peut  toujours  /aire  passer  une  sur- 
face sphérique  par  quatre  points  non  situés  dans  un  même  pian. 

Soient  I ,  I',  les  centres  des  cercles  circonscrits  à  deux  des  faces 
ABC ,  ADC ,  par  exemple  ;  et  menons  les  axes  IL ,  l'L',  de  ces  cer- 
cles (n®  505 ,  scoL  I).  —  Je  dis,  —  i®  —  que  çe&  droites  se  ren- 
contrent en  un  certain  point  O;  —  a°  que  le  point  O  est  le  centre 
d'une  sphère  dont  la  surface  contient  les  quatre  points  A ,  B,  C,  D. 

Premièrement,  AC  étant  une  corde  commune  aux  deux  cercles 
circonscrits ,  il  s'ensuit  que  les  perpendiculaires  à  AC,  menées pir 
le  milieu  K  de  cette  corde,  dans  les  plans  respectifs  ABC,  ADC. 
passent  par  les  points  I,  V  (n''  41);  —  de  plus,  le  plan  conduit 
suivant  ces  perpendiculaires  Kl ,  KV,  est  perpendiculaire  à  i^ 
corde  AC  (n^^  518),  et  par  conséquent  aux  deux  plans  ABC,  ADC^ 


/ 
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lonc  il  condent  les  axes  IL,  W  (n*  311);  et  comme  les  droites 
LI,  Kl',  se  coupent,  il  doit  en  être  de  même  des  axes  IL,  l'L' 
n^  ISO).  —  Soit  O  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites. 

En  second  lieu,  tirons  les  droites  0A>  OB,  OG,  OD.  On  a  vu 
n^  305)  que  IL  est  le  lieu  de  tous  les  points  situés  à  égale  distance 
e  A,  B,  G;  donc 

OA  =  OB  =  OC. 
^ar  une  raison  analogue ,  on  a 

OA  =  OC  =  OD. 

Ainsi ,  la  surface  de  la  sphère  qui  a  pour  rayon  OA ,  passe 
kécessairement  par  les  autres  points  B ,  Ç ,  D;  C,  Q.  F,  D, 

ScoLiE  I.  —  Comme ,  d'après  les  raisonnements  qui  précèdent , 
e  centre  de  toute  sphère  passant  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  D, 
bit  se  trouver  à  la  fois  sur  IL ,  et  sur  I'  L%  lesquelles  droites  se 
»upent  en  un  point  unique,  il  en  résulte  qu'il  ne  peut  exister 
\n*une  seule  sphère  satisfaisant  à  la  condition  énoncée.  —  On  est 
lonc  ainsi  conduit  aux  deux  propositions  suivantes  : 

i** — Si  y  par  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux  quatre  faces 
à* un  tétraèdre  y  on  élève  des  perpendiculaires  aux  plans  de  ces 
faces,  les  quatre  perpendiculaires  concourent  en  un  même  point» 

2"*  —  Si,  par  les  milieux  des  six  arêtes  d'un  tétraèdre,  on 
mène  des  plans  perpendiculaires  à  ces  arêtes ,  et  par  conséquent 
iQx  faces,  les  six  plans  concourent  en  un  même  point. 

Ce  point  unique  y  dans  Pun  et  l'autre  énoncé,  n'est  autre 
que  le   centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre. 

ScoLiE  II.  —  Le  théorème  principal  peut  être  énoncé  sous  forme 
de  problème,  de  la* manière  suivante  : 

Faite  passer  une  sphère  par  quatre  points  donnés. 

Mais  alors  il  y  a  lieu  d'examiner  diverses  hypothèses  : 

1° — Si  les  quatre  points  donnés  ne  sont  pas  dans  un  même 
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plan,  auquel  cas  ils  peuvent  être  considérés  comme  les  somnM» 
d'un  tétraèdre ,  le  problème  est  toujours  possible  et  admet  sm( 
seule  solution. 

2°  —  Si  les  quatre  points  sont  dans  un  même  plan,  etappir 
tiennent  à  une  même  circonférence  de  cercle ,  tous  les  points  dr 
l'axe  (n^  503,  scol.  I)  de  cette  circonférence  sont  les  centres  da- 
tant de  sphères  passant  par  les  quatre  points;  et,  dans  ce  cas,  ir 
problème  est  susceptible  d'une  infinité  de  solutions. 

30 — Si  les  quatre  points,  étant  dans  un  même  plan,  ne  seiruo- 
vent  pas  sur  une*  même  circonférence  de  cercle  [hypothèse  qo 
comprend  comme  cas  particulier,  celui  de  3  points  en  ligne  droôe'. 
le  problème  est  impossible.  —  Et  en  effet ,  dans  cette  hypothèse ^  hi 
axes  des  cercles  menés  par  les  quatre  points  combinés  trois  à  trsu 
deviennent  parallèles;  et  leur  point  d'intersection,  ou  le  cesire 
de  la  sphère ,  est  situé  à  Vinfini, 

Toutefois ,  dans  ce  cas ,  on  pourrait  dire  que  la  sphère  demandée 
a  un  rayon  infini,  ou  que  son  centre  est  situé  à  Vinfini. --U 
surface  serait  alors  le  plan  des  quatre  points  donnés. 

4°  —  Enfin ,  si  les  quatre  points  étaient  tous  en  ligne  droite,  m 
aurait  pour  solutions  des  plans  en  nombre  infini ,  etc. 

Fio.  3o6.  TaioaixE  II.  [Fig,  3o6.) 

N®  579.  —  Tout  tétraèdre  DABG  est  circonseriptibUs  à  une  sphèn- 
—  ou  bien ,  —  on  peut  toujours  obtenir  une  sphère  tangente  av 
quatre  faces  d'un  tétraèdre. 

Considérons  les  trois  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  à  b 
base  ABC;  ces  plans  déterminent  un  nouveau  tétraèdre  OABC 
dont  le  sommet  O  peut  être  pris  pour  le  centre  d'une  sphère  tiB- 
gente  aux  quatre  faces. 

En  effet,  soient  abaissées  du  point  O  les  perpendiculaires 01. 
OK,  OG,  OL,  sur  les  quatre  faces  ABC,  ABD,  ADC,  DBC.Ooa 
vu  (n"  328)  que  le  plan  bissecteur  OAB  est  le  lieu  de  tous  ^ 
points  également  distants  des  faces  ABC ,  ABD  ;  donc  01  =  0& 
Pareillement ,  le  plan  OBC  étant  le  lieu  de  tous  les  points  cgate- 
ment  distants  des  faces  ABC,  BCD,  on  a  01=  OL,*et  par  coas<^- 
quent  01  =  OK  =  OL. 
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On  démontrerait  encore  que  01  :=  OG ,  et  par  suite  que  01  =  OK 
=0G=0L. 

Aiflsi  y  la  sphère  qui  a  pour  centre  le  point  O,  et  pour  rayon  01 , 
passera  nécessairement  par  les  quatre  points  I ,  K ,  G ,  L  :  et  de 
plus»  elle  sera  tangente  aux  quatre  faces  (a?  56JS).     ' 

ScouE  I.  — Comme  chacun  des  angles  dièdres  à  la  base  n'a  qu'un 
plan  bissecteur,  et  que  les  trois  plans  bissecteurs  ne  sauraient  avoir 
qn*un  point  commun ,  il  s'ensuit  qu'à  un  tétraèdre  donné  on  ne 
peut  inscrire  qu'une  seule  sphère. 
On  est  d'ailleurs  conduit  à  cette  nouvelle  proposition  : 
Les  six  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres  d'un  tétraèdre  concou' 
rent  en  un  même  point  qui  est  le  centra  de  la  sphère  inscrite. 

ScouE  II.  —  En  procédant  comme  pour  le  triangle  (n^  t75) ,  on 
pourrait  obtenir  quatre  autres  sphères  [dites  alors  des  sphères  ex^ 
inscrites]^  en  prolongeant  chacune  des  faces  d'un  même  angle 
trièdre,  de  l'autre  côte  de  la  face  opposée  au  sommet  de  cet  angle 
trîèdre ,  puis  en  menant  les  plans  bissecteurs  des  angles  dièdres 
supplémentaires.  —  Mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ces  résultats. 

Des  polyèdres  réguliers, 

I^®  580»  —  On  donne  le  nom  de  polyèdre  régulier  à  tout  po-^ 
lyèdre  dont  les  faces  sont  des  polygones  réguliers  égaux,  et  dont 
les  angles  dièdres  sont  égaux  ;  d'où  il  suit  d'abord  que  les  angles, 
polyèdres  doivent  être  eux-mêmes ^^aux  et  réguliers ,  et  ensuite, 
qu'un  polyèdre  régulier  est  nécessairement  convexe, 

[  On  voit  que  cette  définition  ne  comprend  pas  les  prismes  ré- 
guliers et  les  pyramides  régulières,  tels  que  nous  les  avons  défi- 
nis aux  n<**  559  et  545  ;  ici ,  la  régularité  porte  sur  l'espèce  et 
non  sur  le  genre.] 

THiOEÀME    m. 

N**  581.  —  Il  ne  peui  exister  plus  de  cinq  sortes  de  polyèdres 
réguliers. 
En  effet ,  nous  savons  déjà  qu'il  faut  au  moins  trois  faces  pour 
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former  un  angle  polyèdre ,  et ,  en  outre ,  que  la  somme  de  toutes 
les  faces  de  cet  angle  solide  doit  être  moindre  que  4  droits  (n®  VSf]\ 
il  suffit  donc  de  passer  en  revue  tous  les  angles  de  polygones  re 
^uliers  dont  les  assemblages  3  à  3,  4^4»^^  S*-**»  doDoeci 
une  somme  moindre  que  4  droits. 

Or,  —  I®  —  L'angle  du  triangle  équilatéral  étant  égil  à  y 
d'i  droit,  on  peut  assembler  trois ,  quatre,  ou  cinq  angles  du 
triangle  équilatéral ,  mais  pas  davantage ,  puisque  7X6  donne 
rdit  ■—-  ou  4  droits, 

2°  —  L'angle  du  carré  valant  i  ,  on  ne  peut  assembler  que 
trois  de  ces  angles  au  plus,  puisque  quatre  donneraient  une  somme 
égale  à  4  droits. 

3°  —  L'angle  du  pentagone  régulier  valant  -f ,  on  ne  saurait 
,  également  assembler  que  trois  de  ces  angles ,  ce  qui  donoenit 
I X  3  ou  3  f 

Comme  1  ou  -^  est  l'angle  de  Thexagone  régulier,  et  que 
^  X  3  =  4>  il  s'ensuit  que  l'on  ne  peut  former  un  angle  x^ 
avec  des  angles  d'hexagones  réguliers,  et  h  fortiori,  de  polygones 
réguliers  d'un  plus  grand  nombre  de  cotés. 

Ainsi ,  les  seuls  polyèdres  régulier»  possibles  sont  ceux  doot 
chaque  angle  solide  est  formé  par  trais ,  quatre ,  cinq  angles  àe 
triangle  équilatéral,  puis  par  trois  angles  droits,  et  enfin  ps: 
trois  angles   de    pentagone   régulier;    en   tout   cinq  polyèdres: 

C,  Q,  F.  D. 

ScoLiE.  —  Il  resterait  à  prouver  que  chacun  de  ces  cinq  \^ 
lyèdres  réguliers  peut  toujours  être  formé  ;  et  c'est  ce  que  nous 
ferons  ultérieurement.  Les  polyèdres  obtenus  sont  le  tétraèdre  ré- 
gulier [  4  faces  ] ,  V hexaèdre  régulier  ou  le  cube  (n"  540)  [6  faces  • 
V octaèdre  ^pg^a/Z^r  [ 8  faces ] ,  \e  dodécaèdre  régulier  [12  fKei]^ 
enfin  ,  Vicosaèdre  régulier  [20  faces]. 

Nous  ferons  toutefois  connaître  dès  à  présent  la  construcrion  du 

tétraèdre  et  de  V hexaèdre,  sur  une  droite  donnée  comme  côcê. 

Fie.  307.      Soient  d'abord  ABC  {fig.  307)  le  triangle  équilatéral  construit 

sur  uùe  ligne  donnée  (n**iô7),  O  le  centre  du  cercle  inscrit  ou 

circonscrit  à  ce  triangle.  Élevons  par  ce  point  une  perpendiculaire 
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lu  plan  ABC;  puis  y  marquons  sur  cette  perpendiculaire  un  point  S 
£l ,  que  la  distance  SA  soit  égale  à  AB ,  et  tirons  les  droites  SA ,  SB , 
se  ;  nous  obtiendrons  ainsi  le  tétraèdre  demandé. 

Car,  i"*  —  Les  trois  droites  SA,  SB ,  SC ,  sont  égales  (n^  505)  ;  et 
Niisqae ,  par  construction ,  SA  =  AB ,  les  quatre  faces  SAB ,  SAC , 
>BC,  ABC,  sont  égales;  il  en  est  de  même  des  angles  dièdres.  Ainsi 
a  figure  est  un  polyèdre  régulier. 

Soit ,  en  second  lieu ,  MNPQ  un  carré.  Par  les  quatre  sommets 
tf,N,  P,  Q,  élevons  des  droites  perpendiculaires  au  plan  de  ce 
arré,  et  égales  à  MN;  puis  tirons  M'N',  N'F,  P'Q',  Q'M' :  la 
igure  MP'  ainsi  obtenue  est  évidemment  un  cube  ou  un  hexaèdre 
régulier. 

TnioRiMB  IV.  (  Fig.  3q8.)  Fie.  3o8. 

N**  588.  —  Tout  polyèdre  régulier  est  à  la^  fois  inscriptible  et 
irconscFiptible  à  une  sphère  ;  —  ce  qui  veut  dire  qu'on  peut  tou- 
ours,  —  1**  — faire  passer  la  surface  d'une  sphère  par  tous  les 
wnmets  d'un  polyèdre  régulier; — 2"  —  construire  une  autre  sphère 
^ngente  à  toutes  les  faces. 

Soient  en  effet  ABCD . . . ,  ABC'D' .  • . ,  deux  faces  contiguës 
quelconques ,  et  I  «  T,  les  centres  de  ces  deux  faces.  On  peut 
prouver,  comme  au  n^  578 ,  que  les  axes  IL ,  VU ^  des  cercles 
passant  parles  sommets  des  deux  polygones  réguliers,  se  coupent 
m  un  point  O  ;  et  si  Ton  joint  ce  point  à  tous  les  sommets 
4 ,  B ,  C,  D  , . . .  ,C',  D'y .  * . .  ,  on  aura ,  à  cause  de  01  =  OF 
ainsi  qu'on  peut  le  prouver  facilement  au  moyen  des  triangles 
rectangles  OIK,  OI'K] ,  une  série  d'obliques  égales  OA,  OB, 
OC,  OD,...,OC',  OD', 

En  combinant  Tune  de  ces  faces ,  ABCD ....  par  exemple , 
ivec  une  troisième  face  qui  lui  soit  contiguë ,  on  prouvera  de  la 
même  manière  que  l'axe  de  ce  nouveau  polygone  rencontre  IL  au 
même  point  O ,  etpar  suite,  que  toutes  les  obliques  de  jonction 
du  point  O  aux  sommets^  de  la  troisième  face  sont  égales  aux 
obliques  précédentes;  et  ainsi  de  suite. 

Il  résulte  de  là  que  le  point  O  peut  être  considéré  comme  le  som- 
met commun  à  une  suite  de  pyramides  régulières  (  n"  545)  égales , 
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ayant  pour  hases  les  difTérentes  faces  du  polyèdre ,  et  pour  axes 
les  droites  qui  joignent  le  point  O  aux  centres  des  faces. 

Donc  —  1°  —  La  sphère  qui  a  pour  centre  le  point  0  ^  et  pmi 
rayon  OA ,  passera  par  tous  les  sommets  du  polyèdre  ; 

2^ —  La  sphère  qui  a  pour  centre  le  même  point  O,  et  poor 
rayon  01 ,  sera  tangente  à  toutes  les  faces  du  polyèdre  aux  points 
I,  r,  r, ;  C.  Q.  F-  D. 


CHAPITRE  III. 

PROBLÈMES   SUR   LA   GÉOMÉTRIE   DE   L'ESPACE. 
PRINCIPES  DE   GÉOMÉTRIE   DESCRIPTIVE. 


Introduction, 


N®  583.  —  Dans  le  troisième  chapitre  de  chacun  des  deuxpre- 
miers  livres  y  nous  avons  exposé  les  moyens  de  résoudre  graphi- 
quement des  problèmes  qui  se  rapportent  aux  figures  planes.  — 
L'objet  que  nous  nous  proposons  dans  celui-ci  étant  de  résoudre 
des  problèmes  sur  les  points,  les  lignes ,  les  surfinces  et  les  coq»» 
il  est  naturel  de  se  demander  comment  on  peut  arriver  à  leur  solu- 
tion par  des  constructions  exécutées  sur  un  seul  et  même  plan.  Or, 
c'est  à  quoi  Ton  parvient  en  employant  le  secours  d'une  sôeoct 
dont  l'invention  est  due,  en  grande  partie ,  à  riUustre  Mobge,  I'ub 
des  fondateurs  de  l'École  Polytechnique.  Du  moins,  c'est  lui  qœ 
a  le  plus  contribué  à  réunir  les  éléments  de  cette  science  en  on 
corps  de  doctrine. 

Ainsi ,  avant  de  nous  occuper  de  la  résolution  de  nouveaux  pro- 
blèmes, nous  devons  poser  les  principes  fondamentaux  de  la  Géo- 
métrie descriptive ,  branche  des  mathématiques  dont  le  but  prio- 
cipal  est  de  représenter  et  de  fixer,  au  moyen  de  constructioB» 
exécutées  sur  une  feuille  de  dessin,  la  position  absolue  ou  relatif 
d'un  ou  de  plusieurs  objets  dont  les  diverses  parties  sont  générale- 
ment dans  des  plans  différents. 


PROBLÈMES   SUR   LA    GéûMÉTRIE    DE    lVspaCE.  3^9 

N"*  584.  —  Définttions»  -^  ConsidéroDS  deux  plans  perpendicu- 
aires  entre  eux ,  l'un ,  MN  [fig.  Sog) ,  que  nous  nommerons  plan  Fig.  Sog. 
(oaizoïfTAL  [c'est  la  feuille  de  dessin  sur  laquelle  doivent  s'exécuter 
outes  les  constructions]  ;  l'autre,  NP,  nommé  plan  vertical.  —  Ces 
leux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  LL^  désignée  ordinaire- 
Qent  sous  la  dénomination  de  liove  de  terre. 

Cela  posé ,  si  nous  nous  rappelons  (n^  526)  que  la  projection 
\*un  point  sur  un  plan  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
le  ce  point  sur  le  plan ,  et  que  la  projection  d'une  droite  sur  un 
^lan  ^t  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
les  différents  points  de  la  droite  donnée  sur  le  plan,  nous  dirons, 

1° —  0ue  la  projection  horizontale  d'un  point  A  de  Tespace, 
st  la  projection  a  de  ce  point  sur  le  plan  horizontal ,  et  que  sa  pro- 
ection  verticale  est  la  projection  a'  de  ce  même  point  sur  le  plan 
rertical  ; 

2*  —  Que  les  projections  horizontale  et  vçrticak  d'une  droite 
^  sont  les  projections  aè ,  a'b\  de  cette  droite  sur  le  plan  hori- 
zontal et  sur  le  plan  vertical. 

Les  deux  plans  MN ,  NP,  portent  conjointement  le  nom  de  plaks 

JE  PEOJECTIOir. 

Les  plans  ABèa  y  AB6V,  qu'on  doit  imaginer  par  la  droite  AB, 
perpeDdiculairement  aux  deux  plans  MN,  NP,  pour  obtenir  les 
leux  projections  de  cette  droite,  tant  sur  le  plan  horizontal  que 
mr  le  plan  vertical ,  se  nomment  les  deux  plans  projetants. 

Maintenant,  on  donne  le  nom  de  traces  d'un  plan  quelconque 
aux  intersections  CD,  CD,  de  ce  plan  avec  les  deux  plans  de  pro- 
lection;  CD  est  la  trace  horizontale,  et  CD  la  trace  verticale:  — 
[»  deux  traces  se  coupent  nécessairement  en  un  même  point  de  la 
ligne  de  terre  LL',  et  fixent  la  position  du  plan. 

Si  le  plan  que  l'on  considère  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans 
^^  projection ,  au  plan  vertical  par  exemple ,  sa  trace  horizontale 
EG  est  perpendiculaire  à  la  ligné  de  terre  (n"  3IÎI) ,  puisqu'elle  est 
I  intersection  de  deux  plans  perpendiculaires  au  plan  horizontal. 
De  même,  un  plan  perpendiculaire  au  plan  horizontal  a  sa  trace 
verticale  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

îi**  38iJ.  -1-  Pour  compléter  ces  notions  préliminaires,  nous 
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avons  encore  à  faire  une  remarque  importante,  savoir  :  —  Coauv 
toutes  les  opérations  graphiques  doivent,  en  définitive,  être  ent- 
oilées, soit  sur  une  feuille  de  dessin  horizontale,  soit  même  sa: 
un  tableau  vertical,  on  est,  à  chaque  instant,  obligé  de  snppoit' 
Fie.  S09.  que  Tun  des  plans  de  projection ,  NP  par  exemple  {^g.  309 , 
tourne  autour  de  la  ligne  de  terre  LL'  pour  venir  se  rabattit  sv 
Fautre  plan.  Il  arrive  alors  [et  c'est  une  circonstance  qu'il  £uU  y 
rappeler  continuellement]  qu'après  le  rabattement,  puisque  le 
deux  plans  de  projection  s'étendent  indéfiniment  en  tons  sens,  la 
partie  inférieure ,  NP',  du  plan  vertical  (*)  vient  se  confondre  avec 
la  partie  antérieure,  MN,  du  plan  horizental,  et  au  contraire,  qoe 
la  partie  supérieure,  P9P,  du  plan  vertical ,  vient  se  confondre  avec 
hii^dxûe  postérieure ,  QN',  du  plan  horizontal,  c'est-à-dire  arec  b 
partie  de  ce  plan  que  cache  le  plan  vertical. 

tles  notions  étant  établies ,  nous  diviserons  le  chapitre  en  tm» 
paragraphes.  —  Le  premier  aura  pour  objet  ce  qu^on  Domdie  b 
méthode  des  projections,  ainsi  que  ses  applications  à  difîérenUpru- 
blêmes  sur  le  point ,  la  ligne  droite  et  le  plan  ;  le  second,  la  mé- 
thode de  rabattement  et  ses  principales  applications  ;  enfin  htrm- 
sième  comprendra  diverses  questions  sur  la  sphère,  qui  se  nttj- 
chent  plus  ou  moins  directement ,  soit  à  la  méthode  des  projections, 
soit  à  celle  de  rabattement. 

§  I.   —  Méthode  des  projections. 

Principes  fondamentaux, 

Fio.  3io.  Peemiee  Peiiïcipk.  (/Y^.  Sic.) 

N®  386.  —  Les  projections  horizontale  et  verticale,  o,  o',  </'«•'' 
point  O  de  V espace,  doivent  être,  après  le  rabattement  du  plafl 
vertical  de  projection ,  par  exemple ,  sur  une  même  droite  perpen- 
diculaire à  la  ligne  de  terne. 

En  effet,  par  les  perpendiculaires  Oo,  Oo',  abaissées  du  poiotO 


(*)  Oq*  suppose  ordinairement  qo«  le  mourement  se  fasse  d'aviot  es 
arrière. 
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sur  les  plans  de  projection ,  conduisons  un  plan  :  ce  plan ,  étant 
à  la  fois  perpendiculaire  au  plan  horizontal  et  au  plan  yerti-» 
cal  (n'^  509)  y  Test  aussi  à  leur  intersection  LL'  (n**  519),  et  par 
conséquent,  il  coupe  les  plans  de  ph>jection  suivant  des  droites 
oky  o'i^  passant  par  le  même  point  /*,  et  perpendiculaires  à  LL'. 
Dr,  dans  le  mourement  que  fait  le  plan  vertical  pour  se  coucher 
mr  le  plan  horizontal ,  la  droite  a' A  ne  cesse  pas  d'être  perpendi* 
mlaire  à  LL';  donc,  après  le  rabattement,  le  point  o'  doit  venir 
le  placer  en  o",  sur  le  prolongement  de  ok  ;  ainsi  ^  les  points  o,  0"^ 
pii  représentent  actuellement  les  projections  du  point  O,  sont  si- 
tués sur  une  même  droite  00'^  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre* 
N.B.  —  La  figure  Ookt/  étant  un  rectangle,  on  a 

00  =  0'^=  0%       et,     0(/  =  okf 

ce  qui  prouve  que  la  distance  du  point  O  de  Tespace ,  au  plan  ho- 
rizontal, est  également  représentée  par  Oo  et  par  o'A  ou  *o'^^;'de 
néme,  Oo',  o^,  représentent  également  sa  distance  au  plan  ver- 
ical. 

'  Scoua  I.  -^  RicipaoQUBilEirf ,  /orr^a 'après  le  rabattement  du 
^  vertical,  on  donne  deux  points  o,  o",  sur  une  même  droite 
jcrpendicttlaire  à  la  ligne  de  terre  ^  ces  points  peuvent  être  consi- 
iérés  comme  les  projections  d'un  même  point  de  l'espace,  et  en 
îrent  généralement  la  position. 

Car,  supposons  que  les  plans  de  projection  soient  remis  dans 
^ur  véritable  position  [de  plans  rectangulaires]-:  —  dans  ce 
nonvement,  la  droite  ko"  ne  cessera  pas  d'être  perpendiculaire  à 
tL',  et  prendra  une  position  telle  que  ko';  dès  lors,  les  droites 
ko\  Aoy  détermineront  un  plan  perpendiculaire  à  LL'  (n*  3(19); 
et  si,  par  les  points  o,  </,  on  élève  des  perpendiculaires  respectives 
lox  deux  plans  de  projection,  ces  nouvelles  droites,  étant  situées 
dans  le  plan  oko'  (n°  SU) ,  se  rencontreront  en  un  certain  point  0 
[n''  ttO)  qui  ne  pourra  être  autre  que  celui  dont  les  points  o  et  o' 
ou  0"  sont  les  projections. 

Ainsi,  les  deux  projections  d^un  point  en  fixent  la  position. 

N.  B.  —  Il  faut  observer, '  toutefois ,  que,  d'après  la  remarque 
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faite  au  n"  86tf ,  les  points,  o,  o",  considérés  comme  projedMBS 
d'un  même  point  O  de  l'espace ,  représentent  également  les  pro- 
jections d'un  second  point  O',  qui  serait  situé  derrière  le  plan  tv- 
tical,  et  au-dessous  du|)lan  horizontal. 

ScoLiE  II.  —  Lorsqu'un  point  r  est  situé  dans  le  plan  horizoabl, 
il  est  à  lui-même  sa  propre  projection  horizontale;  et  sa  projectioi 
verticale  doit  être  le  pied  r'  de  la  perpendiculaire  abaissée  do 
point  r  sur  la  ligne  de  terre  (n°  811).  —  De  même ,  la  projectk» 
verticale  d'un  point  s'  situé  dans  le  plan  vertical ,  est  le  point/ 
lui-même  ;  et  sa  projection  horizontale  est  sur  la  ligne  de  tem 
en  5,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  /. 

FiG. 3o9i 3i  I .  Deuxième  PaiNcipÉ.  {Fig,  $09 et  3 1 1 .) 

N"  587. — Les  projections  liorizontale  et  verticale  d'une  droite  de 
l'espace  étant  données,  la  droite  est,  en  général,  complétemext 
déterminée  de  position. 

Il  peut  se  présenter  plusieurs  cas  : 

•  PasMiEB  G4S.  —  Nous  supposerons  d'abord  qu'aucune  de 
deux  projections  ne  soit  ni  parallèle  ni  perpendiculaire  à  la  ligne  dr 
terre. 
F16.  309.  Soient  donc  ab^  a' h'  (fig.  $09) ,  ces  deux  projections.  —  Psr€es 
droites  conduisons  des  plans  respectivement  perpendiculaires  ai 
plan  horizontal  et  au  plan  vertica)  ;  —  ces  plans  perpendiculaire» 
doivent  nécessairement  se  couper,  puisque,  autrement,  ilssenâcst 
parallèles;  et  comme  la  trace  verticale  du  plan  mené  par  aà  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  LL'  (n**  384) ,  il  devrait  en  être  de 
même  de  la  droite  a^b',  trace  verticale  du  second  plan  (n*^  S4,4^),(c 
qui  serait  contre  la  supposition.  Or,  ces  deux  plans  se  coupant,  ieor 
intersection  ne  saurait  être  qu'une  droite  AB  dont  ab,  a'h',  sont 
lesxlettx  projections;  et  cette  droite  est  unique. 

DEUxiÈn  CAS. — Supposons  maintenant  que  Tune  des  deuxpn>^ 

jections  données,   la  projection  horizontale    cd  par  exempi^  , 

FiG.  3i  I .  (fig'  3 1 1  ) ,  soit  parallèle  à  la  ligne  de  terre ,  la  projectioD  vcrtirtl^ 

étant  une  droite  quelconque  c'rf'  :  —  dans  ce  cas,  les  deux  pUits 
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lerpendiciilaires  se  rencontreront  encore,  puisque  le  plan  passant 
MUT  c'd'  coupe  le  plan  vertical  de  projection ,  et  qu^  Gelui«*ct  est 
lécessairement  parallèle  au  plan  mené  suivant  c</  (n^'SSft);  IMn- 
ersection  de  ces  deux  plans  perpendiculaires  sera  alors  la  droite  . 
ID  dont  les  projections  sont  cd^  c'd'  :  — cette  droite  est  d*ail- 
^UT%  jMfraiièie  au  pian  vertical  àe  projection ,  puisqu'elle  se  trouve 
ituée  dans  un  plan  parallèle  à  celui-ci. 

On  démontrerait  de  même  qu'une  droite  e'f  parallèle  à  la 
igné  de  terre,  et  une  autre  droite  quelconque  e/^  sont  les  projec- 
ions ,  Tferticale  et  horizontale,  d'une  certaine  droite  EF  parallèle  au 
ilan  horizontal,  t 

TaoïsiiMB  CAS. — On  peut  encore  supposer  que  les  deux  droites 
lonnées ,  gA^  ^h\  soient  à  la  îo\s  parallèles  à  la  ligne  de  terre. — 
)ans  ce  cas,  il  est  facile  de  reconnaître  que  les  deux  plans  perpen- 
liculaires  se  rencontrent  encore  ;  et  leur  intersection  est  une  droite 
jK  qui  est  elle-même  parallèle  à  la  ligne  de  terre  LL'. 

QuATKiÈitE  GAÀ. — Enfin ,  on  peut  supposer  que  l'une  des  prbjec- 
ions,  par  exemple  la  projection  horizontale,  soit  une  droite  rs 
perpendiculaire  à  la  Ngne  de  terre  ;  mais  alors ,  la  projection  verti- 
ale  //  doit  être  eUe-mème  perpendiculaire  à  LL',  et  située  sur 
e  prolongement  de  rs. — Car  le  plan  mené  par  rs  perpendiculaire- 
nent  au  plan  horixontal ,  étant  en  même  temps  perpendiculaire  au 
>lan  vertical  (n°  511) ,  représente  à  la  fois  le  plan  projetant  de  la 
Iroite  de  l'espace,  sur  chacun  des  deux  plans  de  projection.  ' 

Dans  ce  cas,  la  droite  de  l'espace  aura  une  position  tout  à  fait 
ndéterminée  dans  ce  plan. — Elle  pourra,  par  exemple,  èive per- 
pendiculaire au  plan  vertical  ;  et  alors ,  ses  deux  projections  seront 
a  droite  rr  et  un  point  quelconque  de  la  droite  rV  [prolongement 
le  rs\j  ou  vice  versd. 

On  voit  donc  que,  ce  quatrième  cas  excepté,  une  droite  est  com- 
[)1étement  déterminée  par  ses  deux  projections. 

ScouB. — Toute  droite  EF  (Jlg.  3ii),  parallèle  an  plan  hori-  Fie.  3ii. 
eontal,  est  dite  une  ligne  horizontale;  —  mais  il  n'est  pas  vrai  de 
dire  que  toute  droite  parallèle  au  plan  vertical  soit  une  vertkale, 
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puisque ,  d'après  le  troisième  cas  traité  plus  haut,  une  droite  peit 
être  à  la  fois  parallèle  au  plan  horizontal  et  an  plan  vertica]* 

On  donne  le  nom  de  verticale  à  tonte  droite  perpendiculaire  iq 
plan  horizontal  (*). 

Tout  plan  mené  par  une  verticale  est  dit  voïplan  vertical  eomm 
étant  perpendiculaire  au  plan  horiaontal  de  projection  ;  et  tnt 
plan  parallèle  au  plan  koritontal  de  projection  est  dit  un  pi» 
horizontal. 

Troisième  Prircipk. 

N®  388.  —  Les  projections  horizontales  et  verticales  de  deiu 
droites  parallèles  dans  l'espace  sont  respectivement  parallèles. 

Car  si ,  d*un  point  de  chaque  droite ,  on  mène  une  perpeDdk&- 
laire  au  plan  horizontal,  les  plans  verticaux  (n®  586 ,  scol.)^  po- 
sant respectivement  par  les  deux  droites  et  par  les  deux  perpen- 
diculaires, seront  parallèles  (n^  5S8);  donc  leurs  întersectionsanc 
le  plan  horizontal ,  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  projecdoos 
horizontales  des  deux  droites,  sont  parallèles  entre  elks  (n*^  SIS, 
—  Même  raisonnement  pour  les  projections  verticales. 

ScoLiB.  —  Pareillement,  les  traces  horizontales  et  verticales  l' 
deux  plans  parallèles  sont  respectivement  parallèles  [mèixkt  numén) 

fie.  3ia.  QUATHIKMB  ET  DXEHIER  PaUfCiPE.  {Fig,  3  12.) 

N°  389. — Lorsqu'une  droite  kB  et  utf  plan  ES  sont perpenàai- 
îaires  entre  eux,  les  projections  de  la  droite  sont  respectivement  per- 
pendiculaires aux  traces  du  plan. 

Concevons,  par  exemple,  le  iptlàn projetant  de  la  droite  ÂBar 
le  plan  horizontal  MN  ;  et  soit  ab  la  trace  horizontale  de  ce  phi 
projetant,  laquelle  n'est  autre  que  la  projection  horizontale  de b 
droite. — Soit,  en  outre ,  RT  la  trace  horizontale  du  plan  RS. 

Cela  posé,  le  plan  projetant  KBba  est  en  même  temps  peipeft- 
diculaire  an  plan  horizontal  et  au  plan  donné  RS,  puisqu'il  passe 
par  une  droite  AB  perpendiculaire  à  celui-ci  (n**  909);  donc  il  0< 

(*)  Ce  n^est  autre  chose  qoe  la  diraction  àujil  k  plomh. 
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perpencficulaire  à  leur  intersection  conunuDe  RT  :  réciproquement 
&T  est  perpendiculaire  an  plan  projetant ,  et  par  conséqiuent  aussi 
ï  la  droite  i(ii6  qui  passe  par  son  pied  A  dans  ce  plan;  ainsi  «6  est 
perpendiculaire  à  RT. 

On  démontrerait  d'une  manière  analogue  que  la  projection  ver* 
icale  de  la  droite  est  perpendiculaire  à  la  trace  verticale  du 
»lan. 

ScOLiE.  —  Il  n*est  pas  vrai  de  dire  que  si  deux  droites  sont 
xrpendicuiaires  àsjïsYesjpaice  y  leurs  projections ,  sur  le  plan  hori- 
tootal  ou  sur  le  plan  vertical,  soient  perpendiculaires  entre 
?l!es. 

En  général ,  suivant  Tinclinaison  du  plan  de  deux  droites  per- 
pendiculaires entre  elles,  par  rapport  au  plan  horizontal ,  l'angle 
formé  par  leurs  projections  horizontales  peut  passer  par  tous  les 
rtats  de  grandeur  depuis  zéro  jusqu'à  deux  droits. 

On  nomme  projection  horizontale  d'un  angle  dans  Pespace, 
*angle  formé  parles  projections  de  ses  deux  côtés  sur  le  plan  hori- 
soDtal ,  et  projection  verticale  d'un  angle ,  l'angle  formé  par  les 
i>rojections  des  côtés  sur  le  plan  vertical. 

Passons  maintenant  aux  différents  problèmes  de  la  Géométrie 
descriptive,  que  l'on  nomme  les  paiLiMivAiRES. 

Observation  importante,  —  Jusqu'ici ,  nous  avons  eu  recours  ^ 
lies  6gures  en  relief  pour  expliquer  les  définitions  et  les  prin- 
âpes fondamentaux.  — Mais,  dorénavant,  nous  nous  bornerons 
1  tracer  la  ligne  déterre  pour  représenter  les  deux  plans  de  projec- 
tion ,  plans  dont  elle  est,  en  quelque  sorte,  la  ligne  de  séparation. 
On  ne  doit  pas  alors  perdre  de  viie  ce  qui  a  été  dit  au  n°  58^-, 
savoir:  que  la  partie  de  la  figure  qui  est  en  avant  de  la  ligne  de 
terre  représente  à  la  fois ,  el  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal , 
et  la  partie  inférieure  du  plan  vertical ,  tandis  que  l'autre  partie 
de  la  figure  représente  à  la  fois ,  et  la  partie  postérieure  du  plan 
horizontal ,  et  la  partie  inférieure  du  plan  vertical. 

Nous  ajouterons  que ,  pour  abréger  le  discours,  nous  représen- 
terons presque  toujours  par  \ah ,  a'^  ']  une  droite  de  l'espace ,  dont 
les  projections  seront  ab ,  a'b'  ;  et  cette  droite  sera  alors  désignée 
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elle-'inénie par  AB.  —  De  même ,  [n ,«'],[*,*'] t—  représentti«pi 
les  points  A,  B,...  de  l'espace. 

Enfin,  nous  nommerons ,  suivant  Tusage ,  ëpctab  cl*un  problèw. 
Tensemble  des  constructions  que  l'on  aura  exécutées  avec  h  it^ 
et  le  compas,  pour  parvenir  aie  résoudre. 

Fie.  3i3.  PaoBLKME  I.  (Pig»  3i3.} 

N°  500. — Les  /projections  de  deux  points  étant  données,  cw- 
struire  ta  distance  entre  ces  deux  points. 

Soient  LV  la  ligne  de  terre»  [a>  a']y  [b,  b']  les  deux  poinis 
donnés  A ,  B.  —  Remarquons  d'abord  que  les  perpendiaibira 
abaissées  de  ces  points  sur  le  plan  horizontal,  tombant  en  a,  ^, 
forment  avec  ab  ^  AB ,  un  trapèze  vertical  KBab.  —  Maioie- 
nant,  imaginons  que  le  plan  de  ce  trapèze  tourne  autour  de  u 
trace  horizontale  aby  pour  se  rabattre  sur  le  plan  horizontal: 
les  perpendiculaires  dont  nous  venons  de  parler  se  rabattnmt 
suivant  deux  droites  a  A  =:  /«',  hB  =  gb'  (n»  586,  N.  B,)^  per- 
pendiculaires k  ab;  et  si  Ton  joint  les  points  A  et  B ,  on  aun  Afi 
pour  la  dîsts^nce  demandée. 

ScoLra. — Si,  dans  !e  trapèze  rabattu  AB6a,  nous  menons  par 
le  point  A  le  plus  rapproché  de  la  ligne  ab ,  une  parall^e  AB*  ï 
cette  droite ,  nous  formerons  un  triangle  rectangle  AB'^B  danskquH 
on  aura  AB''^  ab,  et  BB''  égal  à  la  différence  des  distances  desdeai 
points  A ,  B,  au  plan  horizontal,  lesquelles  distances  sont  rrpn^ 
sentées  sur  la  figure  par  les  lignes  données  a' A ,  b'g. 

De  là  résulte  un  autre  moyen  de  construction  du  problème  pro 
posé: 

I  "  —  Menez  par  le  point  a'  la  droite  a'/  parallèle  à  la  ligne  de 
terre  LL'  ; 

2®  —  A  partir  du  point/,  portez  sur  la  droite^â'  prolongée ,  nnr 
distance /a''  égale  à  ba  ; 

Z'^'-Tirczb'a". 

Vous  obtenez  ainsi  la  distance  demandée;  car,  d'après  cette 
construction ,  les  triangles  6'«"/,  BAB" ,  sont  évidemment  égaux. 

iV.  B.  —  Cette  construction  est  plus  simple  que  la  premicrr,  en 
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ce  que  les  perpendiculaireft  Aa^^  gb\  étant  déjà  données  diaprés      " 
renoncé  »  il  suffit  de  mener  par  le  point  a'  une  parallèle  à  LL% 
tandis  que  dans  la  première  construction ,  on  est  obligé  de  mener 
deux  perpendiculaires aA,  bB, 

PaoBLiMElI.  {fig.  3i40  Fw.  3i4. 

N*S9I.  —  Déterminer  les  traces  horizontale  et  verticale  d'une 
droite  [abj  a'b']^  c*est-à-dire,  les  points  où  la  droite  AB  perce  ou 
rencontre  chacun  des  plans  ele  projection. 

Ahaltse.  —  Le  point  où  la  droite  perce  le  plan  horizontal  est  à 
lui-même  sa  projection  horizontale  (n°S86,  scoL  n)  ;  et  sa  projection 
verticale  est  à  la  fois ,  et  sur  la  projection  verticale  de  la  droite ,  et 
sur  la  perpendiculaire  menée  du  même  point  à  la  ligne  de  terre  11/ . 
—  Pareillement,  la  trace  verticale  de  la  droite  a  pour  projection 
verticale  cette  trace  elle-même,  et  pour  projection  horizontale  le 
point  de  rencontre  de  la  projection  horizontale  de  la  droite,  avec  « 

la  perpendiculaire  abaissée  de  cette  trace  sur  la  ligne  de  terre. — On 
est  ainsi  conduit  à  la  construction  suivante  : 

Stntbâse. —  1"  —  Prolongez  a'b'  jusqu'à  sa  rencontre  en  r' 
avec  LL',  et  élevez  an.  point  /  une  perpendiculaire  à  LL':  elle  ren- 
contre ab  en  un  point  r,  qui  n*est  autre  que  la  trace  horizontale 
(le  la  droite  AB. 

2**  —  Prolongez  ab  jusqu'à  sa   rencontre  en  s  avec  LL',  et* 
élevez  au  point  s  une  perpendiculaire  à  LL'  :  le  point  s'y  où 
cette  perpendiculaire  rencontre  a'b',  est  la  trace  verticale  de  la 
droite  AB. 

iV.  £. — Si  la  droite  AB  avait  la  position  indiquée  par  [ab^^'b'] 
(fig.  3i5),  la  construction  serait  la  même;  mais  alors  le  point  rpto*  3i5^ 
sendt  situé  derrière  le  plan  vertical ,  et  le  point/  serait  aur-dessus 
du  plan  horisBontal  {voyez  la  remarque  du  n*'  581$). 

ScoLn.  — On  peut  avoir  besoin  de  connaître  l'angle  que  forme 
la  droite  AB  avec  le  plan  horizontal,  c'est-à-dire  avec  sa  projec- 
tion horizontale  a 6  (n^  386).  —Or,  il  suffit,  pour  cda  ^  de  remar- 
quer que,  dans  l'espace,  la  droite  qui  joint  les  points  r,  /^ 
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b'Vy  cPy  ou  Q'P,  QP,  doivent  se  couper  en  un  même  point  P  <ir 
la  ligne  de  terre. 

Fie.  3i:.  Problème  VI.  (Fig,  Si^.) 

N»  ZW,— Étant  donnés  les  deux  plans  NMN',  QPQ',  conamt 
les  projections  de  leur  intersection  commune. 

Puisque  les  traces  horizontales  MN  »  PQ ,  appartiennent  iqx 
deux  plans,  le  point  a  o\x  elles  se  coupent,  est  un  point  de  Ira 
intersection  commune  ;  et  c^est  celui  où  elle  perce  le  plan  hori- 
aeontal.  En  abaissant  de  ce  point  une  perpendiculaire  oo'  sur  U 
ligne  de  terre,  on  aura  a'  pour  sa  projection  verticale. 

De  même ,  puisque  le  point  h'^  où  se  coupent  les  traces  verdcaln 
des  deux  plans,  est  la  trace  verticale  de  Tintersection  commoK. 
le  pied  b  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  V  sur  LL\  scn 
sa  projection  horizontale. 

Donc  les  droites  de  jonction,  ab^  a'b\  sont  les  projections 
horizontale  et  verticale  de  Tintersection  commune  des  denx  plaos^ 

p^o  59^  —  ScoLiB.  —  Cette  construction  suppose  que  les  points 

a ,   b'y  sont  connus  de  position  sur  le  plan  de  la  figure,  liais 

il  peut  arriver  que  les  traces  des  deux  plans  ne  puissent  ^ 

rencontrer  qu^à   une  très-grande  distance,  comme  l'indique  b 

Fie.  Ix^.fig.  3i8. 

Dans  ce  cas ,  il  faut  employer  une  autre  méthode  : 

Prenons  sur  la  ligne  de  terre  LL'  un  point  p  beaucoup  plo^ 
rapproché  de  M ,  que  ne  Test  le  point  P  ;  et  menons  les  droite 
pq^pq'y  respectivement  parallèles  à  PQ,  PQ'  ;  ces  parallèles seroni 
les  traces  d'un  nouveau  plan  parallèle  au  plan  QPQ';  et  son  iober* 
section  avec  le  plan  NMN'  devra  être  parallèle  à  TintenecticD 
cherchée  (n®  5i8).  | 

Gela  posé,  nous  pouvons,  comme  dans  le  numéro  précédent, 
déterminer  les  projections  (ib^  a'b\  de  l'intersection  desdeiu 
plans  NMN',  qVq'^  auxquelles  les  projections  cherchées  devrtMtf 
être  parallèles  (n""  588).  Ainsi ,  il  suffit  d'obtenir  un  point  k 
chacune  de  ces  dernières. 

A  cet  effet,  supposons,  pour  le  moment,  que  A,  B',  soient  ks 
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points  de  concours  des  traces  MN  et  PQ,  MN'  et  PQ',  que  B,  A', 
soient  les  points  des  deux  projections  cherchées ,  qui  se  trouvent 
situés  sur  la  ligne  de  terre;  et  tirons  AB ,  A'B'.  — Les  deux  cou- 
ples de  triangles  semblables,  AMP  et  aM/?,  AMB  et  aM6,  donnent 
les  deux  proportions 

Al^i:aM  ::  mp  :  M/?, 

AM:aM  ::  MB  :M^; 
d où,  à  cause  du  rapport  commun , 

Mp  :MP  ::  Mb  :  MB. 

Or,  les  trois  premiers  termes  de  cette  proportion  sont  des  lignes 
connues;  ainsi,  la  position  du  point  B  peut  être  facilement  dé- 
terminée (n®  Wf)\  et,  en  menant  par  le  point  B  une  parallèle  à  - 
ba  y  on  aura  la  projection  horizontale  de  Tintersection  commune. 
De  même,  en  construisant  le  quatrième  terme  de  la  proportion 

M/?  :  MP  :  :  Ma'  :  ma', 

et  menant  par  le  point  A'  une  parallèle  à  a'b\  on  aura  la  projec- 
tion verticale. 

If.  B,  —  Nous  pourrions  donner  ici  un  moyen  direct ,  emprunté 
aux  seuls  principes  de  la  Géométrie  descriptive,  pour  obtenir  un 
point  particulier  de  Tintersection  commune  ;  mais  l'exposition  de 
ce  moyen  exigerait  trop  de  détails-:  il  nous  suffira  de  dire  que  c^est 
en  imaginant  des  plans  parallèles  au  plan  horizontal  ou  au  plan 
vertical  de  projection ,  qu^on  parvient  à  ce  but. 

P&OBLÀMK  VIL  {Fig,  319.)  ^«<i-  ^'9» 

N'  597,  —  D'un  point  donné  [a,  a']  hors  d'un  plan  NMN', 
mener  une  perpendiculaire  à  ce  plan ,  et  construire  la  longueur  de 
cette  perpendiculaire  y  c'est-à-dire,  la  distance  entre  le  point  donné 
et  le  point  où  la  perpendiculaire  rencontre  le  plan. 

En  verta  do  quatrième  principe  (n**  589) ,  les  projections  de  la 
droite  cherchée  doivent  être  respectivement  perpendiculaires  aux 
traces  du  plan  donné;  d*ailleurs  elles  doivent  passer,  Tune  par  le 
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point  a,  l'autre  par  le  point  a*  ;  donc  les  droites  ah ,  a'b'y  abu- 
sées perpendiculairement  à  NM,  N'My  sont  les  projecdons  <k- 
mandées. 

Quant  à  la  seconde  partie  de  la  question ,  elle  serait  ramcKc 
au  problème  du  n<*  590  si  Ton  pouvait  déterminer  les  projectico» 
du  point  où  la  perpendiculaire  perce  le  plan. 

Pour  fixer  la  position  de  ce  point ,  concevons  par  la  droite  k 
plan  qui  a  servi  à  la  projeter  sur  le  plan  horizontal  :  —  Les  tncs 
de  ce  ^VL  projetant  sont ,  d'abord ,  la  droite  ahi^  projection  hon- 
zontale  de  la  perpendiculaire,  puis,  une  droite  5/  perpendicc- 
laire  à  la  ligne  de  terre  (n°  391).  Ensuite,  ce  même  plan  coupe  k 
plan  donné  NMN'  suivant  une  droite  qui  contient  le  pied  de  la 
perpendiculaire  ;  ainsi ,  tout  se  réduit  à  avoir  les  projections  <k 
l'intersection  commune  des  deux  plans  NMN'  et  a$s\  Or,  sa  pro- 
jection  horizontale  est  a^ ,  et  sa  projection  verticale  s'obtient  es 
abaissant  (n°  595)  du  point  p  une  perpendiculaire  pp'  sur  la  ligut 
de  terre,  puis  joignant  le  point  p'  au  point  ^. 

Quant  à  la  projection  verticale  du  point  cherché,  comme  dk 
doit  être  à  la  fois  sur  e^h*  et  sur  /»V,  elle  se  trouve  à  la  reo- 
contre  k*  de  ces  deux  droites.  Cela  posé ,  abaissons  du  point  X^  odt 
perpendiculaire  sur  la  ligne  de  terre,  et  prolongeons  cette  per- 
pendiculaire jusqu'à  sa  rencontre  en  /-,  avec  la  droite  ah^  àsé&t 
qui  représente  en  même  temps ,  et  la  projection  horizontale  de  la 
perpendiculaire ,  et  la  projection  horizontale  de  l'intersection  des 
plans  NMN',  as^ ^  nous  aurons  la  projection  horizontale  dn  piet) 
de  la  perpendiculaire. 

Connaissant  les  projections  [a,  a'],  [X-,  k*^  de  deux  points,  od 
obtiendra  leur  distance,  d'après  le  second  moyen  de  constructk» 
indiqué  au  n®  595;  ce  qui  donnera  enfin  a'k**  pour  la  longueur  di> 
la  perpendiculaire. 

iV.  B,  —  Comme  moyen  de  vérification ,  on  peut  conoevoir  k 
plan  qui  a  servi  à  projeter  la  perpendiculaire  sur  le  plan  vertiol. 

—  Les  traces  de  ce  plan  sont  a'h'r'  et  rV  [perpendiculaire  à  LL'] 

—  Les  projections  de  l'intersection  du  nouveau  plan  projetant  arer 
le  plan  donné  NMN'  sont  a'r  et  rq'  ;  le  point  de  rencontre  de  rtf 
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iTec  ab  doit  être  précisément  le  point  k  déjà  détenniné ,  si  la 
ronstruction  a  été  faite  exactement. 

PaoBLÀMB  Vm,  (Fig.  320.)  Fie.  îao. 

N"  398.  —  Réciproquement:  —  Par  un  point  donné  [<i,  a'], 
nener  un  plan  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  \bc ,  h'ff  ]. 

Puisque  les  traces  du  plan  cherché  doiyent  être  respective- 
nent  perpendiculaires  aux  droites  données  bcy  6V,  il  suffit  de 
x)Dnaître  un  point  de  chaque  trace  ;  et  pour  j  parvenir,  nous 
pouvons  employer  une  construction  analogue  à  celle  du  n°  594  : 
—  Par  le  point  donné  [a,  a']  et  dans  le  plan  cherché,  supposé 
connu,  imaginons  une  horizontale,  c'est-à-dire,  une  parallèle  à 
ta  trace  horizontale  de  ce  plan  :  —  les  projections  de  cette  parallèle 
seront,  d'abord  une  droite  a'd'  parallèle  à  LL',  puis  une  droite 
3</  parallèle  à  la  trace  horiacontale  du  plan  cherché,  et  par  consé- 
^uent  perpendiculaire  à  la  projection  horizontale  bc  de  la  droite 
JonDée. 

Déterminant  ensuite  (n°  391)  le  point  d'  où  cette  droite  perce  le 
plan  vertical ,  et  menant  par  d'  une  perpendiculaire  (^d  '  P  à  la 
droite  b'c\  nous  aurons  la  trace  verticale  du  plan  demandé. 

Menons  de  même  par  le  point  [«,«']  une  parallèle  [fl/i  a'f'\  à 
la  trace  verticale  du  plan ,  et  déterminons  le  point  /  où  cette  pa- 
rallèle rencontre  le  plan  horizontal  :  alors,  abaissant  du  point/ 
une  perpendiculaire  Q/P  sur  ab ,  nous  aurons  la  trace  horizontale 
ilu  plan  demandé.  —  Si  ki  construction  est  bien  faite ,  il  faut  que 
les  deux  droites  Q'^f  %  Q/,  se  coupent  en  un  même  point  P  de  la 
figne  de  terre. 

N,  B,  —  Les  traces  du  plan  étant  connues  ainsi  que  les  projec- 
tioDsde  la  droite,  on  peut,  comme  dans  le  problème  précédent, 
déterminer  le  point  de  rencontre  de  la  droite  et  du  plan. 

Scoux  I.  —  A  la  question  qui  vient  d'être  résolue,  se  rattache 
immédiatement  la  suivante:  —  Mener  d'un, point  donné  [a,  a'] 
hors  d'une  droite  \bc ,  6V] ,  une  perpendiculaire  à  cette  droite. 

Commencez  d*abord  par  construire  les  traces  d'un  plan  passant 
par  le  point  [a,  ^],  et  perpendiculaire  à  la  droite  [ftc,  ^V].  — 
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Déterminez  ensuite  le  point  où  le  plan  rencontre  la  droite,  et/»- 
*gnez  les  projections  de  ce  point  avec  les  projections  dn  point 
donné  :  —  vous  obtenez  ainsi  les  projections  de  la  perpendim- 
laire  demandée. 

ScoLiE  II.  -r-  Tant  que  le  point  [a,  a']  est  situé  hoR  de  b 
droite  \hc,  b'c] ,  le  dernier  problème  est  susceptible  d'une  solu- 
tion et  n'en  offre  qu'u/K?  seule.  —  Mais  si  le  point  se  trouTe  SQr 
la  droite,  le  problème  est  indéterminé  y  puisquVn  effet  le  pUa 
construit  est  (n**  299)  le  lieu  de  toutes  les  perpendiculaires  menée 
du  point  donné  à  la  droite.  —  Il  serait  même  indéterminé  dus  )f 
Cas  général ,  si  Ténoncé  du  problème  ne  disait  pas  expUcitemn' 
que  les  deux  droites  dussent  se  rencontrer. 

FiG.  3il.  PaOBLiME  IX.    {Fig-  321.) 

N°  599.  —  Construire  l* angle  de  deux  droites  tlonnées  par  leur: 
projections. 

Nous  supposerons  ici  que  les  deux  droites  se  coupent,  puisque. 
si  elles  se  croisaient  dans  l'espace  sans  se  rencontrer,  il  &udiait 
[p?  52IS,  scol.  I) ,  pour  obtenir  Tangle  de  ces  droites,  mener  par  uo 
point  de  Tune  d'elles  une  parallèle  à  Tautre ,  et  déterminer  Visi^ 
que  fait  cette  parallèle  avec  la  première  droite. 

De  plus,  les  projections  du  point  commun  doivent  être  (n**  SM 
situées  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

Soient  donc  [ab,  a'b'] ,  [ac ,  aV] ,  les  projections  des  deux  draiiâ 
données.  —  Déterminons'  d'abord  (n**  591)  leurs  traces  horixon- 
tales  by  Cy  et  tirons  de  plus  la  droite  bc.  —  Nous  remarqueroi» 
que  le  point  A  et  les  points  b,  c,  forment,  dans  l'espace,  tu 
triangle  dont  l'angle  au  sommet  A  est  l'angle  demandé  ;  et  nom 
connaîtrons  cet  angle  si ,  en  faisant  tourner  le  plan  du  triangle  A^ 
autour  de  sa  trace  horizontale  bc ,  pour  le  rabattre  sur  le  plan  ho- 
rizontal ,  nous  pouvons  avoir  la  position  du  point  A  dans  \e  plan 
rabattu. 

A  cet  eiïet,  soit  abaissée  du  point  a,  projection  horizontale  dn 
sommet  A,  une  droite  ak  perpendiculaire  sur  bc,  et  concevons  ie 
point  X  joint  au  point  A  deTespace  ;  cette  ligne  de  jonction  AX  àiÀi 
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ftre  (n°  300)  perpendiculaire  à  6c ,  et  n'est  autre  que  la  hauteur 
io  triangle  A^c  Or,  cette  hauteur  peut  être  facilement  construite; 
ar  eUe  est  Thypotcnuse  d'un  triangle  rectangle  dont  ak  est  un 
«té  de  Fangle  droit ,  et  Au  =  a' h  (n«  586 ,  N,  B.)  l'autre  côté.  Si 
loDc  nous  portons  ak  sur  hiL  de  h  en  gy  et  que  nous  tirions  a'g^ 
tous  aurons  a' g  pour  la  hauteur  AX-. 

Prolongeons  maintenant  ka  indéfiniment,  et  portons  a' g  de  k 
n  A  :  ce  dernier  point  représentera  le  sommet  du  triangle  dans  le 
>lan  rahattu. 

Tirant  enfin  khy  Ac,  nous  obtiendrons  hkc  pour  l'angle  de- 
nandé. 

N.  B.  —  On  aurait  encore  le  triangle  kbc ,  dans  le  plan  rabattu , 
n  construisant  (n**  390)  les  longueurs  des  droites  Ab,  Ac,  dont 
es  projections  sont,  d'une  part,  ab,  ab\  et,  de  l'autre,  </c,  aV, 
)uisqu'alors  on  connaîtrait  les  trois  côtés  bcy  Aby  Ac,  du  triangle. 

Mais  cette  construction  est  moins  simple  que  la  précédente. 

CoaoLLAi&E.  —  Pour  —  Construire  l'angle  d'une  droite  et  d'un 
>lan  [qui  n'est  autre  (n°  326)  que  l'angle  formé  par  la  droite  avec 
a  projection  sur  le  plan]  : 

D'un  point  quelconque  de  la  droite,  abaissez  (n^  397)  une  per- 
)endiculaire  sur  le  plan  ;  puis  déterminez  l'angle  que  forme  cette 
perpendiculaire  avec  la  droite  donnée  :  —  vous  obtenez  ainsi 
e  complément  de  l'angle  cherché,  et  par  suite,  cet  angle  lui- 
néme. 

Scouz.  —  Les  projections  de  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux 
Iroites  petiventétre  obtenues  facilement  d'après  la  construction  du 
problème  principal. 

Détermines  d'abord  la  bissectrice  Am  de  l'angle  bAc  rabattu , 
H  prolongex-la  jusqu'à  sa  rencontre  en  m  avec  la  trace  hori- 
zontale bc  du  plan  qui  contient  l'angle.  —  Joignez  ensuite  le- 
point  m  au  point  a  :  —  vous  obtenez  ainsi  la  projection  horizontale 
sm  de  la  bissectrice. 

Projetez  m  en  m*  sur  la  ligne  de  terre,  et  tirez  a' m*  :  —  vous 
obtenez  la  projection  verticale. 
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Fio.  3aa.  Problème  X.  {Fig,  322.) 

-     N"  400.  —  Construire  l'angle  de  deux  plans  NMN',  QPQ'. 

i'^  Solution.  —  D'un  point  quelconque  de  Tespace  abaissez  Aa 
droites  respectivement  perpendiculaires  aux  deux  plans  (n*  517  ; 
—  puis  déterminez  l'angle  de  ces  deux  perpendiculaires  (n**  599 . 
lequel  sera  Tangle  demandé  ou  son  supplément  (n^  SSI(,  scoL  1 

Mais  on  peut  employer  une  construction  plus  simple. 

• 

2'  Solution.  —  Soit  d'abord  déterminée  (n®  59tf)  la  project»!? 
horizontale  ab  de  leur  intersection  commune ,  qui  n'est  autre  <p 
la  diroite  de  jonction  du  point  a  au  point  b'  [les  deux  pUos  <> 
projection  étant  supposés  dans  lenr  véritable  position].  Conœnjss 
ensuite  en  un  point  quelconque  O  de  cette  intersection  comiingsc 
un  plan  qui  lui  soit  perpendiculaire.  —  La  trace  horizontaktfn 
une  certaine  droite  cd  perpendiculaire  à  la  projection  ab  (n*  519% 
et  cette  droite  pourra  être  considérée  comme  la  base  d'un  triaadr 
Ocdy  dont  l'angle  au  sommet  0  sera  l'angle  demandé.  Tlck» 
donc  d'obtenir  ce  triangle  dans  son  plan  rabattu  sur  le  plan  bori* 
zontal. 

Pour  cela ,  remarquons  que  le  plan  dont  la  trace  est  cd,  et  k  pbs 
vertical  conduit  suivant  n^,  se  coupent,  dans  l'espace,  sahrantci» 
droite  0/  qui  est  à  la  fois  perpendiculaire  à  l'intersection  coanmv 
des  deux  plans  donnés  [comme  se  trouvant  dans  le  plan  Ocd  prr- 
pendiculaire  à  cette  intersection],  et  à  la  droite  cd^  puisque  et/ et 
(n°  589)  perpendiculaire  au  plan  projetant.  La  droite  Oi  -est  dur 
la  hauteur  du  triangle  Ocd,  Or,  on  aura  la  grandeur  de  cette  hai- 
teur  en  imaginant  que  le  triangle  rectangle  dont  ab'  est  Yhr^ 
téûuse,  et  ab^  bb\  les  deux  côtés  de  l'angle  droit,  tourne  auircr 
de  hb'  comme  charnière,  pour  venir  prendre  position  sur  leplv 
vertical  de  projection.  Dans  ce  mouvement ,  les  points  Oyi^^t- 
criront  autour  du  point  b  des  arcs  de  cercle ,  et  viendront  se  pbnr 
en  a',  /';  la  droite  b'a  sera  alors  représentée  par  èV,  et  la  hvktatt 
cherchée  par  une  perpendiculaire  i'o'  abaissée  sur  Va',  — Onr 
perpendiculaire  étant  construite ,  il  ne  s'agira  plus  que  de  la  porttf 
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VIT  ia  de  I  en  O;  et  en  tirant  cO,  rfO,  on  obtiendra  cOd  pour 
l'angle  demandé. 

ScoLiE.  I.  —  Si  les  traces  des  deux  plans  donnés  avaient  des 
directions  indiquées  par  la  y%an?  3i8,  on  aurait  recours  au  plan  Fie.  3i8. 
auxiliaire  gpq';  et  la  construction  rentrerait  dans  le  cas  précédent. 

ScouE  II.  —  En  divisant  l'angle  rabattu  cOd  en  deux  parties 
égales ,  et  joignant  le  point  a  au  point  g  où  cette  bissectrice  ren- 
contre la  trace  horizontale  du  triangle  Oc^,  on  obtient  la  trace 
horizontale  du  plan  bissecteur  de  l'angle  des  deux  plans.  —  Quant 
à  sa  trace  verticale  y  il  suffit  de  joindre  le  point  b'  au  point  k  où  la 
trace  ag  rencontre  LL^ 

Ainsi ,  ak  et  b'k  sont  les*  traces  de  ce  plan  bissecteur. 

PEOBLiME  XI.  (Flg.  323.)  Pie.  3a3. 

N**  401.  —  Construire  les  angles  qu'un  plan  NWi' /orme  avec 
le  plan  horizontal  et  avec  le  plan  vertical. 

Ce  problème ,  qui  n*est  qu'un  cas  particulier  du  précédent  y  mé- 
rite une  attention  spéciale ,  à  cause  de  ses  nombreuses  applications. 

En  un  point  quelconque  A  de  M N,  menons  un  plan  perpendi- 
culaire à  cette  droite  :  —  ce  plan  coupe  le  plan  horizontal  et  le 
plan  donné  suivant  deux  droites  perpendiculaires  à  MN  (n**  999) , 
et  formant  entre  elles  le  premier  des  angles  demandés.  Or,  la  trace 
horizontale  de  ce  plan  est  AB  perpendiculaire  à  MN  ;  sa  trace  verti- 
cale est  BC  perpendiculaire  à  LL',  et  son  intersection  avec  le  plan . 
donné  est  une  droite  qui  perce  les  deux  plans  de  projection  l'un 
au  point  A,  l'autre  au  point  C ,  rencontre' des  deux  traces  MN',  BC. 

Faisons  maintenant  tourner  le  triangle  ABC ,  rectangle  en  B,  au- 
tour de  BC  comme  charnière ,  de  manière  à  le  rabattre  dans  le 
plan  vertical  de  projection  :  —  dans  ce  mouvement ,  BA  vient  s'ap- 
pliquer sur  IX',  et  prend  la  position  BA'.  En  joignant  alors  le 
point  C  au  point  A',  nous  obtenons  CA'B  pour  l'angle  que  forme 
le  plan  donné  avec  le  plan  horizontal. 

Le  second  angle  s'obtient  en  menant  par  un  point  quelconque 
D  de  MN',  la  droite  DE  perpendiculaire  à  MN',  puis  EF  perpen- 
diculaire à  LL^  rabattant  ensuite  ED  de  E  en  D',  enfin  tirant  FD'  : 

27 
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—  l'angle  FD'E  est  celui  que  forme  le  plan  donné  avec  le  pbn 

vertical. 

N.  B.  —  On  aurait  pu  également  rabattre  le  premier  angle  autom 
de  AB  dans  le  plan  horizontal ,  et  le  second  autour  de  DE  darisfe 
plan  vertical . 

ScoLiE.  —  Si  Ton  tire  la  bissectrice  A'G  de  Tangle  CA'B,  etqu'oe 
joigne  le  point  M  au  point  G,  il  est  facile  de  reconnaître  que  MG 
et  MN  sont  les  traces  du  plan  bissecteur  de  Tangle  formé  par  V 
plan  donné  avec  le  plan  horizontal. 

FiG.3a4,^-  Problème  XII.  {Fig,  324,  SaS.) 

N"  408.  —  Construire  les  projections  et  la  longueur  tie  laplti* 
courte  distance  de  deux  droites. 

Nous  avons  exposé  au  n°  584,  deux  moyens  de  fixer  la  posibo 
de  la  perpendiculaire  commune  à  deux  droites,  nommée  aussi  leur 
plus  courte  distance  ;  et  il  ne  s'agirait  ici  que  d'appliquer  à  ces  <ieo\ 
modes  de  construction  les  principes  de  la  Géométrie  descriptife; 
mais  nous  nous  bornerons  à  développer  le  second  moyen  coïKBe 
étant  le  plus  simple. 
Fie.  266.      Reprenons  d'abord  la  figure  en  relief  {fig.  266) ,  en  supprima! 

les  constructions  qui  n'ont  servi  qu'à  la  démonstration. 
Fie   3a4.      Soient  AB,  CD  [fig.  324),  les  deux  droites  données: 

|0 Par  un  point  quelconque  E  pris  sur  CD,  menons  EF  pa- 
rallèle à  AB; 

2° Faisons  passer  un  plan  MN  par  les  deux  droites  CD,  EF 

ce.  plan  est  parallèle  à  la  droite  AB  ; 

30 D'un  point  quelconque  G  de  AB,  abaissons  GK  perpen- 
diculaire ,  et  déterminons  le  pied  K  de  cette  perpendiculaire  sur  le 
plan  parallèle  ; 

4<>  —  Menons  par  le  point  K  une  parallèle  Kl  à  EF  ou  AB;  elle 
va  rencontrer  CD  en  un  point  I  ; 

50  —  Du  point  I  menons  IH  parallèle  à  GK  ou  perpendiculaire 
au  plan  parallèle. 

La  droite  IH  est  la  plus  courte  distance. 
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Appliquons  maintenant  les»  principes  de  la  méthode  des  projec- 
tions. —  Voici  les  détails  de  l'épure  : 

Soient  LL'  [fig.  325)  la  ligne  de  terre,  et  [ab^  a'b']^  [c</,  «/c^'].  Fie.  3a5. 
les  projections  des  deux  droites  données  AB,  CD. 

I  *»  —  efy  e'f^  respectivement  parallèles  à  ab^  a'b\  et  menées  par 
les  protections  c^  e' ,  d'un  même  point  de  la  droite  \cd^  <^à!\t  sont 
les  projections  de  la  droite  £F  parallèle  à  AB  ; 

2^  —  ICBCN'  est  le  plan  parallèle  à  AB,  conduit  suivant  les 
droites  [cé/,  c'^'],  [tf/*,  e*f\  {vojrez  le  scolie  du  n°  593); 

3^  —  g^if  g'if'i'y  menées  perpendiculairement  aux  traces  MN, 
MN',  du  plan  parallèle,  sont  les  projections  de  GR  [les  points 
ky  A' y  projections  du  pied  de  cette  perpendiculaire ,  doivent  être 
déteiminés  d'après  le  problème  du  n<*  597]; 

4^  —  Ai  y  kWy  sont  les  projections  de  la  droite  Kl  menée  par  le 
point  I  parallèlement  à  AB  ; 

50  —  ifg^  i'fif^  menées  par  les  points  /,  /%  parallèlement  à  gk^ 
^ky  OU  perpendiculairement  aux  traces  MN,  MN',  «t  prolongées 
jusqu'à  leur  rencontre-avec  ab^  afb'y  sont  les  projections  de  la  plus 
courte  distance  demandée. 

6p  —  Enfin,  connaissant  les  extrémités  ['»  f']»  [A>  hr\  de  cette 
plus  courte  distance,  on  peut  en  construire  la  longueur  i'h!'  d'a- 
près le  problème  du  n®  590. 

N.  B.  —  Cette  épure,  dont  l'exécution  n'offre  aucune  difficulté 
réelle,  exige  cependant  beaucoup  de  soin ,  à  raison  du  grand  nom- 
bre de  lignes  à  tracer.  On  a  d'ailleurs  plusieurs  moyens  de  vérifi- 
cation ,  tirés  du  premier  principe  (n®  386). 

On  voit  enfin  que  ce  problème  n'est  que  l'application  d'une  pai^- 
tie  des  problèmes  précédents. 

Nous  proposerons  comme  nouveaux  exercices  les  problèmes  sui- 
vants: 

|0  —  Beterminer  l'intersection  commune  de  trois  plans  dont  les 

traces  sont  données; 

a»  —  Un  point  et  deux  droites  étant  donnés  par  leurs  projec- 
tions, mener  par  le  point  une  troisième  droite  qui  rencontre  les  deux 
premières. 

an. 
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Ces  deux  problèmes  sont  des  applications  de  celui  du  n*"  395,  n 
sont  susceptibles  de  discussion . 

§  II.  ~  Méthode  de  rabattement,  —  Problèmes  sw 

les  angles  trièdres. 

N**  405.  —  Introduction.  —  Il  arrive  souvent  que ,  pour  résoudp» 
un  problème  de  la  Géométrie  de  V espace,  on  est  conduit  à  exécuter 
certaines  constructions  dans  un  plan  donné  par  ses  traces;  et  pour 
cela»  il  est  nécessaire, — 1° —  de  rabattre  ce  plan  sur  Tun  de 
plans  de  projection ,  le  plan  horizontal ,  par  exemple  [les  pro- 
blèmes des  n*^*  599  et  400,  en  ont  oOert  des  exemples]  ;  —  2* — <le 
fixer  la  position ,  dans  ce  plan  rabattu ,  de  certains  points  oa  de 
certaines  lignes ,  qui  doivent  s'y  trouver  situés  d*après  renonce, 
et  dont  les  projections  sont  supposées  connues  ;  —  3*^  —  d'exéauer, 
dans  ce  plan  [confondu  pour  le  moment  avec  le  plan  horizontal] 
les  constructions  que  prescrit  l'énoncé  ;  — :-  4"  —  enfin  de  déter- 
miner les  projections  des  nouveaux  points  et  des  nouvelles  liçnes, 
ainsi  trouvés. — Tel  est  l'objet  de  la  méthode  connue  sous  la  déno- 
mination de  METHODE  t>x  RABATTEMSNT ,  dout  les  principes  fonds- 
mentaux  se  réduisent  aux  trois  questions  suivantes  : 

Fio.  3îi6.  PaoBLiME  I.  (Fig.  326.) 

N"  404.  —  Un  pian  NMN'  étant  donné  par  ses  traces,  rabattn 
ce  plan  sur  l'un  des  plans  de  projection ,  le  plan  horizontal  pr 
exemple. 

Considérons  sur  la  trace  verticale  MN'  un  point  quelconque  e 
dont  la  projection  horizontale  est  en  a  ;  et  par  ce  point ,  conceraos 
un  plan  perpendiculaire  à  la  trace  horizontale  MN  :  —  la  tnre 
verticale  de  ce  plan  est  une  droite  a* a  perpendiculaire  à  la  ligne  de 
terre  (n**  584),  et  sa  trace  horizontale  une  autre  droite  ^per- 
pendiculaire à  MN.  —  Son  intersection  avec  le  plan  NMN'  sera 
une  droite /?a'  [dans  l'espace]  aussi  perpendiculaire  à  MN. 

Cela  posé ,  faisons  tourner  le  plan  donné  autour  de  sa  trace 
horizontale  MN  :  —  dans  ce  mouvement,  le  point  a'  ne  sortira  pa^ 
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du  plan  a^pa ,  et  se  rabattra  sur  ie  prolongement  p\.  de  pa ,  en  un 
point  A  dont  la  distance  au  point  fixe  M  sera  représentée  en  gran- 
deur ivur  Ma'. — Si  donc,  du  point  M  conàme  centre ,  avec  le  rayon 
Ma',  nous  décriYons  un  arc  de  cercle  qui  vienne  couper  ak.  au 
point  A  y  et  que  nous  joignions  le  point  M  à  ce  dernier  point ,  la 
droite  MAN'' représentera  le  rabattement  sur  le  plan  horizontal ,  de 
la  trace  verticale  IVfN'. — Nous  obtiendrons  ainsi  NMN"  pour  le  plan 
donné,  rabattu  sur  le  plan  horizontal. 

iV.  B.  —  En  décrivant  du  point  a  comme  centre ,  avec  ap  pour 
rayon,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  LL'  en  un  point/?',  et  tirant  a'pf, 
on  a  i^p'a'  pour  Fangle  que  le  plan  donné  fait  avec  le  plan  hori- 
zontal (n^  401).  —  Or  cet  angle  est  souvent  utile  à  considérer  dans 
les  applications  de  la  méthode  de  rabattement. 

PaoBLivE  II.  {Fig.  326.)  FiG.  3a6. 

N"  40tf . — Un  point  o  représentant  la  projection  horizontale  d'un 
point  O  situé  dans  un  plan  donné^M^^  ;  —  i°  —  Trouver  sa  projec- 
lion  r»crticale  o'  ;  —  2**  — fixer  la  position  du  point  O  dans  le  plan 
NMN'  supposé  rabattu  sur  le  plan  horizontal;  —  et  réciproque- 
ment, un  point  O  étant  donné  déposition  dans  un  plan  rabattu,  dé- 
terminer  les  projections  de  ce  point. 

Remarquons  d*abord  que ,  le  point  O  devant  être  situé  dans  le 
plan  dcnnc ,  sa  projection  horizontale  o  en  fixe  complètement  la 
position  dans  Tespace  ;  car,  si  par  le  point  o  on  élève  une  verticale 
[n"  587,  scoL) ,  cette  droite  va  percer  le  plan  donné  en  un  point  qui 
D'est  autre  que  le  point  O. 

Maintenant ,  pour  résoudre  la  première  partie  de  la  question , 
abaissons  du  point  o  une  perpendiculaire  indéfinie  oro^  sur  la 
ligne  de  terre  LX.':  la  projection  verticale  o'  du  point  O  sera  située 
sur  cette  perpendiculaire  (n°  586),  et  il  ne  s^agitque  de  détermi- 
ner la  distance  ro'  du  point  o'  à  la  ligne  de  terre. 

Or,  nous  avons  deux  moyens  d'y  parvenir  : 

PAEMiEa  MOYEN.  —  Abaissous  o^  perpendiculaire  sur  M?ï,  et 
jni|^nons  le  point  tf  au  point  O  de  Tespace  ;  nous  formons  ainsi  un 
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triangle  rectangle  Oqo,  dans  lequel  le  côté  de  l'angle  droit  qo  est 
connu ,  ainsi  que  l'angle  aigu  Ogo ,  puisque  y  qO  étant  perpendicu- 
laire à  MN  (n**  401)  9  cet  angle  mesure  Tangle  du  plan  donné  aver 
le  plan  horizontal  ^  angle  déjà  construit  dans  le  problènae  précé- 
dent f  et  égal  à  a^p'a. 

En  rabattant  ce  triangle  autour  de  qo  comme  charnière,  menant 
par  le  point  O  une  perpendiculaire  oÇy  k  oq^  puis  formant  an 
point  q  l'angle  oqCy  égal  à  l'angle  a'p'a ,  nous  obtenons  oiyq  ponr 
le  triangle  rabattu;  et  oO'  représente  alors  la  distance  du  point  0 
au  plan  horizontal.  Si  donc  nous  portons  oO'  de  r  en  o',  le  point 
o'  est  la  projection  verticale  demandée. 

Second  moyen.  —  Concevons  par  le  point  O  de  l'espace  une 
horizontale  dans  le  plan  donné: — la  projection  horizontale  de 
cette  horizontale  est  une  droite  ob  parallèle  à  la  trace  MN  (n**  894)  ; 
et  comme  la  trace  verticale  de  cette  horizontale  doit  se  trouver  snr 
la  trace  MN',  et  sur  la  perpendiculaire  àLL'  menée  par  le  point  è, 
il  s'ensuit  que  cette  trace  verticale  est  en  b';  donc  la  projectioa 
verticale  de  l'horizontale  est  une  parallèle  b'o'  à  LL'  menée  par  k 
point  b'  :  —  enfin  le  point  o%  où  cette  parallèle  rencontre  la  per- 
pendiculaire indéfinie  oro',  est  la  projection  verticale  cherchée. 

N.  B.  — Ce  second  moyen  est ,  en  général ,  le  plus  simple. 

Passons  à  la  seconde  partie  de  la  question. 

Remettons  dans  sa  position  verticale  le  triangle  O^ço,  qui  devient 
alors  Oqo ,  et  observons  que ,  dans  le  mouvement  du  plan  donne 
autour  de  MN  pour  se  rabattre  sur  le  plan  horizontal ,  la  droite  qO^ 
perpendiculaire  à  MN ,  doit  se  rabattre  sur  le  prolongement  de 
oq  en  un  point  O  dont  la  distance  au  point  q  est  égale  à  la  drcMte 
qO'  déjà  construite.  Donc,  si  nous  décrivons  du  point  q  conme 
centre,  avec  le  rayon  çO',  un  arc  de  cercle  qui  vienne  couper  oq 
prolongé  en  un  point  O ,  ce  point  sera  le  rabattement  de  celui  dont 
o ,  o',  sont  les  projections. 

Autrement:  —  Si,  du  point  M  comme  centre,  avec  M^'  pour 
rayon ,  nous  décrivons  un  arc  de  cercle  qui  vienne  couper  MjV* 
(  problème  précédent)  en  un  point  B ,  que  par  ce  point  nous  tirions 
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une  parallèle  à  MN  ,  cette  parallèle  représentera  Thonzontale  qui 
a  été  menée  plus  haut  par  le  point  O.  Donc  la  rencontre  de  cette 
parallèle  avec  oq  prolongé  donnera  encore  la  position  du  point 
(loDt  les  projections  sont  o  ,  o\ 

RÉCIPROQUF.MENT  :  — Lc  point  O  étant  donné  de  position  dans  le 
plan  rabattu,  NMN'^,  pour  obtenir  les  projections  de  ce  point 
quand  le  plan  vient  à  i*eprendre  sa  position  primitive  NMN',  il 
suffit,  —  I**  —  à^ abaisser  Oq  perpendiculaire  sur  MN,  en  prolon- 
geant cette  perpendiculaire  indéfiniment  ;  —  2**  —  de  faire  au 
point  q  un  angle  oqO'  égal  à  Tanglc  donné  a'p'a  ;  —  3*^  —  de 
prendre  qO'  =  qO ,  puis  à* abaisser  O'o  perpendiculaire  sur  70,  ce 
qui  fixe  déjà  la  projection  horizontale  o  ;  —  4"  —  enfin ,  d'abaisser 
une  perpendiculaire  oro'  sur  LL',  et  de  prendre  ro*  ==  oO'.  ^ 

Le  point  o'  est  la  projection  verticale  cherchée. 

Ou  bien  encore  :  —  1° — MenezOq  perpendiculaire  à  MN ,  et  OB 
parallèle  k  cette  même  trace  ;  —  2°  — portez  MB  de  M  en  b'  sur  la 
trace  MN',  et  menez  la  droite  indéfinie  b'o'  parallèle  à  IX'  ;  — 3® — 
abaissez  b'b  perpendiculaire  sur  LL',  et  par  le  point  b  tirez  une 
droite  bo  parallèle  à  MN. 

Le  point  o ,  ohbo  rencontre  la  droite  Oq  prolongée ,  est  la  pro- 
jection horizontale  du  point  O  ;  et  le  point  o'  où  la  perpendiculaire 
00'  rencontre  b'o\  en  est  la  projection  verticale. 

Les  constructions  qu'on  vient  d^indiquer  pour  la  réci|)ix)que 
sf)nt  des' conséquences  delà  marche  qui  a  été  suivie  par  rapport 
à  la  directe. 

Problème  IIL  {Fig,  327.)  Fie.  327. 

i\»  406.  —  Étant  donnée  la  projection  horizontale  ab  d'une 
droite  située  élans  un  plan  NMN',  —  1°  —  Construire  sa  projec- 
tion verticale  ;  -r-  2°  —  déterminer  sa  position  dans  le  plan  ra- 
battu ;  —  et  réciproquement ,  —  Étant  donnée  une  droite  dans  un 
pian  rabattu ,  trouver  ses  projections ,  lorsque  le  plan  a  repris  sa 
véritable  position. 

En  appliquant  à  deux  des  points  de  la  droite  les  constructions 
du  problème  précédent ,  on  arriverait  à  une  solution  de  la  question 
proposée  ;  mais  on  peut  opérer  d'une  manière  plus  simple  : 
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Par  la  projection  ab ,  concevoDS  un  plan  vertical  :  —  la  trarr 
horizontale  de  ce  plan  est  a^ ,  et  sa  trace  verticale  est  àb'  per- 
pendiculaire à  LL'.  Donc  9  si  l'on  détermine^  comme  an  n®  S$«?, 
la  projection  verticale  de  Pintersection  commune  des  deux  plans 
NMN%  abb\  on  aura  la  projection  verticale  a'b'  de  la  droite. 

Quant  à  la  seconde  partie  de  la  question ,  remarquons  que  le 
point  a  oOi  la  droite  perce  le  plan  horizontal ,  ne  change  pas  de 
position  dans  le  mouvement  du  plan,  donné  autour  de  MN.  D'on 
autre  côté,  le  point  b-  où  elle  perce  le  plan  vertical,  vient 
prendre  la  position  B ,  point  que  Ton  obtient  en  portant  Mb'  de 
M  en  B  sur  MN'',  ou  en  prolongeant  la  perpendiculaire  abaissée  do 
point  b  sur  MN,  jusqu'à  sa  rencontre  avec  MN^'.  —  Donc  aB 
représente  la  droite  rabattue  sur  le  plan  horizontal. 

RiÊciPROQUEMENT  :  —  lluc  droitc  CD  étant  située  d'une  maniot 
quelconque  dans  le  plan  rabattu ,  pour  en  avoir  les  projectioDs 
lorsque  le  plan  a  repris  sa  position  primitive ,  nous  observerons 
que  le  point  D  où  la  droite  CD  rencontre  MN',  ne  change  pas 
de  position  :  c'est ,  par  conséquent ,  un  point  de  la  projection 
horizontale  de  cette  droite,  et  le  pied  it  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  point  D  sur  MN,  est  la  projection  ver> 
ticale  de  ce  point.  —  Portant  ensuite  MG  de  M  en  c'  sur  M>', 
puis  abaissant  c^c  perpendiculaire  sur  LL',  et  menant  les  droites 
cD,  c'fi'f  on  obtient  les  projections  horizontale  et  verticale  de 
la  droite. 

Appliquons  ces  principes  à  de  nouveaux  problèmes. 

PaOBLiME   IV. 

N®  407.  —  Un  point  et  une  droite  étant  donnés  par  leurs  pro- 
jections ,  mener  par  ce  point  une  seconde  droite  qui  rencontre  U 
première  et  forme  avec  celle-ci  un  angle  donné. 

Commencez  par  /aire  passer  un  plan  par  le  point  et  la  droite 
donnés  (n**59S,  scoL)^  puis  rabattez  ce  plan  autour  de  sa 
trace  horizontale  (n^  404),  ainsi  que  le  point  et  la  droite  (n*^  405. 
406).  —  Exécutez  ensuite  dans  le  plan  rabattu  la  construction  in- 
diquée par  l'énoncé,  ce  qui  donne  deux  droites  pour  réponse  à  la 
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question  (n*'  ittë).  —  Déterminez  enfin  (n"  406)  les  projections  de 
ces  deux  droites. 

N,  B,  —  On  peut ,  comme  cas  particulier,  —  Trouver  par  ce 
moyen  les  projections  et  la  longueur  de  la  perpendiculaire  abais- 
sée d'un  point  donné ,  sur  une  droite  aussi  donnée ,  —  problème 
qui  a  déjà  été  résolu  d^une  autre  manière  (n°  598 ,  scoL  I  ). 

Problâme  Y. 

N®  408.  —  Trois  points  étant  donnés  par  leurs  projections  f  trou- 
ver le  centre  et  le  rayon  d'un  cercle  passant  par  ces  trois  points.  '         j 

I  ®  —  Faites  passer  un  plan  par  les  trois  points  donnés  (n"  598),  *  '       *  ;' 

et  rabattez  ce  plan  autour  de  sa  trace  horizontale  (n**  404)  ;  —  •  ! 

2° —  déterminez  la  position  dans  le  plan  rabattu ,  de  chacun  des  trois  < 

points  donnés  (n®  W6)\  —  3®  —  construisez  (n**  IKl ,  2")  le  centre  ■ 

iu  cercle  passant  par  les  trois  points  ainsi  rabattus  ;  —  fy*  —  dé-  t 

terminez  les  projections  de  ce  centre  (n*  4015 ,  récip.)^  et  joignez  ces 
projections  avec  les  projections  respectives  d'un  des  points  donnés. 

Le  centre  et  le  rayon  du  cercle  cherché  se  trouvent  ainsi  dé- 
terminés de  position  et  de  grandeur  :  —  donc  le  problème  est  ré-  • 
$olu. 

A\  B.  —  Le  rayon  est  même  déjà  connu  par  la  construction  qui 
k  été  faite  dans  le  plan  rabattu. 

ScoLiE.  —  Ce  problème  y  ainsi  que  le  précédent ,  forment  d'ex- 
%]Ients  exercices  sur  la  méthode  de  rabattement.  —  Nous  en- 
gageons même  les  commençants  à  déterminer  [n^  405)  les  projec- 
ions  d'une  suite  de  points  de  la  circonférence  supposée  déjà  tracée 
lans  le  plan  rabattu.  —  En  liant  entre  elles  les  projections  hori- 
zontales, puis  les  projections  verticales  de  ces  différents  points, 
par  des  lignes  continues^  on  obtient  deux  courbes  rentrantes  etfcr^ 
mées  qui  ne  sont  autres  que  les  projections  horizontale  et  verticale 
iln  cercle  situé  dans  l'espace. 

On  démontre ,  d'après  les  principes  de  la  Géométrie  analytique  ^ 
fîuc  ces  courbes  sont  des  ellipses  (n**  40 ,  App.), 
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Jpplicalioit  tie  la  méthode  de  rabattement  à  la  conslruciioii  li- 
angles  trièdivs. 

PkOPOSITIOH    PBKI.IMIHAtRE. 

N"  409,  —  Nous  avons  déjà  vu  que,  dans  tout  angle  mèdn. 
une  quelconque  des  trois  faces  est  moindre  que  ta  somme  d<es  dtui 
autres  (n°SSl),  et  queleursommeest  moindre  que  4 ''^''^(■1°^^' 
Je  dis  que ,  réciproquement,  —  aece  Iroii  angtet  rectiligna  dam 
le  plus  grand  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres ,  et  f  w 
/arment  une  somme  moindre  que  4  droits,  il  est  toi^oan pasuhir 
■  de  former  un  angle  trière. 
FiG,  3a8.  Soienttrois  angles  ccnsécutils  CSA,  ASB,  BSC  O^.  328),âtin^ 
sur  un  même  plan  horizontal ,  et  tels  que  l'on  ait 

ASB  >  ASC,      ASB  >  ESC, 

mais  ASB  <  ASC  +  BSC', 

et'  CSA  +  ASB  +  BSC  <  4  droits 

[le  plus  grand  angle  est  supposé  ici  placé  entre  les  deux  autrui. 

Cela  posé ,  prenons  sur  SC,  SC,  deux  distances  ^ales  SD  =  S[> . 
et  des  pointa  D,  D',  abaissons  DE,  D'Ë',  respectivement  perpec  ' 
diculairessurSA,  SB;  puis,  concevons  que  les  triangles  rectan^e^ 
SDE,  SD'E',  tournent  autour  de  SA,  SB,  et  fassent  une  demi- 
rcvolution  ;  en  sorte  que  le  côté  SD  vienne  prendre  ta  positioD  S^ 
dans  le  plan  de  l'angle  ASB,  etIecAtéSD'  la  position  Srf'.  —  Ii« 
clairque,  dans  ce  mouvement,  les  triangles  rectangles  engendif 
rontdeus  cônes  (n'  S87).  et  les  côtés  SD.SD',  ou  plutôt,  SCSC- 
deux  surfaces  coniques.  Or,  les  plans  verticaux  engendrés  |ut  ' 
DE,  D'Ë',  se  couperont  nécessairement,  et  de  plus.  Us  dcin»i 
couper  intérieurement  aux  deux  cônes  :  car,  de  ce  que  Ton 
ASB  <  ASC  +  BSC',    il    en   résulte   ASC  <  ASrf  -H  BW  -  ; 
Qsi,  les  droites  DErf,  D'E'rf',  se  croiseront  en  un  point  Kiotr 
;ur  à  l'angle  dSd'.  Ces  plans  verticaux  auront  donc  pour  inift- 
ction  commune  une  droite  Kl  qui  percera  k  la  fois  les  deux  sur- 
ces  coniques  en  un  m<^me  point  I  ;  et  en  joignant  le  point  S  v; 
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point  I ,  nous  anirons  ane  arête  SIL  commune  à  ces  deux  surfaces. 
—  Les  droites  SA ,  SB,  SL,  formeront  alors  un  angle  trièdre  dont . 
es  faces  seront 

ASB ,    ASL  =  ASC,    BSL  =  BSC;     C.  <?.  F.  D. 

N,  B,  —  Les  trois  angles  ASB,  CSA ,  C'SB,  peuvent  être  consi- 
lérés  comme  le  développement  de  l'angle  trièdre  SALB  sur  un  même 
>lan  horizontal  SAB  [voyez  le  n**  S6i);  —  Taréte  SL  s'est,  en 
{uelque  sorte,  scindée  en  deux,  pour  venir  prendre  position  en 

En  outre ,  si  Ton  conçoit  que  les  deux  triangles  rectangles  SDE , 
SD'E',  aient  achevé  une  révolution  entière,  les  deux  surfaces  co- 
niques auront,  au-dessous  du  plan  ASB,  une  seconde  arête  com- 
mune qui  déterminera  un  angle  trièdre  symétrique  du  premier 
n»  554). 

ScoLiK.  —  Nous  avons  supposé  dans  la  figure  828  que,  le  plus  Fig.  3^8. 
^nd  angle  ASB  étant  aigu  ou  obtus,  les  deux  autres  angles  / 

CSA ,  C'SB,  soient  aigus. 

Mais  on  peut  supposer  que  deux  des  angles  ASB,  ASC  [fig,  829) ,  Fie.  339. 
loient  obtus ,  et  le  troisième ,  BSC,  aigu ,  ou  bien  que  les  trois 
ingles  soient  obtus  {fig*  33o);  —  la  proposition  n'en  serait  pas  Fie.  33o. 
moins  vraie. 

Dans  le  cas  de  Isl  figure  829,  la  perpendiculaire  DE  tomberait  Fie.  Sag. 
iUT  le  prolongement  de  AS,  et  la  perpendiculaire  D^Ë',  sur  le  côté 
SB  lui-même;  mais  les  deux  plans  verticaux  engendrés  par  DE, 
[VE',  ne  s'en  couperaient  pas  moins  intérieurement  aux  deux 
»nes;  et  les  deux  surfaces  coniques  auraient  encore  une  arête 
x)mraune  SL  formant  avec  SA ,  SB ,  un  angle  trièdre. 

Dans  le  cas  de  la  figure  33o ,  les  perpendiculaires  DE ,  D'E',  F».  33(Vv. 
:omberaient  l'une  et  l'autre  sur  les  prolongements  respectifs  de 
SA,  SB;  et  les  deux  plans  verticaux  se  couperaient  suivant  une 
rerticale  IK.  dont  le  pied  K  serait  intérieur  à  l'angle  DSIV  ;  les  deux 
(urfaces  coniques  auraient  donc  encore  dans  ce  cas  une  arête  com- 
mune SL. 

« 

Passons  à  la  construction  des  angles  trièdres  d'après  certaines 
données. 
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Fic.  331,332.  Pacwlkme  VI.  {FUg.  33 1  et  332.) 

N*»  410-  —  Étant  données  les  trois  faces  d'un  angle  trièdre, 
construire  les  angles  dièdres. 

Pour  faire  mieux  comprendre  le  mode  de  construction  que  nous 
avons  à  développer,  et  qui  a  l'avantage  de  s*appliquer  à  tous  les 
cas ,  nous  considérerons  d*abord  une  figure  en  relief. 
FiG.  33  t.  Soit  donc  sabc  [fig.  33 1)  Tangle  trièdre  dont  il  s*agit  d'obtenir 
graphiquement  chacun  des  angles  dièdres,  par  exemple,  Tangk 
dièdre  suivant  .<ra. 

Prenons  sur  les  arêtes,  trois  parties  égales,  sa  z=z  sb  =  ic,  ei 
joignons  les  points  a ,  ^,  c ,  deux  à  deux  ;  nous  formons  ainsi  us 
tétraèdre  dont  les  faces  latérales  sont  isoscèles;  d*où  il  suit  que  fes 
angles  à  la  base  de  ces  faces  sont  tous  aigus  (n°  56).  —  Gela  pose, 

Par  un  point  quelconque  m  de  Taréte  sa ,  menons  les  droite 
mn  y  mpf  perpendiculaires  à  sa  ;  elles  rencontreront  nécessaireme&t 
les  côtés  aby  acy  du  triangle  abc  (n°  54),  en  deux  points  Hyp. 
^  Tirant  np^  nous  aurons  un  triangle  mnp  qui,  étant  construit  dans 
sa  véritable  grandeur,  fera  connaître  l'angle  m  ou  la  mesure  dr 
Tangle  dièdre  suivant  sa  (n°  508).  —  Or,  on  parvient  à  cette  cod- 
struction  par  le  développement  du  tétraèdre  sabc  sur  un  même  pbfl. 

A  cet  effet ,  traçons  sur  un  même  plan  horizontal  trôb  angb 

Fio.  33a.  consécutifs  ASC,  ASB,  BSC"  (fig,  332) ,  respectivement  égaui 

FiG.  33 1.  AUX  trois  angles  donnés  ascy  asb,  bsc  {fig.  33 1)  [Fangle  ASB  étant 

ici  pris  pour  base  de  la  construction]  ;  et,  après  avoir  marqué  les 

quatre  distances  égales 

se  =  SA  =  SB  =  SC", 

tirons  CA,  AB,  BG^';  puis,  des  points  A  et  B  comme  centres,  a^e 
les  rayons  AC',  BG'',  elécrivons  deux  arcs  de  cercle  qui  doivent  se 
couper  en  un  point  G  situé  par  rapport  à  AB  du  côté  opposé  au 
point  S;  et  Joignons  AG ,  BG  :  nous  obtenons  ainsi  le  tétraèdre  sabc 
développé  sur  le  plan  horizontal.  [Le  mouvement  de  la  base  abcda 
tétraèdre  s* est  fait  autour  du  côté  ab  ou  AB.]I1  ne  reste  plus  alors 
qu'à  déterminer  sur  ce  développement  les  grandeurs  des  ct'itésdu 
triangle  mnp. 


CONSTRUCTION    DES    ANGLES    TRlÀDBES.  4^9 

Or,  il  est  d'abord  évident  que  les  côtés  mn ,  mp^  seront  repré- 
sentés par  les  deux  parties  MN,  NR ,  d*une  même  perpendiculaire 
à  SA ,  menée  par  un  point  quelconque  M  pris  à  partir  du  point  A 
sur  SA.  D*un  autre  côté ,  le  point/?  a  dû,  dans  le  développement 
du  tétraèdre,  prendre  position  à  la  fois  sur  kOI  et  sur  AC  qui  re- 
présente ac  ;  donc ,  en  prenant  AQ  =  AR ,  et  joignant  le  point  Q 
au  point  N,  nous  aurons  NQ  =  /i/>.  Ainsi ,  les  trois  côtés  du  triangle 
mnp  sont  respectivement  égaux  à  MN,  MR ,  et  NQ.  —  Donc,  si 
sur  MN  comme  base  nous  construisons  le  triangle  MNP  (n®  ltf7) , 
tel  que  l'on  ait  MP  =  MR,  NP  =  NQ,  Tangle  en  M  sera  l'angle 
dièdre  demandé ,  rabattu  sur  le  plan  horizontal 

La  construction  serait  tout  à  fait  identique  par  rapport  à  l'angle 
dièdre  suivant  l'arête  sh  ;  mais  celle  de  l'angle  dièdre  suivant  se 
e&ige  une  légère  modification ,  parce  que  l'arête  se  est  représentée 
dans  le  développement  par  SC,  SC",  et  que  le  point  c  a  pris  les  trois 
positions  C,C%C''. 

Après  avoir  pris  sur  SC,  SC",  deux  parties  C'T',  C"T",  arbi- 
traires, mais  éçales»  élevons  T'V,  T''V",  respectivement  perpendi- 
culaires à  se,  SC%  puis  prenons  sur  GA,  CB, 

CP"  =  C'V,     CN"  =  C"V", 

et  tirons  N"P"  ;  les  trois  droites  N"P",  T'V,  TV\  représenteront 
les  côtés  n^p'^y  m"nf\  m"p"  du  triangle  à  construire  ;  et ,  cette  con- 
struction étant  exécutée  sur  la  base  N"P^,  l'angle  opposé  M''  sera 
l'angle  demandé. 

Au  surplus ,  on  éviterait  cette  dernière  construction  en  prenant 
ASC ,  à  son  tour,  pour  base  du  développement. 

ScoLiE  I.  —  Le  cas  où  l'on  donne  les  trois  angles  de  l'angle 
trièdre  rentre  dans  le  problème  précédent,  d'après  la  propriété 
de  l'angle  trièdre  supplémentaire  (n^  550)  : 

Prenez  les  suppléments  des  trois  angles  donnés,  et  vous  obtenez 
ainsi  les  trois  faces  du  nouvel  angle  trièdre  ;  construisez  les  angles 
dièdres  de  celui-ci ,  et  prenez-en  les  suppléments  :  vous  obtenez 
enfin  les  trois  faces  cherchées. 

ScoLTE  n.  —  La  réduction  d'un  angle  à  V horizon  est  encore 
un  cas  particulier  du  problème  précédent. 
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£n  effet,  réduire  un  angle  à  l'horizon,  c*eslC  trouver  la  pro- 
jection horizontale  de  l'angle  formé  par   deux   rayons  visads 
[dont  le  sommet  est  l*œil],  connaissant  cet  angle  et  ceaxqwt 
forment  les  rayons  visuels  avec  la  verticale. 
PiG.  333.      Soient  donc  SA,  SB  {fig.  333),  deux  rayons  yisuels,  etSCla 
verticale  abaissée   du  point  S. — On  conniut,  par  hypothèse, 
l'ange  ASB ,  ainsi  que  les  angles  ASC ,  BSC,  et  il  s'agit  de  déter- 
miner l'angle  MPN  formé  par  les  projections  de  SA,  SB ,  sur  on 
plan  horizontal  mené  par  un  point  quelconque  de  la  verticak. 
Or,  tout  se  réduit  à   construire  l'angle  dièdre  suivant  SC  de 
Tangle  trièdre  SABC,  connaissant   les  trois  faces  ASB,  ASC, 
BSC. 

Fio.  334.  PaoBLiME  VU.  (Fig.  334-  ) 

* 

N*'  4ii.  —  Étant  données  deux  faces  d'un  angle  trièdre  et 
l'angle  compris ,  construire  la  troisième  face ,  et  par  suite,  le 
trois  angles  dièdres. 

Ce  problème  est  toujours  possible,  quelles  que:  oient  ks  doix 
faces  données,  et  quel  que  soit  l'angle  compris. 

En  effet,  supposons  d'abord  les  deux  faces  données  ASB,  ASC, 
placées  sur  un  même  plan ,  celui  de  la  face  ASB ,  par  exemple,  et 
faisons  ensuite  tourner  la  face  ASC  autour  de  SA  comme  chamièrr 
Dès  que  l'angle  dièdre  compris  entre  les  deux  £&ces  données  sera 
devenu  égal  à  l'angle  dièdre  donné ,  la  troisième  face  CSB  soi 
elle-même  complètement  déterminée  dans  l'espace. 

Il  ne  s'agit  donc  que  d'en  fixer  la  grandeur  dans  le  développe- 
ment de  l'angle  trièdre  sur  la  face  ASB. 

Pour  cela ,  d'un  point  quelconque  D  de  l'arête  SC  rabaUoe . 
abaissons  sur  SA  une  perpendiculaire  indéfinie  DEF,  et  suppo- 
sons que  la  face  CSA  soit  remise  dans  la  position  qu'elle  doit  avoir 
pour  former  avec  ASB  l'angle  donné  ;  les  deux  droites  £D ,  £F. 
seront  alors  situées  dans  un  plan  vertical ,  et  formeront  entre  elk» 
un  angle  qui  mesure  l'angle  dièdre  donné. ^Concevons  emciie 
que  ce  plan  vertical ,  en  tournant  autour  de  £F,  vienne  se  n> 
battre  sur  le  plan  de  la  face  ASB  ;  la  droite  DE  prendra ,  après  ce 
mouvement ,  une  position  £1    telle  que  FEI  soit  égal  à  l'aneif 
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loDne  ;  et  si  nous  portons  ED  de  E  en  I ,  que  nous  menions 
[F  perpendiculaire  sur  EF ,  le  point  F  sera  le  pied  d'une  ver- 
icale  abaissée  du  point  D  de  Taréte  SC  dans  Tespace ,  sur  le 
yhn  horizontal. 

Imaginons  enfin  que  la  troisième  face  CSB  tourne  autour  de  SB 
pour  se  rabattre  sur  le  plan  horizontal  ;  le  point  D,  dont  la  pro- 
tection horizontale  est  en  F,  se  trouvera ,  dans  le  rabattement  de 
la  troisième  face,  sur  la  perpendiculaire  indéfinie  FE^D';  d'ail- 
leurs il  doit  rester  à  une  distance  du  point  S  égale  à  SD.  Donc , 
si  nous  décrivons  du  point  S  comme  centre,  avec  le  rayqn  SD,  une 
circonférence  de  cercle ,  elle  viendra  couper  la  droite  FE'D'  en  un 
point  D'  qui,  étant  joint  au  point  S,  déterminera  BSC  pour  la 
troisième  face  demandée. 

Les  trois  faces  étant  connues ,  on  pourra  construire  les  angles 
dièdres  inconnus  d'après  le  problème  précédent. 

2V.  B.  —  Cette  construction  est  susceptible  de  quelques  modifi- 
cations suivant  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  ;  mais  le  principe 
en  est  toujours  le  même.  « 

ScoLis.  —  La  propriété  de  l'angle  trièdre  supplémentaire  ra- 
mène au  cas  général  qui  vient  d'être  traité ,  celui  où  l'on  donne 
une  face  et  les  deux  angles  adjacents. 

Peoblàmk  VHL  [Fig,  335.)  Fie.  335. 

N°  414.  — Étant  donnés,  deux  faces  et  l'angle  opposé  à  l'une 
d'elles,  construire  la  troisième  Jace  et  les  deux  autres  angles 
dièdres. 

Il  est  d'abord  facile  de  reconnaître  que  le  problème  peut,  sui- 
vant les  cas,  admettre  deux  ou  une  solution,  ou  n'en  admettre 
aucune.  En  effet,  ASB  étant  Tune  des  faces  données,  concevons 
qu'un  second  angle  égal  à  Fautre  face  donnée ,  et  ayant  le  côté  SB 
commun  avec  le  premier,  tourne  autour  de  SB ,  et  prenne  toutes 
les  positions  possibles  dans  Tespace;  qu'en  outre,  un  troisième 
plan  passant  par  l'arête  SA,  forme  avec  ASB  un  angle  dièdre 
égal  à  l'angle  donné.  —  Cela  posé,  dans  le  mouvement  du  second 
plan  autour  de  SB,  le  côté  mobile  engendre  évidemment  une 
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surface  conique  dont  le  sommet  est  en  S.  Or,  il  peut  arriver  trw 
cas:  . 

Ou  le  troisième  plan  dont  la  position  est  fixée,  rauontn  la 
surface  conique  suivant  deux  de  ses  génératrices  dont  chacune  dÉ 
alors  être  considérée  comme  la  troisième  arête  d'un  angle  trièdit 
ayant  SB ,  SA,  pQur  ses  deux  autres  arêtes;  et  les  angles  triédm 
ainsi  formés  satisfont  aux  conditions  de  renoncé  ; 

Ou  le  plan  ne  fait  que  toucher  la  surface  conicpie  soivaDt  uoe 
de  ses  arêtes  (n®  3^9)  ;  auquel  cas,  on  obtient  un  seul  angle  trièèt 
satisfaisant  à  Ténoncé  ; 

Ou  bien  enfin ,  le  plan  est  tout  à  fait  extérieur  à  la  suifv»  co- 
nique*, et  dans  ce  cas,  il  ne  peut  exister  d'angle  trièdre. 

Voyons  maintenant,  lorsque  cet  angle  est  possible,  oomncDi 
déterminer  la  troisième  face. 

Soient  ASB,  BSG,  les  deux  faces  données,  dont  nous  prendrons 
la  première  pour  le  plan  de  construction ,  la  seconde  étant  d'ui* 
leurs  supposée  rabattue  dans  ce  plan.'' 

Par  un  point  quelconque  E  de  SB,  menons  un  plan  perpeodt- 
culaire  à  cette  droite  ;  ce  plan ,  qui  est  vertical ,  coupe  les  deux  faces 
ASB ,  BSC ,  suivant  des  droites  EF,  £D,  perpendiculaires  à  SA ,  et  li 
troisième  face  inconnue,  suivant  une  certaine  droite,  dont  do« 
allons  d'abord  chercher  à  fixer  la  direction  dans  ce  plan  vertical, 
en  le  supposant,  pour  le  moment,  rabattu  autour  de  sa  trace  EF 
sur  le  plan  horizontal.  —  A  cet  effet,  concevons  par  le  mêiiie 
point  E  un  autre  plan  vertical  et  perpendiculaire' à  l'arête  SA;  ce 
nouveau  plan,  qui  contient  la  verticale  élevée  du  point  £, coupe 
la  face  ASB  suivant  la  droite  £K  perpendiculaire  à  SA,  et  la  bft 
inconnue  suivant  une  droite,  aussi  perpendiculaire  à  SA,  et  for- 
mant par  conséquent  avec  EK  un  angle  égal  à  l'angle  dièdrr 
donné.  —  Or,  si  nous  rabattons  ce  nouveau  plan  lui-même  ao- 
tour  de  sa  trace  EK ,  la  perpendiculaire  à  SA ,  située  dans  k  êmy 
inconnue,  prendra,  après  ce  rabattement,  une  position  &1 1^ 
que  IKE  ^oit  égal  à  l'angle  donné  ;  et  la  verticale  partant  du 
point  £,  devant  être  perpendiculaire  à  EF,  sera  représentée  eo 
grandeur  par  £1.  —  D'ailleurs  cette  verticale  appartient  égaiemeo' 
au  premier  plan  vertical  que  nous  avons  imaginé  ;  et  dans  le  ra* 
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battement  de  ce  plan  autour  de  sa  trace  EF,  elle  devra  prendre  la 
direction  £B.  —  Si  donc  nous  portons  £1  de  £  en  G  sur  £B ,  et 
qne.nous  joignions  le  point  G  au  point  F,  trace  horizontale  de  la 
droite  d'intersection  du  premier  plan  vertical  avec  la  face  incon- 
nue, nous  aurons  la  direction  de  cette  droite  dans  ce  plan  vertical 
rabattu. 

II  reste  maintenant ,  pour  achever  la  résolution  du  problème , 
—  i**  —  à  déterminer  la  position  du  point  D  dans  ce  plan  ra- 
battu l'-^Q? — à  déterminer  la  position  de  ce  même  point  lorsque 
la  troisième  £ioe  tourne  autour  de  SA  pour  se  rabattre  sur  le  plan 
horizontal. 

Or,  —  I®  —  dans  le  mouvement  que  fait  le  plan  G£F  pour  se 
rabattre  sur  le  plan  horizontal,  la  distance  du  point  D  au  point  £ 
ne  doit  pas  changer;  donc  si  du  point  E  comme  centre,  avec  £D 
pour  rayon ,  nous  décrivons  une  circonférence  de  cercle,  elle  ren- 
contrera généralement  la  droite  FG  en  deux  points  d\  d",  qui 
représenteront  alors  deux  positions  différentes  du  point  D  dans  le 
plan  vertical  G£F  rabattu. 

a**  —  Remettons  ce  plan  dans  sa  position  verticale ,  puis  faisons 
tourner  d'SA  ou  d^SA  autour  de  SA.  Dans  ce  mouvement ,  les  dis- 
tances des  points  </',  d^^  au  point  F  ne  changeront  pas  ;  ainsi  ces 
points  devront  se  trouver  sur  les  circonférences  décrites  du 
point  F  comme  centre  avec  les  rayons  F^',  Fd'\  — D'un  autre 
c6té ,  ces  mêmes  points  doivent  appartenir  à  la  circonférence  qui  a 
pour  rayon  SD.  —  £n  cherchant  donc  les  points  D^,  D"  où  cette 
circonférence  rencontre  les  deux  autres ,  et  joignant  -ces  points  au 
points,  on  obtiendra  ASD',  ASD^  ou  plutôt,  ASC%  A^C",  pour  la 
troisième  face  demandée. 

N.  B,  —  Si  la  circonférence  £D  né  faisait  que  toucher  la  droite 
FG,  il  n'y  aurait  qu'une  solution;  et  si  elle  ne  la  rencontrait  pas, 
le  problème  n'admettrait  aucune  solution. 

Connaissant  la  troisième  face ,  on  déterminerait  les  angles  dièdres 
inconnus  d'après  le  problème  du  n"  410. 

Rous  n'insisterons  pas  davantage  sur  le  dernier  problème ,  dont 
la  discussion  complète  nous  entraunerait  trop  loin. 

28 
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Scoux.  —  Au  moycA  de  l'angle  trièdre  supplémentaire,  oa 
déduit  du  cas  que  nous  venons  de  traiter,  celui  où  l'on  donne  deux 
angles  dièdres  et  la  face  opposée  à  l'um  d'eux. 

Nous  avons  donc  les  moyens  de  déterminer  grapkiquememi  trots 
quelconques  des  six  éléments  qui  constituent  un  ang^e  trièdif , 
lorsque  les  trois  ajitres  sont  donnés.  Par  suite ,  les  questions  reb- 
tives  i^ux  triangles  sphériques  sont  susceptibles  elles-mêmes  de 
solutions  purement  graphiques. 

S  III.  —  Problèfues  sur  la  sphère. 

PaoBiiME  I. 

N**  415.  —  Circonscrire  une  sphère  à  un  tétraèdre  donné;  a 
d*autres  termes,  faire  passer  une  sphère  par  quatre  potmi 
donnés. 

Les  projections  des  quatre  points  étant  supposées  oonnws, 
déterminez  (n^  595)  les  traces  du  plan  qui  passe  par  trois  despoiati 
donnés  ;  puis  cherchez  (p9  408)  les  projections  du  centre  du  œidc 
passant  par  ces  trois  points,  et  élepez  parce  point  ainsi  constrnii 
une  perpendiculaire  au  plan  des  trois  points. 

Répétez  les  mêmes  constructions  par  rapport  au  quatrième  poiat 
combiné  avea  deux  des  premiers. 

Le  point  où  les  deux  perpendiculaires  se  coupent  (n^  578)  sen 
le  centre  de  la  sphère  demandée. 

AuTasmiiT  :  —  Par  les  milieux  de  trois  arêtes  d*un  même  aogW 
trièdre  du  tétraèdre  donné,  mene^  des  plans  perpendiculaires  à 
ces  arêtes  (n^  598),  et  détermine*  le  point  d'intersection  de  ces 
trois  plans. 

Vous  obtenez  ainsi  le  centre  de  la  sphère  cherchée  (n**  578). 

N.  B.  —  Les  projections  du  centre  et  celles  de  l'un  des  poists 
éunt  connues,  le  rayon  peut  être  feoilement  construit. 

ScoLiE.  —  Quand  on  peut  disposer  .des  plans  de  projecti<Hi  < 
volonté ,  la  construction  est  susceptible  de  grandes  simplificatioB^ 
—  Ainsi,   par  exemple,  rien  n'empêche  de  piendre  fowr  pi^ 
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horûoniai  le  plan  de  trois  des  quatre  points  donnés,  et  pour  plan 
vertical  le  plan  vertical  passant  par  Taréte  qui  joint  le  quatrièpie 
point  à  Tun  dés  trois  premiers. 

^ous  engageons  les  commençants  à  exécuter  Tépure  de  ce 
problème,  —  i**  -—  en  supposant  les  points  situés  d'une  manière 
quelconque  par  rapport  aux  plans  de  projection-;  —  2*^  -^  dans  le 
cas  particulier  oOi  le  plan  horizontal  et  le  plan  vertical  ont  la  posi- 
tion spédale  que  nous  venons  d'indiquer. 

PaoBiibiElI. 

N*  414.  — Inscrire  une  sphère  à  un  tétraèdre  donné. 

Nous  savons  déjà  (n**  579)  que  le  centre  de  la  sphère  demandée 
se  trouve  à  Tintersection  des  trois  plans  bissecteurs  des  angles 
dièdres  à  la  base  du  tétraèdre  donné. 

Les  quatre  sommets  du  tétraèdre  étant  supposés  donnés  par 
leurs  projections,  on  peut  d'abord  déterminer  les  traces  des  plans 
passant  par  ces  sommets  combinés  trois  à  trois  (n®  595).  —  Après 
quoi ,  Ton  cherche  (n*^  400,  scol.  Il)  les  traces  des  plans  bissecteurs 
des  angles  que  forme  la  face  prise  pour  base  avec  chacune  des 
trois  autres;  et  enfin  l'on  détermine  (n^  4011,  N.  B,,  i^)  le  point 
d'intersection  de  ces  trois  plans. 

Mais  cette  solution  générale  se  simplifie  beaucoup  lorsqu'on 
suppose  la  base  du  tétraèdre  placée  dans  le  plan  horizontal. 

Jutres  problèmes  sur  la  sphère, 

N*»  415.  —  OBSX&VATioir  pb^umik aikx.  *:- lies  problèmes  sui- 
vants n'ont  d'autre  analogie  avec  la  Géométrie  descriptive  ^  qu'en 
ce  qu'ils  se  résolvent,  quelques-uns  du  moins,  par  des  construc- 
tions exécutées  sur  un  plan.  Mais  ces  constructions  sont  fondées 
uniquement  sur  les  principes  de  la  Géométrie  ordinaire. 

Nous  supposerons  toutefois  que  Ton  ait  à  sa  disposition  un  in- 
strument ,  nommé  compas  sphérique  (n^  564 ,  note) ,  an  moyen  du- 
quel ,  en  plaçant  l'une  des  pointes  en  un  point  de  la  surface  d'une 
sphère ,  et  appuyant  Taulre  pointe  sur  la  même  surface ,  on  puisse 
décrire  une  circonférence  de  cercle,  dont  le  point  pris  sur  la  sur- 
face est  alors  le  pôle  {tfi  5€S,  Scôlie  II)  :  —  La  distance  rectiligne 
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des  deux  pointes  est ,  dans  ce  cas ,  la  corde  de  l'arc  de  giami  cerck 
compris  entre  le  pôle  et  le  point  où  se  trouve  placée  la  seconde 
pointe  :  —  lorsque  le  cercle  décrit  est  un  grand  cercle,  Yonya- 
ture  du  compas  est  le  côté  du  carré  inscrit ,  ou  la  corde  du  f  k- 
drant, 

Fio.  336.  pROBLÀME  m.  (F/^.  336.) 

N**  416.  —  Vrie  sphère  étant  donnée ,  construire  son  rayon. 

D'un  point  quelconque  P  pris  pour  pôle ,  et  avec  une  ouvertoit 
arbitraire ,  décrivons  d'abord  une  circonférence  de  cerde  sur  b 
surface  de  la  sphère  (n®  4t^)>  et  marquons  trois  points  A,  B,C 
sur  cette  circonférence.  Prenons  ensuite  trois  ouvertures  égile 
respectivement  aux  cordes  AB,  AC,  BG,  et  sur  un  plandooiv, 
construisons  avec  ces  cordes  comme  côtés ,  un  triangle  A'B'C';~i« 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle  (n**  iISi,  2^)  n'est  autre  que  le  petit 
cercle*  ABC;  donc,  en  .nommant  D  le  centre  de  ce  petit  cercle,  D 
celui  du  cercle  circonscrit,  on  a  DA  =  D'A^ 

Maintenant ,  prenons  £F  =  A'D',  puis  élevons  au  point  F  la 
droite  indéfinie  GFG'  perpendiculaire  à  £F ,  et  marquons  sur  cette 
perpendiculaire  im  point  G  tel  que  l'on  ait  £G  égal  à  AP  [ce  qm 
est  possible  puisque  AP  ^  AD  ^  £F]. — Construisons  enfin  Vvs^ 
G£0'  égal  à  l'angle  £GG^  [il  suffit,  pour  cela,  d'élever  par  le  nâ- 
lieu  I  de  G£  une  perpendiculaire  à  cette  droite]. 

Nous  formons  ainsi  un  triangle  isoscèle  0'£G  ^al  au  triafigif 
isoscèle  OAP  ;  donc  0'£  =r  OA  est  le  rayon  demandé. 

ScoLiE.  — .Pour  obtenir  sur  une  sphère  donnée  la  corde  àa. 
quadrant  f  il  faut,  d'après  le  problème  précédent,  déterminer /f 
rayon  de  la  sphère  ;  et  la  corde  cherchée  est  la  diagonale  du  carre 
*  construit  sur  ce  rajon. 

>  Nous  avons  vu  d'ailleurs  (n^  364,  scoL  in)  que  les  drcosfe- 
rences  de  grand  cercle  doivent  être  décrites  avec  une  ouverture^ 
compas  égale  à  la  corde  du  quadrant. 

Fie.  337.  Problème  IV.  {Fig,  337.) 

N*  417.  —  Par  deux  points  donnés,  A ,  B,  sur  la  surface  d^ust 
sphère  y  tracer  une  circonférence  de  grand  cercle. 
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Prenons  [n®  416,  scol,]  une  distance  égale  à  la  corde  du  qua- 
drant; puis  y  des  points  donnés  A,  B,  comme  centres  respectif,  et 
ïvcc  cette  distance  comme  rayon,  déctipons  d'un  niéme  côté  par 
rapport  au  plan  ABO  [O  étant  le  centre  de  la  sphère]  deux  arcs  qui 
se  couperont' en  un  point  P  ;  —  ce  point  sera  le  pôle  de  la  circon- 
férence cherchée  (n"  364,  scol,  III) ,  ligne  qui  pourra  alors  être  dé- 
crite facilement ,  puisque  la  distance  de  ce  pôle  à  chacun  des  points 
A,  B,  est  connue  et  égale  à  la  corde  du  quadrant. 

PaOBLÀMB   V. 

N^  418.  —  Etant  donnés  une  circonférence  de  grand  [ou  de  petit] 
cercle  et  an  point  sur  la  surface  de  la  sphère,  mener  par  ce  point 
une  circonférence  de  grand  cercle  perpendiculaire  à  la  première. 

Les   moyens  de  construction  sont  tout  à  fait  identiques  avec 
ceux  des  problèmes  (n»«  148,  149, >%.  89,  90):  il  suffit  de  sup-^»<*-^> Op- 
poser que  la  ligne  donnée  est  une  partie  de  circonférence  au  lieu 
d'être  une  ligne  droite. 

P&EiiiER  CAS,  le  point  donné  étant  situe  sur  la  circonférence 
donnée. — (P^g-  89.) — Prenez  sur  la  circonférence  donnée ,  de  part  F»c.  89. 
et  d'autre  du  point  donné  A ,  deux  distances  égales  AB ,  AC  ;  puis , 
des  points  B ,  G ,  comme  pôles ,  et  avec  la  même  ouvcrtui^  [plus 
grande  que  BA  ou  CA] ,  décrivez  deux  arcs  de  cercle  qui  se  cou- 
pent en  un  point  D,  eX.  faites  passer  une  circonférence  de  grand 
cercle  par  les  deux  points  A  ,  D  (n*'  417); 

Vous  obtenez  ainsi  la  circonférence  demandée. 

Skoond  cas  ,  le  point  donné  étant  situé  hors  de  la  circonférence. 
*~  i^S'  9^0  —  ^"  point  A  comme  pôle,  décrivez  un  arc  de  Fie.  go. 
cercle  qui  coupe  la  circonférence  donnée  en  deux  points  G,  D; 
puis,  de  ces  deux  points  comme  pôles  respectifs,  et  avec  nne  ou- 
verture sufifisamment  grande ,  décrivez  deux  arcs  qui  se  coupent 
en  un  point  D'  situé  du  côté  opposé  au  point  A  par  rapfiort  à  Tare 
CD;  enfin  faites  jjasser  une  circonférence  de  grand  cercle  par  les 
deux  points  A,  D. 

■ 

ScoLiK.  —  On  peut ,  par  un  procédé  analogue  à  celui  du  n*  ItfO, 
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diviser  un  arc  de  grand  ou  de  petit  cercle  d'une  longueur  donoR , 
en  2  y  4»  ^v  parties  égales  par  une  droonférence  de  f^nnl 
cercle 

CoaoLLAi&E.  —  Vgut,  faire  passer  par  trois  points,  donnés  sur 
une  surface  sphérique  y  une  circonférence  de  cercle,  il  faut ,  d*aprà 
le  problème  qui  vient  d^étre  résolu ,  tracer  deux  circonférences  de 
grand  cercle  dont  tous  les  points  soient ,  pour  chacune,  également 
distants  des  points  donnés ,  pris  deux  à  deux.  —  Ces  circonféreno» 
se  couperont  en  deux  points  qui  seront  les  pôles  du  cercle  cher- 
ché  (n°  564 ,  scoL  Œ),  lequel  sera  alors  facile  à  construire. 

Enfin  y  on  peut,  par  ce  moyen,  trouver  les  pôles  d'an  cerck 
donné. 

FiG.  337.  PROBLiME  VI.  (jFYg'.  337.) 

N**  419.  —  Étant  donnés  une  circonférence  de  petit  cercle  et  «/» 
point  sur  la  surface  ds  la  sphère,  mener  par  ce  point  une  circonfé- 
rence de  grand  cercle  tangente  à  la  première, 

D*abord ,  deux  cercles  d'une  même  sphère  sont  dits  tangents  Tun 
à  Pautre  en  un  point,  lorsqu'ils  ont  une  tangente  commune  en  œ 
point;  —  et  comme  le  méridien  (n**  564)  de  tout  cercle  qui  cor- 
respond au  point  de  contact  est  perpendiculaire  à  la  tangente,  il 
s'ensuit  que  les  deux  cercles  tangents  ont  un  méridien  commun  ai 
point  de  contact. 

Nous  remarquerons  en  outre  que ,  par  un  même  point  d'un  petit 
cercle ,  on  peut  mener  une  infinité  d'autres  cercles  qui  lui  soieoi 
tangents  :  car  il  suffit  de  faire  passer  par  la  tangente  un  plan  quel- 
conque. 

Mais  il  n'existe  qa'un  seul  grand  cercle  tangent  et  passant  pir 
ce  point  :  c'est  celui  que  déterminent  le  centre  de  la  sphère  et  b 
tangente. 

Cela  posé,  traitons  successivement  chacun  des  deux  cas. 

PnEMisa  cjks.  —  Soient  AMB  le  petit  cercle  donné,  M  le  point 
de  contact  de  la  circonférence  demandée.r 

Déterminez  d'abord  (n®  418,  coroL)  le  pôle  P  du  petit  cercle; 
puis  faites  passer  un'  grand  cercle  PMP'  par  les  points  P,  M 
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(n^  417}  :  vous  aurez  ainsi  le  méridien  correspondant  au  point 
de  contact.  MalB  le  tierclfe  cherché  doit  passer  par  le  poiât  M  et  être 
perpendiculaire  au  plan  du  grand  cercle  PMP'  :  il  suffit  donc 
maintenant  de  mener  par  le  point  M  une  circonférence  de  grand 
cercle  GMD  perpendiculaire  à  PMP'  (n**  4i8);  et  vous  obtiendrez 
ainsi  la  circonférence  demandée. 

Sbcohd  cas.  —  Soit  I  le  point  donné  hors  du  petit  cercle  AMB. 
—  Supposons  le  problème  résolu,  et  soient  ClMb  le  cercle  de^ 
mandé ,  PMP'  le  méridien  commun. 

Prenons  sur  PBiP^  MH  =  MP  =  PA,  et  observons  que,  CIM 
étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  PH,  le  point  I  est  égale- 
ment distant  de  P  et  de  H  ;  ainsi  l'on  a  PI  =  IH. 

On  voit  donc  que  le  point  H  est  à  l'intersection  de  deux  circon- 
férences de  cercle ,  Tune  décrite  avec  la  distance  PH  =  t^A  ,  l'au- 
tre décrite  du  point  I  avec  la  distance  IP. 

De  là.  résulte  la  constniction  suivante  : 

I®  -r-  Déterminez  le  pôle  P  comme  dans  le  premier  cas;  — 
2?  —  prenez  une  ouverture  de  compas  égal^  à  la  corde  de  IP  ;  — 
3®  —  déeriçez  du  point  I  comme  centre,  avec  ce  rayon ,  une  cir- 
conférence de  petit  cercle  ;  —  4^  —  décrivez  du  point  P,  avec  un 
rayon  égal  à  la  corde  d'un  arc  PA'  =  aPA ,  ane  autre  drconfé*- 
lence  qui  coupe  la  première  en  un  certain  point  H  ;  —  5®  — /aiitfs 
passer  par  les  points  P,  H ,  une  circonférence  de  grand  cercle  qui 
rencontre  le  petit  c^de  AMB  au  point  M  ;  —  6^  —  enfin,  —  pa» 
les  points  I ,  M,  faites  passer  un  grand  cercle  {a?  417)  ;  —  ce  sera 
le  cercle  demandé. 


LIVRE   QUATRIÈME. 

DE  L'ÉTENDUE  CONSIDÉRÉE  DANS  L'ETAGE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  LA  SIMILITUDE  DES  POLYÈDRES.  —  DÉTERHINAÎIO» 
DE  LEURS  AIRES  ET  DE  LEURS  VOLUMES. 


§  I.   —  De  la  similitude  des  poljrèdres. 

N^  480.  —  Introductiov.  —  Ayant  Sxé  dans  le  second  Um 
(n^'  t86  et  suiv:)  les  caractères  généraux  de  la  nmilitude,  noo 
n'avons  qu'à  appliquer  aux  figures  considérées  dans  l'espace  les 
principes  qui  y  ont  été  établis.  —  Ainsi ,  les  propriétés  de  toute» 
ces  figures  dépendant  de  cdles  du  tétraèdre ,  de  même  que  ceUe 
des  figures  planes  dépendent  des  propriétés  du  triai^e ,  c'est  b 
définition  des  tétraèdres  semblables  qui  doit  servir  de  base  à  h 
théorie  des  figures  semblables  dans  Tespace. 
*  Or,  un  tétraèdre  étant  déterminé  par  ses^û?  arêtes  (n**  547,  corol). 
comme  un  triangle  Test  par  ses  trois  côtés,  nous  dirons  qoe— 
Deux  tétraèdres  sont  semblables  lorsqu'ils  ont  les  arêtes  pn^r- 
tionnelles  et  disposées  dans  le  même  ordre  [cette  dernière  expres- 
sion ayant  la  même  signification  que  pour  les  tétraèdres  égaux 
(même  numéro)], 

n  résulte  de  là  immédiatement ,  que, 

fo  —  Deux  tétraèdres  semblables  ont  leurs  faces  sembtabh 
chacune  à  chacune  (n?  187} ,  les  angles  dièdres  et  les  angles  trièdits 
égaux  chaAn  à  chacun  (n^  S56)  ; 

2**  —  Deux  tétraèdres  semblables  à  un  troisième  sont  semblables 
entre  eux. 
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N*>  491. — Maintenant,  un  polyèdre  quelconque  étant  déter- 
miné par  un  assemblage  de  tétraèdres  qui  le  composent ,  il  s'ensuit 
ipie 

Deux  polyèdres  sont  semblables  lorsqu'ils  peuvent  se  décompo- 
fer  en  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables  chacun  à  chacun 
et  disposés  de  la  même  manière. 

D'où  Ton  tire  cette  nouvelle  conséquence  :         v.-^ 

Deux  polyèdres  semblables  à  un  troisième  sont  semblables  en- 
tre eux. 

On  nomxae points  homologues  dans  deux  figures  semblables,  — 
I*  —  les  points  homologues  de  leurs  faces  (n®  t88);  —  2*^  —  les 
points  liés  aux  faces  homologues  par  des  tétraèdres  semblables 
[d?  4510)  9  et  disposés  de  la  même  manière. 

On  nomme  lignes  homologues  les  droites  que  déterminent  tleux 
couples  de  points  homologues  chacun  à  chacun. 

On  nomme  sections  homologues  les  polygones  résultant  de  Tin- 
tersection  de  deux  polyèdras  semblables  par  deux  plans  que  déter- 
minent trois  couples  de  points  homologues  chacun  à  chacun. 

Enfin,  deux  polyèdres  semblables  sont  égaux  lorsqu'ils  ont  une 
arête  y  ou  plus  généralement,  une  ligne  homologue  égale. 

X^o  4S9.  —  Deux  tétraèdres,  et  en  général ,  deux  polyèdres  sont 
dits  inversement  semblables  y  lorsque  l'un  d'eux  est  semblable  au 
symétrique  de  l'autre  (n®  554).  —  Mais  nous  ne  traiterons ,  pouf 
le  moment ,  que  des  propriétés  des  polyèdres  directement  sembla- 
blés,  nous  réservant  de  revenir  sur  l'autre  sorte  de  polyèdres  dans 
le  second  appendice.  —  Aussi ,  afin  d'abréger  les  énoncés  des 
théorèmes,  nous  omettrons  quelquefois  la  restriction  iiisposés  de  la 
même  manière,  comme  devant  être  toujours  sous-entendue,  dans 
le  sens  que  nous  lui  avons  attribué. 

TuioASME  I.  {Fig,  339.)  Fie.  339. 

N"*  495.  —  Tout  plan  parallèle  h  l'une  des  faces,  ABC,  d'un 
tétraèdre  SABC ,  détermine  avec  les  trois  autres  faces  un  second  té-- 
traèdre  SA^^B^G',  semblable  au  premier  [les  deux  plans  parallèles 
étant  placés  d*un  même  côte  par  rapport  au  sommet  S]. 
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En  effet,  les  droites  A^'B''»  k!'CyVC\  étant  respedivencit 
parallèles  aux  droites  AB,  AG,  BC  (n^  918),  il  en  résulte 

SA  :  SA''  ::  SB  :  SB"  ::  se  .  se 
::  AB  :  a'^b"  ::  ac  :  a'^C'  ::  bg  :  ^"C-, 

donc  (n«  4S0)  les  tétraèdres  SABC ,  SA^'B'^CT,  sont  semblables. 

GoaoïAAxaB  I.  —  Tout  plan  parallèle  k  la  base  d'une  pjnmiik 
FiG.  a86.  quelconque  SABCDE  {fig.  a86)  [et  situé  du  même  côté  que  cette 
base  par  rapport  au  sommet]  détermine  une  autre  pyruande  tûMi 
semblable  à  la  première*  En  effet,  on  a  vu  (n^544)  que  lestrêiOr 
ainsi  que  les  côtés  des  bases  AfiCDE,  aboie,  sont  proport» 
nelles;  donc,  les  tétraèdres  que  Ton  obtient  en  menant  des  pi» 
par  le  sommet  S  et  les  diagonales  de  ces  bases  sont  semblables 
(n?  4M)  ;  donc  aussi  les  pyramides  sont  semblables  (n*41li]. 

CoEOLiAïas  n.  —  Dans  deux  tétraèdres  semblables  SàBC, 
Fie.  ?39.  S'A'B'C  (/^.  339) ,    les    hauteurs  SH,   S' H'   sont  prvportiofh 
nelles   aux  arêtes. 

En  effet,  sur  SA  prenons  SA"  =:S^A',  et  par  le  point  A"  me 
nons  un  plan  parallèle  à  ABC  :  —  Le  tétraèdre  âA^'B^C  est  sem- 
blable à  SABC ,  d'après  le.  théorème  principal ,  et  par  conséquent 
aussi  à  S'A'B'C  (n*"  480,  2<»);  mais ,  par  construction ,  SA''=S'A'; 
donc  les  tétraèdres  SA"B"C%  S'A'B'C,  sont  ^ux  (no4Si:;i 
d'où  SH"  =  S' H'.  Or,  SH  :  SH"  :  :  SA  :  SA*'  (n«  544)  ;  donc 
aussi  SHiS'H'  ::  SA  :  S'A'. 

If.  JB.  —  La  même  proposition  s'applique  à  deux  pyramides 
semblables  quelconques. 

r».  339.  TratoaiME  U.  (Flg.  Bdg.  ) 

N»  494.  ~  Deux  tétraèdres  ^ABC,  S'A'B'G',  sont  semblables  diBs 
deux  cas  principaux  ; 

i^  —  Lorsqu'ils  ont  deux  faces  semblables  chacune  n  chacun 
[SAB  et  S'A'B',  SAG  et  S'A'G'],  également  inelimées  et  disp^ 
sées  de  la  même  manière  ; 

2**  —  Lorsqu'ils  ont  un  angle  trièdre  [en  S  et  S'  par  exempt]- 
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ynpris  entre  trois  faces  semblables  chacune  à  chacune  et  dispo' 
iesdela  même  manière. 

Le  second  cas  est  une  conséquence  presque  immédiate  de  la 
éfinidon  {vP  \%Si)  \  car,  de  la  similitude  des  trois  faces,  on  con- 
ut  la  proportionnalité  de  toutes  les  arêtes. 

Quant  au  premier  cas ,  pour  le  démontrer ,  sur  SA  prenons 
^  =  S'A',  et  menons  par  le  point  A^  un  plan  parallèle  à  ABC  : 

triangle  SA"^'',  semblable  à  SAB,  est  aussi  semblable  à  S'A'B'^ 
i  de  plus  lui  est  égal ,  à  cause  de  SA"^  =  S'A^  Pareillement,  on 
SA''C'  =  S^A'C'.  Or,  par  hypothèse,  les  deux  angles  dièdres 
nvant  SA""  et  S'A',  sont  ^ux;  donc  les  tétraèdres  SA^'B^'C^, 
A'B'C,  sont  égaux  (n?  547).  Mais  SA^'B^'C  est  semblable  à 
ABC  ;  donc ,  etc. . . . 

ScoLu.  —  Ihux  tétraédrts  sont  encore  semblables ,  hnqm'ils 
nt  une  face  semblable  [  5AB  et  S'A'B'] ,  et  les  angles  dièdres 
ijacents  égaux  chacun  à  chacun  et  disposés  de  la  même  manière. 

En  effet,  prenons,  comme  ci -dessus,  SA".=  S'A',  et  menons  par 
)  point  A""  un  plan  parallèle  à  ABC  :  —  le  tétraèdre  SA^'B^'C'  est 
smblable  à  SABC  (  n*  425  )  ;  ainsi ,  les  angles  dièdres  suivant 
A^,  SB'',  A''B",  sont  respectivement  ésaux  aux  angles  dièdres 
nivantSA,  SB,  AB  ,  et  par  conséquent  aussi,  d'après l'hypo- 
lèse,  aux  angles  dièdres  suivant  S'A',  S'B',  A'  B'.  —  D'ailleurs , 
A'^B",  semblable  à  SAB ,  est  semblable  à  S'A'B',  et  de  plus  lui 
rt  égal,  à  cause  de  SA"  =  S'A'  ;  donc  les  deux  tétraèdres  SA"B"C", 
'A'  B'C,  sont  égaux  (  n<>  547)  ;  mais  le  premier  est  semblable  à 
ABC;  donc,  etc. 

Enfin,  on  peut  dire  que  ^  Deu»  tétraèdres  gui  ont  tous  les  angles 
Hèdres  égaux  chacun  à  chacun  sont  semblables  ;  car,  d'après  la 
propriété  des  angles  trièdres  supplémentaires  (n^  550),  l'égalité  des 
ngles  dièdres  entraine  l'égalité  des  angles  formés  par  les  arêtes, 
t  par  conséquent ,  la  similitude  des  faces  correspondantes. 

Mais  ce  nouveau  cas  contient  une  condition  de  trop ,  parce 
[ue,  trois  faces  étant  assemblées,  deux  angles  dièdres  suffisent 
H)ur  déterminer  la  direction  de  la  quatrième  face. 
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Th^obâme  m, 

N"  485.  —  Deux  polyèdres  semblçbies  on^t  les  faces  homolo- 
gues semblables ,  les  angles  dièdres  et  les  angles  polyèdres  Aiusc- 
logues  égaux  chacun  à  chacun, 

X®  —  Les  faces  homologues  sont  semblables,  comme  £ues 
homologues  de  tétraèdres  semblables ,  ou  comme  des  assembla^ 
de  faces  homologues  de  tétraèdres  semblables. 

2®  —  Les  angles  dièdres  homologues  sont  égaux ,  soit  comse 
angles  dièdres  de  tétraèdres  semblables ,  soit  comme  des  assesi- 
blages  d'angles  dièdres  de  tétraèdres  semblables; 

3^  —  Les  angles  polyèdres  homologues  sont  aussi  égaux  comeki* 
des  assemblages  d'angles  dièdres  égaux  chacun  à  chacun. 

■ 

Sgolib.  —  Les  arêtes  homologues  de  deux  polyèdres  semblabin 
sont  proportionnelles,  pomme  appartenant  à  des  tétraèdres  sen- 
blables  chacun  à  chacun  et  adjacents  les  uns  aux  autres. 

TnioEÙB  IV. 

N**  496.  —  RicipaoQUBXENT  :  —  Deux  polyèdres  sont  semblahui 
lorsqu'ils  ont  toutes  leurs  faces  semblables  chacune  à  chacune  ^ft 
également  inclinées. 

En  suivant  l'une  des  méthodes  indiquées  au  n"  547,  et  raison- 
nant comme  pour  les  polyèdres  égaux  (n**  558) ,  on  peut  proom 
que  les  deux  polyèdres  sont  composés  de  tétraèdres  semblables 
chacun  à  chacun  ;  donc  ils  sont  semblables  {jo?  481). 

N.  B,  —  Cette  réciproque  contient  trop  de  conditions  pourk 
cas  où  les  polyèdres  sont  convexes. 

Corollaire.  —  Les  arêtes  y  les  diagonales,  et,  en  général,  touto 
les  droites  homologues  de  deux  polyèdres  semblables  ^  sont  pr^^ 
portionnelles. 

Car  on  peut  considérer  ces  lignes  comme  des  arêtes  de  tétracdr» 
semblables  et  adjacents  les  uns  ^ux  autres,  ce  qui  lie  entre  efi» 
toutes  les  proportions  que  l'on  peut  établir  entre  ces  diflercnift 
lignes. 
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Nous  proposerons  comoie  exercices  sur  les  polyèdres  sembla- 
>les,  les  théorèmes  suivants  : 

Th^eâmb  V. 

Deux  polyèdres  sont  semblables  lorsque ,  ayant  une  face  sembla- 
le,  ils  ont  tous  leurs  smtmeîs  [autres  que  ceux  de  la  face  sem- 
ilable]  déterminés  par  un  même  nombre  de  tétraèdres  semblables 
st  semblablement  disposés] ,  construits  sur  l'un  des  triangles  qui 
omposent  la  face  semblable, 

N.  B.  — Ce  théorème  9  dans  la  Géométrie  de  Legbndre,  sert  de 
léfinition  aux  polyèdres  semblables. 

THioaixB  VI. 

Dans  deux  prismes  semblables^  les  sections  perpendiculaires  aux 
arêtes  latérales  sont  des  polygones  semblables, 

THioaiMz  VU. 

Deux  pyramides  sont  semblables  lorsqu'elles  ont  leurs  arêtes 
parallèles  chacune  à  chacune. 

THio&iMz  Vm. 

Deux  polyèdres  réguliers  de  même  espèce  [ou  de  même  nom] 
sont  semblables  et  peuvent  se  décomposer  en  un  même  nombre  de 
pyramides  régulières  semblables. 

§  IL   —  Des  aires  et  des  vobimes  des  poljèdres.    . 

Détermination  des  aires, 

N^4S7.  —  PROPOSITION  pRéiJMiHAiEE.  — L'aire  d'un  polyèdre 
quelconque  est  égale  à  la  somme  des  aires  de  toutes  les  faces  qui  le 
terminent. 

L*aire  d'une  surface  étant,  en  général ,  le  nombre  abstrait  d'u- 
nités superficielles  contenues  dans  la  surface  (n^  3)  y  il  est  clair 
que ,  pour  obtenir  celle  d'un  polyèdre  tout  à  fait  irrégulier,  il  faut 
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memrer  chacun  des  polygones  qui  forment  la  sorCiMe ,  puis,  bm 
la  somme  de  toutes  ces  mesures. 

Lorsqu'il  s'agit  d*un  prisme  quelconque ,  ou  d'une  pynunde 
régulière ,  l'expression  de  l'aire  de  la  surface  latérale  est  soscepdlsb 
d'un  énoncé  assez  simple  qui  donne  lieu  aux  théorèmes  soiTasis: 
• 
Fio.  340.  TH]ÉoaiME  I.  {J^g,  340.) 

N®  428.  —  L'aire  de  la  surface  latérale  d'un  prisme  quektmipe 
est  égale  au  produit  de  l'une  des  arêtes  par  le  contour  d'une  sec- 
tion faite  perpendiculairement  aux  arêtes. 

Soit  coupé  le  prisme  par  un  plan  MNPQR  perpendiculaire  mx 
arêtes,  ce  qui  donne  des  droites MN,  NP,  PQ,...  perpendicdaim 
à  ces  arêtes  (n**  999)  ;  nous  pouvons  prendre  ÂA^  BB%  OCv* 
pour  bases  des  parallélogrammes  ABB'A',  BGC'B',...;  et  alors H5t 
NPy  PQ,...  sont  leurs  hauteurs  respectives.  —  On  a  donc 

ABB'A'  =  AA'  X  BIN, 
BCC'B'  =   BB'  X   NP/ 

CDiyc  =  ce  X  pq,..; 

d'où,  à  cause  de    AA'  =  BB'  =  CSC  =  ..., 

surf,  latér.  =  AA.'  (BIN  4-  NP  +  PQ  -h  ...) 

=  AA'  X  périm.  MNPQR;        C  Ç.  F,  D. 

CoaoLiAi&E.  —  L'aire  latérale  de  tout  prisme  droit  ou  réguStr 
[n^  559)  a  pour  mesure  le  produit  du  contour  de  sa  base  par» 
hauteur  ou  l'une  des  arêtes. 

Car,  dans  ce  cas,  la  section  perpendiculaire  aux  arêtes  est  la 
base  même  du  prisme. 

Lorsque  le  prisme  est  régulier,  l'aire  totale,  y  compris  les  dem 
bases,  est  éffàe  au  produit  du  périmètre  de  la  base,  multiplié  fsr 
la  somme  faite  de  la  hauteur  et  de  l'apothème  de  la  base, 

rio.  341.  TiràoaixB  n.  (Ftg.  34 1.) 

.  N®  4S9.  —  L'aire  de  la  surface  latérale  d'une  pyramide  régi- 
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ière  SABCDE»  est  égale  au  produit  du  périmèirg  de  sa  base  par 
^a  moitié  de  Vapotkème  SILde  ia  p^framide. 

Tous  les  triangles  SAB,  SBCySCD»...  sont  égaux  etisosciles 
n®  543);  et  l'on  a 

SAB  =  ABX7SK, 
SBC  =  BCXî  SI, 
SCD  =CD  X  tL,..., 

roù,  à  cause  de  SK  =  SI  =  SL  =  ...» 

surf,  latér,  =  (AB  -h  BC  -+-  CD  -+-  ...)  \  SK 
=5  pér.  ABCDE  X  i  SK. 

ScoLu.  —  L'aire  totale  a  pour  expression 

pénm.  ABCfiE  X  |  (Sït  -+-  OR), 

>K  et  OKy  étant  les  apothèmes  de  la  pyramide  et  de  la  base. 

Déterminatiom  des  volumes» 

Nous  commencerons  y  comme  pour  Tévaluation  des  sur&ces,  par 
îtablir  quelques  propositions  ayant  pour  objet  de  transformer  cer- 
ains  polyèdres  les  uns  dans  les  au  très 

Deux  polyèdres  sont  dits  équivalents  entre  eux  lorsqu'ils  ont 
néme  i^olume,  quoique  étant  d'une  forme  très-différente;  et  trans- 
former un  polyèdre,  c'est  le  remplacer  par  un  autre  dont  le  vo- 
lume soit  égal  à  celui  du  premier.  [On  suppose  que  les  figures  sont 
parfaitement  pénétrables,] 


m.  (Fig.  342,  343.)  Fia.  349, 343. 

N**  430.  —  Deux  parallélipipèdes  quelconques  de  métne  base  et 
de  même  hauteur,  sont  équivalents  [voyez  le  n^  910). 

Puisque  les  bases  des  deux  parallélipipèdes  sont  supposées  égales, 
on  peut  transporter  le  second  sur  le  premier,  de  manière  que  les 
bases  iaiérieures  coïncident;  auquel  cas,  puisqu'ils  ont  aimi même 
hauteur,  les  bases  supérieures  se  trouveront  placées  sur  un  même 
plan  parallèle  à  la  base  inférieure.  Mais  alors  il  pourra  arriver,  ou 
bien  que  ces  bases  soient  comprises  entre  les  mêmes  parallèles 
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FiG.  343.  \2Jf  MM^  comme  dans  Ia  figure  34^ ,  ou  bien  qu*dles  aient  ose 
F».  343.  position  relative  quelconque ,  comme  dans  lafigure  343.  ^Eit- 
minons  ces  deux  cas  successivement  : 

P&EMDUL  CAS.  —  Soient  les  deux  parallélipipèdes  ABCDEFGH, 

Fk».  34:1.  ABCDE^'G'H'  {fig.  342).  —  On  a  évidemment  deux  prismes 

triangulaires  AEE'DHH',  BFFCGG%  égaux  entre  eux  (n»  516' 

comme  ayant  un  angle  trièdre  égal ,  l'un  en  A  y  Tautre  en  B,  coo- 

pris  entre  trois  faces  égales  chacune  à  chacune ,  savoir  : 

AEE'  =  BFF',     ADHE  =  BCGF,      et     ADH'E'  =  BCGT 

Or  si  y  de  la  figure  totale  ABGDG'EŒF',  on  retranche  altematÎTe- 
ment  ces  deux  prismes  égaux,  il  reste,  d'une  part,  le  paralléiipi- 
pède  ABGDE'F'G'H',  et  de  l'autre ,  le  parallélipipède  ÂfiCDEFGfl. 
Ainsi ,  ces  deux  parallélipipèdes  sont  égaux  en  volume. 

Secoud  cas.  —  Soient  maintenant  les  deux  parallélipipèdes 
FiG.  343.  ABCDEFGH,  ABGDET'G^H'  (Jig,  343)  [on  s'est  dispensé  decoi- 
struire  le  second,  pour  ne  pas  compliquer  la  figure]. 

Comme  les  côtés  ET',  H'G^  du  second  parallélipipèiie,  so« 
respectivement  égaux  et  parallèles  à  EF,  HG,  et  par  conséqooit 
à  AB,  DC,  que,  de  même,  E'H',  FG%  sont  égaux  et  parallèles  à 
AD,  BG ,  il  en.  résulte  que,  si  l'on  prolonge  les  côtés  E'H',  FG\ 
jusqu'à  leurs  rencontres  respectives  en  E*',  H",  F*,  C,  avec  lei 
côtés  EF,  HG ,  aussi  prolongés ,  on  formera  un  parallélogramme 
'E"F''G''H''  égal  à  ABCD ,  ainsi  qu'aux  bases  supérieures ,  EF&H, 
E'F'G'H'.  —  Donc ,  en  menant  par  AB  et  E^'F',  DC  et  H'G', 
puis  par  AD  et  E''H'',  ËC  et  F^'G'^,  des  plans,  .on  obtiendra  ob 
nouveau  parallélipipède  ABCDE'T"G"H'',  équivalent  à  diaciB 
des  deux  parallélipipèdes  donnés,  en  vertu  du  premier  cas.— 
Donc  aussi  ces  deux  parallélipipèdes  sont  équivalents  entre  eus; 

C.  Q.  F.  D. 

F».  344.  TnioEÂifE  IV.  (Fig,  344.) 

N®  451.  —  Un  parallélipipède  oblique  quelconque  ABCDttW 
(fig.  344)  ^^^"^  donné,  il  est  toujours  possible  de  le  transformera 
un  certain  parallélipipède  rectangle  de  même  hauteur  que  Im^  rt 
dont  la  base  soit  équivalente  à  celle  du  parallélipipède  propose. 
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Par  les  points  A,  B,  C,  D,  de  la  base  ABCD,  élevons  des  per- 
mdiculaires  an  plan  de  cette  base ,  elles  vont  rencontrer  la  base 
ipérieure  en  quatre  points  E%  F%  G^  H';  et  en  joignant  ces  points 
eux  à  deux,  nous  formons  un  parallélogramme  E'F'G'H'  égal  à 
BCD ,  et  par  suite ,  un  paralléHpipède  droit  ABCDE'F^G'H'  équi- 
ilent  au  parallélipipède  donné ,  en  vertu  du  théorème  précédent. 

Afin  de  ne  pas  compliquer  la  figure ,  concevons  que  ce  nouveau 
irallélipipède  glisse  dans  le  plan  de  sa  base  inférieure  et  vienne 
rendre  la  position  A'B'C'D'E'F'G'H'. 

Gda  posé  9  des  sommets  A%  B',  de  la  base  A'B'Giy,  menons 
T,  B'K'y  perpendiculaires  à  A^B',  ce  qui  détermine  un  rectangle 
'FK'r  équivalent  au  parallélogramme  A'B'C'D'  (o<>  910);  puis, 
tr  les  points  V,  K%  menons  IT,  K'K''  parallèles  à  A'E',  B^F,  et 
ngnons  les  points  E%  F%  aux  points  V\  JSJ\  où.  ces  parallèles 
SDoontrent  G'  H'.  —  Nous  obtenons  ainsi  un  nouveau  parallélipi* 
ède  A'K^y  qui  est  rectangle,  puisque  toutes  ses  faces  sont  évi- 
emment  des  rectangles ,  et  qui  est  équivalent  au  parallélipipède 
roit  (n®  430);  puisque  tous  deux  peuvent  être  considérés 
tttune  ayant  pour  base  commune  le  rectangle  A'E'F'B',  et 
mv  hauteur  A^r.  Or,  par  construction ,  le  parallélipipède  droit  est 
piivalent  au  parallélipipède  donné  ABCDEFGH;  donc  celui-ci  - 
it  aussi  équivalent  au  parallélipipède  A'  R^'.  , 

Ainsi,  le  parallélipipède  oblique  se  trouve  transformé  en  un 
irallélipipède  rectangle  de  base  A'  B'  Ef  V  équivalente  à  ABCD , 
:  de  même  hauteur  que  lui ,  II"  =  AE';  C.  Ç.  F.  D. 

THioRiME  V.  {Fig.  345.)  F10..345. 

N'iéSS.  —  Teut  prftme  triangulaire  obli^fue  ABDEFH,  esi  la 
Mtié  d'un  parallélipipède  de  base  double  et  de  même  hauteur 
Hijrez  le  n*»  îit]. 

Par  les  points  B,  D,  menons  BC,  DC,  respectivement  parallèles 
AD,  AB,  ce  qui  détermine  un  parallélogramme  ABCD  double  de 
i  base  ABC;  puis,  par  le  point  C,Nmenons  CG  parallèle  à  AE, 
nqu'à  sa  rencontre  en  G  avec  la  base  supérieure  EFH  du  prisme , 
(tirons  FG,  HG;  nous  formonsainsi  un  parallélipipède  ABCDEFGH 
ont  la  base  ABCD  est  double  de  celle  du  prisme,  et  qui  a  même 
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hauteur  que  lui.  Or,,  il  sera  établi  ultérieui«meiit  (2*  App.)  que  ks 
deux  prismes  triangulaires  ABCEFH,  BCDFGU,  éunt  symétriques, 
ne  sauraient ,  pour  cette  raison ,  être  superposés  ;  mais  nous  n'en 
pouvons  pas  moins  démontrer  dès  à  présent  qu'ils  sont  éqmhû- 
lents,  cefcpii  suffit  à  Texistenoe  du  théorème  énoncé. 

A  cet  effet ,  coupons  la  figure  totale  par  un  plan  MIIPQ  perpen- 
diculaire aux  arélesAEyBF  ,...  [ettelqueiesquatre  pointsE,  F,  G,  H, 
soient  situés  d'un  même  côté  par  rapport  à  ce  plan];  puis,  xçm 
avoir  pris  sur  Varête  A£  prolongée  une  partie  AM'  égale  à  ME 
[ce  qui  donne  MM'  =  AE] ,  menons  par  le  point  M'  un  plan 
M'N'FQ'  parallèle  à  MNPQ  ;  nous  obtenons  ainsi  un  panM- 
pipède  droit  M'N'P'Q'MNPQ ,  qui  se  trouve  partagé  par  le  plan 
diagonal  EIFBD  prolongé ,  en  deux  prismes  triangulaires  égaux  et 
superposables  (n^  546 ,  scol,  II  ).  Or,  je  dis  que  ces  deux  prisaes 
triangulaires  droits  M'N'Q^MNQ  et  NT'Q^PQ,  sont  respecti- 
vement  équivalents  aux  deux  prismes  triangulaires  obliqaei 
ABDEFH,  BCDFGH. 

Car,  si  l'on  imagine  que  le  solide  M'N'Q' ABD  glisse  le  long  àt 
l'arête  M'E,  de  manière  que  le  triangle  M'N'Q'  vienne  se  piaoer 
sur  son  égal  MNQ ,  comme  les  droites  M'A ,  N'B ,  Q'D ,  sont  per- 
pendiculaires au  plan  M'N'Q',  et  qu'il  en  est  de  même  des  droites 
ME ,  NF,  QH,  par  rapport  au  plan  MNQ,  il  s'ensuit  que  les  pre> 
mières  prendront  les  directions  des  secondes  (n^  SOI);  oooinie 
d'ailleurs,  on  a,  par  construetion ,  M'A  =  ME,  N'BrrNF, 
Q'D  =  QH ,  il  s'ensuit  encore  que  les  sommets  A ,  B ,  D,  coïncide- 
ront avec  les  sommets  £,  F,  H;  donc  les  solides  M'N'Q'ABD, 
MNQEFH,  sont  égaux.  — Par  suite,  le  prisme  triangulaire  droit 
M'N'P'MNQ  est  équivalent  au  prisme  oblique  ABDEFH. 

On  démontrerait  absolument  de  la  même  manière,  que  lei 
deux  autres  prismes  sont  équivalents. 

Donc  enfin ,  à  cause  de  l'égalité  des  deux  prismes  dnnts,  les 
deux  prismes  obliques  sont ,  non  pas  égaux ,  mais  équivalents; 

C.  Q.  F.  D. 

GoBOLUuaB  I.  —  Les  prismes  triangulaires  déterminés  par  ks 
sise  plans  diagonaux  d'un  paraiiéiipipède  quelconque  {jd^  544  , 
sont  tous  équipalents  entre  eux. 
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Car  chacun  de  ces  prismes  est  moitié  du  parallélipipède. 

GoaoLLÂULE  n.  —  Tous  les  prismes  triangulaires  qui  otU  une 
hase  commune  y  et  fiant  les  bases  supérieures  sont  placées  sur  un 
néme  plan  parallèle  h  la  base  inférieure  commune ,  sont  équi- 
valents,  puisqu'ils  sont  tous  moitiés  de  parallélipipèdes  équivalents 
n*»  450). 

Scow».  --  Le  parallélipipède  droit  M'N'FQ'MNPQ  {Jig.  345)  F»»-  ^45- 
^tant  composé  de  deux  prismes  triangulaires  équivalents  aux  deux 
krismes  du  parallélipipède  oblique  ABCDEFGH ,  on  peut  encore 
;n  condure  que  ces  AevoL  parallélipipèdes  sont  équivalents. 

Or,  à  cause  de  M'A  =  ME ,  par  construction ,  on  a  évidemment 
4'M  =  AE ,  N'N  =  BF,  Q'Q  =  DH  ;  d'où  il  suit  qu'a/i  pamiléli- 
npède  oblique  quelconque  est  équivalent  au  parallélipipède  droit 
mi  a  pour  hauteur  V arête  du  premier,  et  pour  base  une  section 
Perpendiculaire  à  cette  arête . 

TBEoaÀMX  VI.  {Fig,  346.)  Fio.  346. 

N*"  455.  —  Deux  tétraèdres  SABG ,  S'A'BT^  de  même  base 
t  de  même  hauteur,  sont  équivalents. 

Pour  simplifier  les  raisonnements,  nous  supposerons  les  deux 
<ases  ABC 9  A'B'C,  placées  sur  un  même  plan,  auquel  cas,  la 
auteur  commune  aux  deux  tétraèdres  sera  représentée  par  une 
léme  droite  AH,  comprise  entre  le  plan  des  deux  bases,  et  un 
lan  parallèle  À  celui-ci ,  mené  par  les  sommets  S ,  S'. 

Cela  posé ,  il  a  déjà  été  démontré  que  des  sections  GIK ,  Gl'K', 
lites ,  dans  les  deux  tétraèdres ,  par  un  même  plan  parallèle  aux 
ases  ,  sont  égales  (n®  544,  scol.).  Or,  si  l'on  imagine  que  la  hau- 
mr  AH  soit  divisée  en  un  nombre  inj!ni  de  parties  égales,  et 
ue,  par  tous  les  points  de  division,  l'on  mène  des  plans  pa- 
allèles  aux  bases ,  les  tétraèdres  se  trouveront  partagés  en  tran- 
hes  infiniment  minces,  que  Ton  pourra  considérer  sensiblement 
ommedes  prismes  triangulaires  (*). — Mais  les  prismes  du  premier 


(-*)  A  proprement  parler,  cet  trancbet   •ont  des  lrono<  de  tétraèdres; 
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sont  respectivement  équivalents  à  ceux  du  second  (n®  4351,  €oml,  U 
puisqu'ils  ont  des  bases  égales  et  de  même  hauteur  ;  donc  »  la  soev 
de  tous  les  prismes  du  premier  tétraèdre  est  égale  à  la  sonuoe  k 
tous  les  prismes  du  second  ;  donc ,  etc. 

Au  reste,  voici  une  démonstration  tout  à  fait  rigoureos^.r 
fondée  sur  la  réduction  à  l'absurde  : 

Admettons,  pour  le  moment,  que  les  deux  tétraèdres  nesorrc 
pas  équivalents,  et  que  Vçn  ait,  par  exemple, 

(i)  SABC  — S'A'B'C'  =  J. 

Quelle  que  soit  cette  différence  ^,  on  peut  la  représenter  pff 
]e  volume  d'un  certain  prisme  ayant  pour  base  le  triangle  AK. 
et  pour  hauteur  une  partie  quelconque  AX  de  AH  [  car  on  i  n 
{p^  558)  qu\m  piisme  construit  sur  une  base  donnée  est  suscep- 
tible de  passer  par  tous  les  états  de  grandeur,  depuis  zéro  jusqu'à 
riniini]. 

Cela  posé,  divisons  la  hauteur  totale  AH  en  parties  ^>b 
Aa,  aa\  a'a"^, . .,  arbitraires  ,  mais  moindres  que  AX;  pb, 
par  les  points  de  division  a ,  a',  a\ . . . ,  menons  des  plans  panl» 
lèles.aux  bases  ABC,  A'B'C  :  —  Ces  plans  déterminent,  daosN 
deux  tétraèdres,  des  sections  DEF  et  D'ET',  GIS.  et  GI'K',. 
égales  chacune  à  chacune  (n^  544,  scoL). 

Maintenant,  en  ne  considérant  d*abord  que  le  premier  tétraèdre, 
menons  par  les  points  B  et  C ,  E  et  F,  I  et  R  , . . .  des  droits  Br 
et  C/*,  £/  et  Fi( ,  \m  et  Kti  , . . .  parallèles  à  Taréte  SA ,  jnsqal 
leurs  rencontres  respectives  avec  les  droites  DE  et  DF,  GI  etGK 
LM  et  LN ,  . . .  suffisamment  prolongées.  —  Nous  fomos 
ainsi  une  série  de  prismes  triangulaires  ABCD^,  DEFO.^ 
GIKL/it/i , . . . ,  qae'nous  nommerons  prismes  extérieurs  [ou  tsôt- 
dents"]. 

Passant  ensuite  au  tétraèdre    S'A'B'C,  menons  élément  les 
,  droites  EV  et  F'A  Vi'  et  K'X',  M'/w',  et  N'»', . . . , parallèles  àla- 


maif,  à  raison  de  rextrême  rapproehement  de  leurs  bases,  les  arête»  Ité- 
râtes de  ces  troncs  peuvent  être  regardées  comme  parai lèies ;  et  alors,  i^ 
deviennent  des  prismes. 
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\  S 'A',  jusqu'à  leurs  rencontres  respectives  avec  les  droites  A'B' 
A'C,  lyE'  et  DT',  Gl'  et  G'F',...  :  nous  obtenons  de 
Lveaux  prismes  AV/'D'E'F',  D^i'^G'I'K',. . .  que  nous 
«lierons  prismes  Intérieun  [ou  déficients  ]  ;  et  ici ,  il  est  im- 
tant  d*obserTer  que ,  par  cette  dernière  construction  y  nous 
ns  un  prisme  de  moins  que  par  la  première. 
Aais  si  nous  comparons  successivement  les  prismes  extérieurs 
premier  tétraèdre  aux  prismes  intérieurs  du  second,  nous 
ODS  y  —  i^ —  que  le  prisme  extérieur  DEFG/A*  de  la  seconde 
iche  est  éqiiivalent  au  prisme  intérieur  A V/'D'£ 'F'  de  la  / 
voiève  tranche  (n^  458  ^  coroL  II),  puisqu'ils  ont  même  hau> 
p  et  même  base  [DEF  =  D'E'F' ]  ;  —  2**  —  que  le  prisme  ex- 
eur  de  la  troisième  tranche,  GIKLmn,  est  équivalent  au 
\me  intérieur  de  la  seconde  tranche ,  \y  i'k'  ETK'  ; . . .  et  ainsi 
suite. 

!>'où  il  résulte  que  la  difTérence  entre  la  somme  des  prismes 
érieurs  du  premier  tétraèdre  et  la  somme  des  prismes  inté- 
irs  du  second ,  est  représentée  par  le  prisme  extérieur  ABCD^ 
la  première  tranche,  lequel  a  pour  hauteur  ka. 
)n  a  donc ,  en  appelant  S  la  première  somme ,  et  S' la  seconde , 

S  —  S' =  prisme  ABCD  ef, 

par  conséquent  y  S  —  S'  <^  J,  puisque  9  est,  par  hypothèse , 

volume  du  prisme  qui  a  pour  base  ABC ,   et  pour  hauteur 

.  ]>  Afl. 

)r  l'inégalité  S  —  S'  <^S  est  absurde  \  car,  la  première  somme 

tant  évidemment  plus  grande  que  SABC,  et  la  seconde  somme 

plus  petite  que  S'A'B'C,  on  devrait  avoir  au  contraire ,  par 

te  double  raison ,  S  —  S'  >  ^. 

iinsi,  il   est  absurde   de  supposer  le   volume  du   tétraèdre 

BC  différent  du  volume  S'A'B'C.  Donc,  etc. 

N**  454.  —  CoaoLLAiaE.   —    Un  iéiraèdre  quelcon<jue   SABC 

^.  347  )  est  le  tiers  d'un  prisme  triangulaire  de  même  hase  ABC  Fie.  347. 

de  même  hauteur  que  lui^ 

Rn  supposant  menées  par  le  point  S  ,  les  droites  SD  ,  SE ,  pa- 
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rallèles  et  égales  à  BA,  BC,  tirons  ks  droites  I^,  AD,  CE: 
il  en  résujte  une  figure  AfiCSDE  qui  est  évidemment  on  prisme 
(n^  599,  558).  —  Cela  posé,  par  les  trois  points  S ,  D ,  C,  con- 
duisons un  plan  SDC  qui  partage  ce  prisme  en  trois  parties  SABC, 
SAQ) ,  SGDE ,  dont  les  volumes  sont  égaux.  -^  Car  d'mboid ,  Is 
tétraèdres  SACD,  SCDE  «  sont  équivalents  f n^  458)  )  comme  ajut 
des  bases  égales,  ACD,  DCE ,  et  même  hauteur  puisqu'ils  ont  même 
sommets  et  leurs  bases  placées  sur  un  même  |^n.  —  En  outre, 
si  nous  considérons  le  .tétraèdre  SCDE  comme  ajant  son  sonnet 
en  C,  sa  base  est  alors  SDE  ;  et  les  deux  tétraèdres  CSDE ,  SAfiC, 
sont  équivalents  comme  ajant  même  base ,  SDE ,  ABC ,  et  mcae 
hauteur,  savoir  :  la  perpendiculaire  commune  aux  plans  de  es 
deux  bases.  —  Ainsi,  les  trms  tétraèdres  sont  équivalents,  etTiiB 
d'eux,  SABC ,  est  le  tiers  du  prisme  ;  C*  Q.  F.  D. 

ScoLiE.  —  On  voit,  d*après  cela,  que 

Tout  prisme  triangulaire  est  décomposable  en  trois  tétraèdrtt  if 
même  base  et  de  même  hauteur  que  lui. 

Ces  diverses  propositions  préliminaires  étant  établies,  nou 
pouvons  facilement  en  déduire  la  mesure  de  toute  sorte  de  po- 
lyèdres ,  en  procédant  comme  pour  les  polygones. 

Fio.  348.  '  Lemmb.  (Fig,  348.) 

N""  455.  —  Deux  paraliélipipéiks  rectangles  ABCDEFGHr 
ABCDIKLM ,  de  même  base  ABCD ,  sont  proportionnels  à  Unn 
hauteurs  AE ,  AI  ;  c'est-à-dire  que  Ton  a 

par.  KO  \par,  AL  i:  AE  :  AI. 

Soient  d'abord  les  hatUeurs  commensurables ,  et  dans  le  rap- 
port de  i4  ^  9  par  exemple. 

Divisons  AE  en  i4  parties  égales  dont  9  seront  alors  conteoncs 
dans  AI;  puis,  par  les  points  de  division,  teenons  des  plans 
parallèles  à  la  base  ABCD;  il  est  clair  que  le  parall^ipipède  AG 
se  trouvera  partagé  en  i4  parallélipipèdes  partiels ,  tons  ëgaui 
entre  eux ,  dont  9  seront  contenus  dans  le  parallélipipède  AL. 
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Ainsi  ces  deux  parallélipipèdes  sont  entre  eux  dans  le  même 
rapport  que  les  hauteurs  A£  y  AI. 

Quant  au  cas  où  les  hauteurs  sont  incommensurables,  nous 
ne  pourrions  que  répéter  ici  les  raisonnements  qui  ont  été  faits 
au  n"2iS  pour  les  polygones;  et  nous  y  renvoyons. 

CoAOLLAïaE  I.  —  Réciproquement  :  —  Deux  parallélipipèdes 
rectangles  de  même  hauieur  A£  =  A'E'  (fig-  3^9  )  9  '^''^  /»/v-  Fig.  349. 
portionnels  à  leurs  bases,  ABGD,  A'B^C'D'. 

Prenons  sur  Taréte  AB  une  partie  AB"  égale  à  A'B%  et  menons 
le  plan  B'^CG^E''  parallèle  au  plan  de  la  face  ADEH  :  nous  obte- 
nons ainsi  un  troisième  parallélipipède  [auxiliaire]  AG'^  qvî  a 
même  base  ADHE  que  le  parallélipède  AG  ;  donc ,  en  vertu  du 
théorème  précédent,  on  a  la  proportion 

(i)  par.  AG  :  par.  AG'  ::  AB  :  AB". 

Mais,  à  cause  de  A£'=  A'  E'  et  de  AB'^  =  A'B',  les  rectangles 
4B"E''E,  A'B'F'E'y  sont  égaux;  et  les  deux  parallélipipèdes 
AG",  AG%  ont  aussi  même  base,  AB"E"E,  A'B'F'E',  et  sont 
sntre  eux  comme  leurs  hauteurs  AD,  A'D'.  Aîtisi  Ton  a  la  nou- 
irelle  proportion 

(a)  par.  AG"  :  par.  AG'  :  :  AD  :  A'D'; 

l*où  ,  multipliant  terme  à  ferme  les  proportions  (1)  et  (2),  et 
(mettant  le  facteur  commun  par.  AG",  ^ 

par.  AG  :  par.  AG'  I  :  AB  X  AD  :'AB"  X  A'  B'. 

)Ty  AB  X  AD  est  l'expression  numérique  de  la  base  ABCD  (n°  HiS); 
e  même ,  AB"  X  A'D',  ou  A'B'  X  A'D',  est  Texpression  numé- 
[que  de  la  base  A'B'C'D';  donc  enfin 

par.  AG  :  par.  AG'  :  :  ABCD  :  A'B'C'D';     C.  Q.  F.  D. 

CoaoLi<AiaE  II.  —  Deux  parallélipipèdes  rectangles  quelconques 
G,  AG'  {Jig-  35o),  sont  proportionnels  aux  produits  respecti/s  Fie.  35o. 
e  leur  base  par  leur  hauteur,  ABCD  X  AE ,  A'B'C'D'  X  A'E'. 
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Prenons  sûr  AE  une  partie  AE'^^:  A^^  et  par  le  point  E^. 
conduisons  un  plan  E"F''G''H''  parallèle  à  ABCD.  —  Les  deuxp^ 
rallélipipèdes  AG,  AG'^  ayant  même  base  ABCD,  sont  propor^ 
tionnels  à  leurs  hauteurs  AE,  AE'^;  et  l'on  a 

(i)  par.  AG  :  par.  AG"  ::  AE  :  AE"  ou  A'E'. 

Les  deux  parallélipipèdes  AG'^  AG%  ayant  même  hauteur,  AT, 
A'E',  sont  proportionnels  à  leurs  bases  ABCD,  A^'CIV;  et  Toi  a 

(2)  par.  AG"  :  par.  A'G'  :  :  ABCD  :  A'B'Ciy; 

d'où,  muhipliant  les  proportions  (i)  et  (2) ,  terme  à  terme  , 

par.  AG  :  par  A'G'  :  :  ABCD  X  AE  :  A'B'CD'  X  AV; 

C.  Q.  F.  D. 

F»,  36o.   ^  THioaiME  VII.  [Fig.  35o.  ) 

N**  456.  —  Le  volume  d'un  parallélipipède  rectangle  quek^ 
que  ABCDEFGH9  a  pour  mesure  le  produit  de  sa  hase  par  sa  ksê' 
teur;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

vol.  AG  =  ABCD  X  AE. 

Prenons  pour  unité  de  volume  le  cube  (n^  540)  construit  nr 
,      V unité  Unéaire  ;  et  soit  A'B'C'lyET'G'H'  ce  cube.  On  a ,  d'apitsle 
corollaire  précédent , 

vol.  AG  :  vol.  A'Q'  ::  ABCD  X  AE  :  AVCD'  X  ATE, 
ou  bien,  à  cause  de 

A'E'  =  I,  A'B'C'iy  =  A'B'  X  A'D'  =1X1  =  1, 
et  de  vol.  A'G'  =  1, 

vol.  AG  :  I  ::  ABCD  X  AE  :  i; 
donc  vol.  AG  =  ABCD  X  AE  ;  C.Q.  F.  B- 

N.  £.  —  Mais  il  faut  se  rappeler  (n"  «15,  Ff.  B.)  que  les  factetfs 
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ABCD  et  A£  sont  des  nombres  abstraits  qai  expriment  les  rap- 
ports de  la  base  et  de  la  hauteur  à  leurs  unités  respectives. 

ScouE.  —  Au  lieu  de  la  base  ABG),  on  peut  mettre  sa  valeur 
numérique 9  qui  est  AB  X  AD  (n^  SIS);  et  l'égalité  précédente 
devient 

voi.  AG  =  AB  X  AD  X  AE; 

c'est-à-dire  que 

Un  parallélipipède  rectangle  a  aussi  pour  mesure  le  produit  de 
ses  trois  arêtes  contiguès. 

Ces  arêtes  sont  dites  les  trois  dimensions  du  parallélipipède.  — 
On  les  nomme  quelquefois  la  longueur,  la  largeur,  et  la  hauteur 
ou  la  profondeur.  —  AB  est  la  longueur,  AD  la  lai^geur,  et  A£  la 
hauteur. 

N,  £.  —  Le  volmne  d'un  cube  est  donc  égal  à  la  troisième  puis- 
sance de  son  côté.  —  De  là  vient  le  nom  de  cube  pour  désigner 
la  troisième  puissance  d'un  nombre. 

N**  457.  —  CoaoLLAiEE  I.  —  Le  volume  d'un  parallélipipède 
oblique  quelconque  est  égal  au  produit  de  sa  base  par  sa  hau- 
teur» • 

En  effet ,  on  a  vu  (n®  4Si)  que  ce  parallélipipède  peut  être  rem- 
placé par  un  certain  parallél^>ipède  rectangle  de  base  équivalente 
et  de  même  hauteur.  Ov,  le  volume  de  celui-ci  est  égal  au  «produit 
de  ss  base  par  sa  hauteur;  donc,  le  premier  a  aussi  la  même 
mesure  y  ou  bien,  le  produit  de  sa  propre  base  par  sa  hauteur, 
puisque  cette  base  est  équivalente  à  celle  du  parallélipipède  rec- 
tangle. 

N,  B.  —  Les  trois  dimensions  du  parallélipipède  oblique  sont , 
d'abord  »  les  deux  dimensions  du  parallélogramlne  qui  lui  sert  de 
base  (n**  S 18),  puis,  la  hauteur  du  parallélipipède,  c'est-à-dire 
(n®  538)  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  bases  ;  et  le  paral- 
lélipipède a  encore  pour  mesure ,  non  plus  le  produit  de  ses  trois 
arêtes  contiguës,  comme  pour  le  parallélipipède  rectangle ,  mais 
bien  le  produit  de. ses  trois -dimensions,  telles  que  nous  venons  de 
les  définir. 


46o  LIV.    IV.    CHAP.    1.    —    §    II. 

THio&ixK  X. 

N**  440.  -—  Le  volume  d'un  polyèdre  quelconque  est  égal  à  ta 
somme  des  i^olumes  de  tous  les  tétraèdres  dans  lesquels  il  peut  ti»a- 
Jours  être  décomposé  (n®  848). 

Cette  proposition  est  .évidente  par  eUe^mème. 

THioAin  XI. 

N^  441,  —  Les  aires  de  deux  polyèdres  semblables  sont  propor- 
tionnelles aux  carrés  de  leurs  arêtes  y  diagonales  ou  lignes  homo- 
logues quelconques  ;  —  et  leurs  volumes  sont  proportionnels  aus 
cubes  de  ces  mêmes  lignes. 

La  première  partie  de  la  proposition  est  facile  à  établir.  ~ 
Soient  M,  N,  P,  Q,...  les  faces  du  premier  polyèdre,  M%  N',  R 
Q'y...  les  foces  homologues  du  second;  et  désignons  par  a  et  «t 
deux  lignes  homologues  de  ces  polyèdres,  quej'on  sait  déjà  ctir 
proportionnelles  dans  deux  polyèdres  semblables  (n"*  496,  cond. 

Gela  posé,  puisque  les  facesM  etM%  N  etTï%  P  et  P',...  sont  res- 
pectivement semblables ,  on  a  la  suite  de  rapports  égaux 

M  :  M'  ::  a»  :  a'\    n  :  w  ::  a»  :  a'\    p  :  P'  ::  «'  :  «'%..., 
d'où       M  :  M'  ::  N  :  N'  ::  p  :  P'  ::  ...  ::  à"  :  a'»; 

donc ,  d'après  les  propriétés  connues  des  proportions, 

M-hN -hP4-. . .  :  M'-+-N'-4-P'-4-. . .  ::«»  :  fl", 

ou 

aire  totale  du  premier  polyèdre  :  aire  totale  du  second  ::«':«'*. 

Pour  la  seconde  partie,  considérons  d'abord  deux  tétraèdres 
Fio.  339.  semblables  SABC,  S'A'B'C  (J!g.  SSg). 

Puisque  ces  tétraèdres  sont  semblables,  on  ^  la  proportion 

ABC  :  A'wa  ::  AO:  ac*  :  :  SH»  :  S'W\ 

Multipliant  cette  proportion  par  la  suivante , 

^  SH  :  ^  S'H'  ::  AC  :  a'C  ::  SH  :  s'H', 
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OD  obtient 

ABC  X  ïSH  :  A'B'C  X  jS'H'  :  :  AC»  :  AV»  :  :  SH»  :  S'H'% 

ou  bien 

-vol.  du  premier  tétraèdre.:  voL  du  second  W  SW  :  S'H'*  ::  a*  :  û'», 

a  et  a'  représentant  deux  lignes  homologues  quelconques. 

Soient  maintenant  V,  Y  ^  les  volumes  de  deux  polyèdres  sem- 
blables quelconques,  T,  I  T,  I  T,  I  ...etT',  I  T',,  I  T',...  les  vo- 
lumes des  tétraèdres  semblables  dans  lesquels  les  d^ux  polyèdres 
peuvent  être  décomposés,  a  tta!  deux  lignes  homologues  quel- 
conques. —  On  a  la  suite  de  rapports  égaux 

T»  1»»      •  •    rp       •    »p'      •  •    fp      ■  rp'  •  •    ^j  •  ^%  , 

donc 

T,  4-T, +T3-4-...  :T', -f-T',-4-T',-|-...  \\a^\a^\ 
ou  bien  enfin 

v:V' ::  a>:a'>; 

C.  Q.  F.  D. 

Nous  compléterons  ce  qui  a  rapport  à  la  mesure  des  polyèdres 
par  deux  théorèmes  assez  importants  sur  les  troncs  de  prismes  et 
de  pyramides. 

THioaiMEXn.  {Fig.  35 1.)  Fk.  35i. 

N''44S.  —  Tout  prisme  triangulaire  tronqué  ABÇDETy  est  équi- 
valent à  la  somme  de  trois  tétraèdres  ayant  pour  base  commune 
l'uMe  des  bases  ABC  du  tronc ,  et  pour  sommets,  ceux  de  la  base 

opposée. 

Pour  le  prouver,  menons  les  plans  A£C,  DEC  :  —  Le  prisme 
tronqué  se  trouve  décomposé  en  trois  tétraèdres  EABC,  EADC, 
EDFC.  —  Le  premier  a  pour  base  ABC  et  pour  sommet  le  point 
£;  c'est  donc  un  des  tétraèdres  de  l'énoncé. 

Le  second ,  ayant  d'abord  pour  base  ADC  et  pour  sommet  le 
point  E,  peut  être  transformé  en  un  autre  BADC  ayant  même 
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base  ADC  et  pour  sommet  le  point  B  (n''  455);  or  celui-ci  peu 
être  considéré  comme  ayant  pour  base  ABC  et  pour  sommet  le 
point  D  ;  c^est  donc  encore  un  tétraèdre  de  Ténoncé. 

Le  troisième,  EDFC,  peut  être  remplacé  par  le  tétraèdre  BDFC, 
qui  a  même  base  DFC  et  pour  sommet  le  point  B  ;  mais  celui-d 
est  équivalent  au  tétraèdre  BAFC  dont  le  commet  reste  le  même, 
et  dont  la  base  AFC  est  éq^uivalente  à  la  base  DFC  (n^*  fi  li);  et  ce 
dernier,  pouvant  être  considéré  comme  ayant  pour  base  ABC ,  et 
pour  sommet  le  point  F,  satisfait  également  k  Ténoncé.  Donc,  etc. 

» 

ScoLiB.  — f  Un  prisme  triangulaire  tronqué  a  pour  mesure  ie pro- 
duit d'une  de  ses  bases  par  le  tiers  de  la  somme  des  trois  perpen- 
diculaires abaissées  respectivement  sur  cette  base,  de  chacun  des 
sommets  de  la  base  opposée. 

Si  le  prisme  tronqué  est  droit,  les  perpendiculaires  sont  les  arèlB 
elles-mêmes. 

p^   35,  TifAo&ÀMB  XIII.  {Fig.  35a.) 

* 

N**  445.  —   Un  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles  est  équi- 

iraient  à  la  somme  de  trois  pyramides  qui  auraient  pour  hauteur 

commune  la  hauteur  du  tronc,  ttpour  bases  respectipes ,  la  hase  /«- 

férieure  du  tronc,  sa  base  supérieure,  et  une  figure  moyenne  pro* 

portionnelle  entre  ces  deux  bases. 

Soit,  en  premier  lieu,  un  tronc  de  tétraèdre  ABCDEF. 

Tirons  les  trois  diagonales  EA,  £C,  «t  AF:  —  La  figure  se 
trouve  ainsi  décomposée  en  trois  tétraèdres  EABC ,  EADF,  £AFC 
Or  le  premier,  ayant  pour  sommet  le  point  £,  et  pour  base  le 
triangle  ABC,  satisfait  déjà  à  l'énoncé;  le  second,  pouvant  être 
considéré  comme  ayant  pour  sommet  le  point  A ,  et  pour  base 
le  triangle  DEP,  satisfait  également  à  renoncé,  puisque  sa  faan- 
teur  est  la  perpendicnlaire  commune  aux  deux  bases,  et  que  sa 
base  DEF  est  la  base  supérieure  du  troùc. 

n  reste  maintenant  à  transformer  le  troisième  tétraèdre  EAFC 
—  Pour  cela,  menons  du  point  E  la  droite  EG  parallèle  à  AD; 
comme  elle  est  menée  par  un  point  du  plan  EDAB  qai  coùtient 
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la  droite  AD,  elle  se  trouve  elle-même  silaée  dans  ce  plan  et  ren- 
contre nécessairement  la  droite  AB  en  un  point  G ,  que  nous  pou- 
vons joindre  aux  points  C  et  F  par  les  droites  G€,  GF.  —  Cela 
posé  y  les  deux  tétraèdres  GAFC ,  £AFC ,  sont  éqaivaienis,  comme 
ayant  la  base  commune  AFC,  et  même  hauteur,  puisque  les 
sommets  G,  E,  sont  situés  sur  une  mém^  droite  parallèle  à  la 
base.  Or,  le  tétraèdre  GAFC  peut  être  considéré  comme  ayant 
pour  sommet  le  point  F,  et  pour  base  le  triangle  AGC;  il  a  donc 
pour  hauteur  celle  du  tronc,  et  il  ne  s'agit  plus  que  de  prouver 
que  sa  base  AGC  est  moyenne  proportionneUe  entre  les  bases  ABC, 
DEF. 

A  cet  effet,  menons  GI  parallèle  à  BC:  on  a  (n°  1119,  coroL)  la 

proportion  ABC  :  AGC  ::  AGC  :  AGI; 

mais  le  triangle  AGI  est  égal  au  triangle  DEF,  puisqu'ils  ont  un 
angle  égal,  Tun  en  A,  l'autre  en  D(n®  S98),  compris  entre  côtés 

égaux,  AG  =  DE,     AI=DF; 

donc  aussi  ABC  :  AGC  :  :  AGC  :  DEF. 

Ainsi  le  troisième  tétraèdre  EADC  peut  être  remplacé  par  un 
autre  FAGC  satisfaisant  à  l'énoncé. 

Considérons,  en  second  lieu,  le  tronc  de  pyramide  polygo- 
nale MSPQKmnpqr.  —  Achevons  la  pyramide,  et  soit  T  le  som- 
met de  cette  pyramide.  —  Dans  le  plan  de  la  base  MI^fPQR , 
construisons  un  triangle  ABC  équivalent  à  cette  base,  et  prenons 
au-dessus  du  plan  un  point  quelconque  S  dont  la  distance  au  plan 
ABC  soit  égale  à  la  distance  du  point  T  à  ce  même  plan  ;  puis ,  tirons 
les  droites  SA ,  SB ,  SC.  —  Le  tétraèdre  SABC  est  équivalent  à  la 
pyramide  TMNPQR,  puisqu'ils  ont  même  hauteur  et  des  bases 
équivalentes  (n^  459).  Si ,  maintenant ,  nous  prolongeons  le  plan  de 
la  base  supérieure  mnpgr  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  tétraèdre 
SABC,  nous  obtenonsvune  section  DEF  équivalente  à  la  section 
mnpqr(a?  544,  eoroL) ,  ce  qui  donne  alors  le  tétraèdre  SDEF  équi- 
valent à  la  pyramide  Tmnpqr;  d*où  il  suit  que  le  tronc  de  tétraèdre 
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ABCDEF  est  équivalent  an  tronc  de  pyramide  Tmmpqr.  Or  k 
premier^  comme  nous  venons  de  le  voir,  équivaut  à  la  sonm 
de  trois  tétraèdres  ayant  pour  hauteur  celle  du  tronc ,  et  pour 
bases,  la  base  inférieure»  la  base  supérieure  et  une  moyenne  pro- 
portionnelle entre  ces  deux  bases.  Donc,  puisque  les  bases  du 
tronc  de  tétraèdre  son(  d'ailleurs  équivalentes  aux  bases  du  traoc 
de  pyramide,  nous  pouvons  dire  aussi  que  le  tronc  de  pyranûde 
a  pour  expression  de  son  volume ,  etc«  \  C.  Q.  F.  D. 

SooLiE.  —  Nommons  H  la  hauteur  d*un  tronc  de  pjmunidei 
bases  parallèles ,  B  et  b'y  ces  deux  bases,  et  V  le  volume  du  troor; 
ona(n®  440,  scoL)^  pour  l'expression  abrégée  du  volume  de  « 
tronc , 


% 


[car  on  sait  qu'en  général ,  ^a'Xb  représente  une  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  quantités  a  et  b]. 


CHAPITRE  II. 

AIRES  ET  VOLUMES  DU  CYUNDRE  ET  DU  CONE.  —  AIBGS 
ET  VOLUMES  DE  LA  SPHÈRE  ET  DES  DIVERSES  PARTIES 
DE   LA  SPHÈRE. 


§  I.  —  Du  cylindre  et  du  cône. 

THiO&iME   I. 

N"  444.  —  L'aire  de  la  surface  latérale  [  ou  con^exèl  d'utt  rj- 
iindr^  droit  est  égale  au  produit ,  de  la  circonférence  de  sa  h» 
multipliée  par  son  arête  ou  sa  hauteur. 

En  effet ,  on  a  vu  (n°  5tf6)  que  cette  surface  peut  se  dévckip' 
per  sur  un  plan  suivant  un  rectangle  ayant  pour  base  la  lonpirar 
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la  circonférence  de  la  base  du  cylindre ,  et,  pour  hauteur^  l'a- 
te  du  cylindre.  Or  le  rectangle  a  pour  mesure  le  produit  de  sa 
se  par  sa  hauteur  (n®  915) ;  donc,  etc. 

ScoLiE.  —  Nommons  A  ou  H  l'arête  ou  la  hauteur  du  cylindre, 
le  rayon  de  sa'base^  et  S  son  aire;  on  a 

S=  2irRX  A=  2irRX  H  =  airRA  =  2irRH. 

THioaiME  II. 

N**  445.  —  Le  volame  d'un  cylindre  est  égai  au  produit  de 
lire  de  ta  base ,  multipliée  par  sa  hauteur. 
En  effet ,  le  cylindre  peut  être  considéré  comme  un  prisme  re- 
lier d'un  nombre  infini  de  faces  latérales  (n**  3ttl().  Or  le  prisme 
lour  mesure  le  produit  de  sa  base  par  sa  hauteur  (n^  4S8)  ;  donc 
issi ,  etc. . . . 

ScoLTE.  —  Soit  V  le  volume  du  cylindre;  on  a 

V  =  7rR»XH  =  îrR''H 
R^  «^tanl  l'expression  du  cercle  qui  lui  sert  de  base  (n**  8IS0)  ]. 

TniÔRiME  m. 

N"  446.  —  L'aire  de  la  surface  latérale  [ou  convexe"]  d'un  cône 
oit  est  égale  au  produit  de  la  circonférence  de  sa  base,  mal" 
>liée  par  la  moitié  de  son  arête. 

En  effet  ^  il  a  été  démontré  (n^  361)  que  cette  surface ,  déve- 
>pée  sur  un  plan ,  équivaut  à  un  secteur  circulaire  ayant  pour 
le  un  arc  de  cercle  égal  en  longueur  à  la  circonférence  de  la  base 
cône,  et  décrit  avec  l'arête  pour  rayon.  Or  Taire  de  ce  secteur 
M>ur  expression  le  produit  de  Tare  qui  lui  sert  de  base ,  multi- 
é  par  la  moitié  du  rayon  ;  donc ,  etc. 

Bcoi^iE.  —  Soient  A  Taréte  du  cône ,  R  le  rayon  de  sa  base , 
3  sa  surface;  on  a  pour  l'expression  de  son  aire 

\  S  =  »  .  R  X  A  =  ttRA. 

3o 
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fw.  353.  THioai«E  IV.  (  jFV^.  353.) 

N°  447.  —  La  surface  latérale  [ou convexe]  d'un  tmne  de  car 
droit  f  ABÂ'B',  h  bases]paraUèles ,  a  pour  mesure  le  produit  d* 
son  arête  multipliée  par  Iç  demi-somme  des  circonférences  dts 
bases ,  pu  bien ,  par  la  circonférence  IKde  la  section  faite  à  égck 
distance  des  de^x  bases. 

Soit  S  le  sommet  du  cône  entier',  et  concevons  cjue  la  sorixe 
de  ce  cône  ait  été  développée  sur  un  plan  (n**  561).  —  Le  dére- 
loppement  de  la  surface  latérale  du  tronc  de  cône  se  fera  sui- 
vant un  trapèse  circulaire  BDB'D'  (n**  M9,  saU,  I)  ayant  poor 
côté  latéral,  l'arête  BB'  duj^tronc,  et  pour  bases»  des  ans  de 
cercle  égaux  en  longueur  aux  droonférences  des  deux  bases  du 
tronc.  Or,  ce  trapèze  a  pour  mesure  [même  numéro)  le  protkit 
de  son  côté  multiplié  par  la  dèmi*somme  des  bases,  on  bicor 
par  l'arc  de  cercle  l' K'  mené  à  égale  distance  des  deux  bases,  le- 
quel représente  également  la  circonférence  développée  de  ]a  sec- 
tion faite  à  égale  distance  des  deux  bases  dans  le  tronc  de  côae; 
donc,  etc. 

ScoLiK.  —  Un  cône  entier  peut  être  considéré  comme  un  troac 
de  cône  dont  la  base  supérieure  serait  nulle;  et  les  résultats  obte- 
nus pour  celui-ci  ne  cessent  pas  d'avoir  lieu  dans  ce  cas  paitics- 
lier.  —  Donc  y  en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  démontré,  — Vam 
de  la  surface  latérale  d'un  cône  a  pour  expression  le  produit  de\ 
son  arête  multipliée  par  la  circonférence  de  la  section  faite  à  égak  j 
distance  du  sommet  et  de  la  base;  *-  ce  qui  est  conforme  avec  U | 
mesure  établie  au  n?  446 ,  puisque  cette  circonférence  est  moitié  j 
de  la  circonférence  de  la  base.'  | 

THÉO&iMB  V. 

N**  446.  —  Le  volume  d'un  cône  droit  est  égal  au  tiers  du  pro- 
duit de  sa  base  par  sa  haufgur. 

Car  le  cône  peut  être  considéré  comme  une  pyramide  réçubèrti 
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n  nombre  infini  de  faces  (n"  «lO)  ;  or  le  yoltifne  4*une  py- 
lide  â  pour  expression  lé  tiers  an  produit  de  sa  base  par  sa 
leur  ;  donc,  etc. 

V.  B.  —  En  désignant  par  H  la  hauteur,  par  R  le  rayon  de  la 
&  y  ce  qui  donne  irR'  pour  l'aire  de  cette  base ,  on  a 

voLducâne=znR'^jz='^, 

TBÉOtLàM%  VI. 

fo  449.  _  i^  volume  d'un  tronc  rie  cône  à  bases paraUèles  est 
l  à  la  somme  des  Dolumes  dé  trois  cônes  ayant  pour  hauteur 
m  une  celle  du  tronc,  et  pour  bases,  l'un  la  base  inférieure, 
autre  la  base  supérieure,  et  le  troisième  une  moyenne propo^ 
nelle  entre  les  deux  bases, 

lême  démonstration  que  pour  le  tronc  de  pyramide  (voyez  le 
M5). 

toouB.  —  Soient  R,  R',  les  rayons  des  bases,  H  la  hauteur  du 
iCy  y  son  volume  $  on  a 

V  =  - (,rR«-MrR'»-hirRRO  =  î^  (R»H-R'»H-RR'): 

la  moyenne  proportionnelle  est  représentée  par 

V^R^XirR'»      ou      irRR'. 

l»  4W.  —  Deux  cylindres,  ou  deux  cônes,  sont  dits  semblables 
qu'ils  sont  engendrés  par  des  rectangles  ou  des  triangles  rectan- 
semblables. — Cela  posé , 

TnoftAME  VU. 

£s  aires  de  deux  cylindres  ou  de  deux  cônes  semblables  sont 
Tonionnefles  aux  carrés  de  leurs  arêtes,  de  leurs  hauteurs,  ou 
rayons  de  leurs  bases;  —  les  volumes  sont  proportionnels  aux 
es  de  ces  mêmes  lignés. 

3o. 
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Nommons  R  et  r,  A  et  a ,  H  et  A ,  S  et  x,  Y«t  v^  les  njwa  en 
bases,  les  arêtes  y  les  hauteurs,  les  aires,  et  les  volumes  dedi>n 
cylindres  ou  de  deux  cônes  semblables. 

On  a  d'abord ,  pour  deux  cylindres  semblables, 

S  =  27r  R  X  H,     J  =  2îr  r  X  A  (n»  444); 
d'où  S  :  J  ::  RH  :  rA; 

mais  les  rectangles  générateurs  étant  semblables,  donnent 

RirllHiA, 

d'où  RxH:rxA  ::  H':  A»::R>:r>; 

donc  S  :  j::  HM  A*  ::  R»:r». 

Ensuite  V  =  îrR»XH,     «/  =  irr>xA, 

d'où  V:p  ::  R»H:r"A; 

mais  de  R>  :  r»  ::  H»  :  A% 

on  déduit  R»H  :  r»A  ::  H^  :  A>  ::  R^  :  H  ; 

donc  V  :p::  H^:  A»::  R':r\ 

Pour  deux  cônes  semblables , 

S  =  trRxA,     *  =  ïrrX/i(n*  440), 

d'où  S  :  .f  :  :  R  X  A  :  rx  «; 

mais  les  triangles  générateurs  étant  semblables,  donnent 

R  :  r::  A  :  fl, 
d'où       R  X  A  ;  rx^  ::  A»  :  a»  ::  R»  :  r«  ::  H»  :  A»j 
donc  S  :  s  ::  a»  :  «»  :  :  r»  :  r'  ::  w  :  A». 

Enfin,  V  =  — ^,      P  =  -^  (n"  447), 

d'où  V  :  ç  ::  r»h:  r»A; 
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aisde  R»:r»::H^:A» 

i  déduit  R»H  :  r^h  ::  H*  :  A»; 

•ne  V  >  :  :  H»  :  A*  :  :  A»  :  tf»  :  :  R»  :  r\ 

C.   Q.  F.  D, 

§  H.  —  De  la  sphère. 

^*^  4tft.  —  NouvEixES  D^FiHiTioifs.  —  Oïl  doDne  le  nom  de 
ne  spkérique  à  toute  portion  de  la  surface  d'une  sphère ,  com- 
ise  entre  deux  plans  parallèles;  les  hases  de  cette  zone  sont  les 
tux  cercles  déterminés  par  ces  plans. 

Lorsque  l'un  des  plans  est  tangent  à  la  sphère  (n*^  565) ,  la  zone 
t  dite  h  une  seule  hase  y  et  se  nomme  encore  une  calotte  sphé* 
]ue. 

Un  segment  sphérique  est  la  portion  de  sphère  comprise  entre 
}ux  plans  parallèles  ;  et  les  cercles  déterminés  par  ces  plans 
nt  les  hases  du  segment  ainsi  que  de  la  zone  sphérique  qui  leur 
»rrespond. 

Si  l'un  des  plans  est  tangent  ^  le  segment  est  dit  à  une  seule 
xse. 

La  hauteur  d'une  zone  ou  d'un  segment  sphérique  est  la  dis- 
nce  des  bases;  ou  bien  encore,  c'est  la  portion  du  diamètre  per- 
mdiculaire  aux  deux  bases ,  comprise  entre  ces  bases. 
Enfin ,  un  secteur  sphérique  est  la' figure  engendrée  par  un  sec- 
ur  circulaire  (n^  14)  tournant  autour  de  l'un  de  ses  côtés.  —  En 
autres  termes ,  c'est  une  portion  de  sphère  comprise  entre  une 
me  à  une  seule  base ,  et  la  surface  conique  qui  a  pour  sommet  le 
intre,  et  pour  base  celle  de  la  zone. 

(  Voyez  d'ailleurs  les  n~  566 ,  574  pour  les  définitions  du 
iseau  et  de  V onglet  sphériques ,  du  triangle ,  du  tétraèdre,  et 
i  la  pyramide  sphériques.) 

Lemmx.  {Fig.  354.)  Fie.  354. 

N°  4i52.  —  Une  droiie  AB  de  longueur  donnée,  et  une  droite 
xdéfinie  XT,  étant  situées  dans  un  même  plan ,  si  l'on  suppose 
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que  la  première  fasse  une  révoltidon  entière  autour  de  la  seconde, 
ia  surface  engendrée  par  la  première  est  équivalenie  à  cdU  da 
cylindre  ayant  pour  hauteur  la  projection  de  cette  droite  mr 
l'autre,  et  pour  rayon  de  sa  base  la  perpendiculaire  GO  élevée  s 
la  première  droite  KB  par  son  milieu  G»  et  prolongée  Jusqu^à  $e 
rencontre  avec  la  droite  indéfinie  :  —  Ou ,  en  termes  abrégés, 

surf.  AB  =  PQ  X  ci/v.  OG. 

£d  effe(,  cette  surface  est  évidemment  celle  d'un  tronc  à 
côpe  à  bases  parallèles ,  cerc.  Afp  cere,  BQj  et  «i,  du  point  C, 
nous  abaissons  GI  perpendiculaire  sur  XY,  nous  aTons 

surf.  AB  =  AB  X  cire.  CI  =  AB  X  2ir GI  (n»  44T ). 

Cela  posé,  soit  menée  AK  perpendiculaire  à  BQ  :  les  dou 
triangles  ABK ,  COI ,  sont  semblables  comme  ayant  leuis  côt5 
perpendiculaires  chacun  à  chacun  ,  et  donnent  (n®  194)  la  pro- 
portion 

AB  :  OC  ::  Ali  :  Ci,    d'où  ab  :  27rûC  ::  aR  :  aira, 

et  AB  X  2irGI  =  AKX  îttOC  =  PQ  X  cire.  OC. 

Donc  aussi ,        surf.  AB  =  PQ  X  cire.  OC  ; 

C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  —  Il  peut  arriver,  comme  cas  particuliers,  qne  b 
Fo.  354  his.  droite  AB  ait  une  position  telle  que  AB  [fig.  354  ^'^)9  ^^  P^^ 
A  étant  situé  sur  l'axe  XY ,  ou  bien ,  une  position  telle  que  A'B\ 
parallèle  à  Taxe. 

Dans  le  premier  cas ,  on  a  surf.  AB  =:  AB  X  firC'  CI  (n®  *♦'' 
scol.)  ;  mais  les  deux  triangles  semblables  ABQ,  COI,  donnent»* 

core  AB  X  cire.  CI  =:  AQ  X  cire.  OC  ; 

dpnc  ^Hrf.  AB  =  AQ  X  cire.  OC. 

Dans  le  second ,  la  surface  engendrée  par  A'B'  est  celie  des 
cylindre  dont  Taréte  ou  la  hauteur  est  A'  B  '  ou  FQ',  et  li 
base  est    cerc.  B'Q'  ou  cerc.  O'C  ;     donc 

surf.   A'B'  =  FQ'  X  cire.  O'C. 
Ain^i ,  la  proposition  est  encore  vraie  dans  ces  deux  cas. 
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]\o  455.  —  CoBOi^LAiRE  I.  —  Uaire  de  la  surface  engendrée  par 
une  portion  de  polygone  régulier,  ou  plus  généralement ,  par  une 
ligne  polygonale  régulière  ABCDE  (  £ig.  355  )  tournant  autour  du  Fie.  355. 
diamètre  AA'  du  cercle  circonscrit,  est  égale  au  produit  de  sa 
hauteur  AS,  multipliée  par  la  circonférence  du  cercle  inscrit  à  ce 
polygone. 

Soient  abaissées  des  points  B ,  C ,  D ,  Ë ,  les  perpendiculaires 
BP,  CQ,  DR,  ES,  sur  le  diamètre  AA',  puis,  du  centre  O  les 
perpendiculaires  01,  OK , . . .  sur  AB,  BC , . . . .  On  a ,  en  vertu 
du  lemme  précédent , 

aire  AB  =  AP  X  cire,  01, 
aire  BC  =  PQ  X  cire,  OK, 
aire  CD  =r  QR  X  cire.  OL  ; 


d'où  ,  en  ajoutant  et  observant  que  01  =  OK  =  OL. .  . , 

«/A?ABCDE=:(AP-hPQ+QR -+-...)«'«•  OI  =  ASXc'>^'.  01. 
On  aurait  de  même    aire  BCDE  =  PS  X  cire,  01. 

TH^OBiME  I.    {Fig.  355.)  Fie.  355. 

N"  4*54.  —  L'aire  d'une  zone  sphérique ,  «oit  à  une  seule  base, 
AMBM'C,  soit  à  deux  bases ,  BM'CM'^D,  est  égale  au  produit  de  la 
circonférence  d'un  grand  cercle  de  la  sphère ,  cire,  OA ,  multipliée 
par  sa  hauteur  AQ ,  ou  PR  ; 

Et  —  L'aire  de  la  sphère  entière  est  égale  au  produit  de  la  cir- 
conférence d'un  grand  cercle,  multipliée  par  son  diamètre. 

En  effet,  les  arcs  AMBM'G,  BM'GM'^D,  et  la  demi-circon- 
férence ADA^  peuvent  être  considérés  comme  des  lignes  polygo- 
nales régulières  d*un  nombre  infini  décotes  [ou  éléments (d?  24tf)]; 
auquel  cas ,  le  rayon  du  cercle  inscrit  devient  égal  au  rayon  du 
cercle  circonscrit ,  ou  à  celui  de  la  sphère.  —  On  a  donc 

aire  AMBM'C   =  AQ  X  cire,  OA, 

aire  BM'CM'D  =   PR  X  cire.  OA, 

airr  totale  de  la  sphère  =r  A  A'  X  cire,  OA  ; 

C.  Q.  F.  D, 
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N.  B,  —  Soient  R  le  rayon  d'une  sphère ,  H  la  hauteur  (Toup 
zone  à  une  ou  à  deux  bases,  et  S  l'aire  de  cette  zone  ou  de  la  spbérr 
entière  ;  —  on  a  les  expressions  abrégées 

S  =  HX27rR  =:27rRH,     S=  aR  X  2irR  =  4xR'; 

et  cette  dernière  démontre  que  —  Vaire  totale  de  la  spkèrt  c^ 
quadruple  de  celle  d'un  grand  cercle. 

Corollaire.  —  Si  pour  une  sphère  donnée ,  on  prend  pour 
unité  de  surface  le  fuseau  droit  (n?  566 ,  N.  B.)  ou  le  quart  dcb 
surface  totale  de  la  sphère ,  et  Tangle  droit  pour  unité  d*aDgle. 
on  reconnaît  aisément  que 
Fio.  356.  L'aire  d'un  fuseau  sphérique  quelconque  ABCA'  {fig'-  35ô' 
est  exprimée  par  son  angle  A  ; 

Ce  qui  veut  dire  que,  F  désignant  Vaire  du  fuseau  drcit. 

fuseau  ABCA'  :  F  :  :  A  :  i  droit. 

Car,  si  nous  menons  par  le  centre  un  plan  BCB'C^  perpeinih 
culaire  à  Taréte  AA^  du  fuseau ,  nous  avons 

fuseau  ABCA'  :  aire  totale  de  la  sphère  ::  oajBC  :  cire.  BCB'C, 

d'où  fuseau  ABCA'  :  4F  -  A  :  4  angles  droits  y 

et  par  conséquent,      fuseau  :  F  ::  A  :  i  droit. 

On  dit,  pour  abréger,  cçae fuseau  ABCA'  =  A. 

^•iG.  357.  Thi&oràxs  U.  {Flg.  357.) 

N°  4155.  —  Uaire  d'un  ^triangle  sphérique  quelconque  ABC 
[c'est-à-dire,  le  rapport  de  ce  triangle  au  fuseau  droit],  ^%Xégsii 
à  l'excès  de  la  demi-somme  île  ses  trois  angles  sur  un  an^k 
droit,  ou  plus  exactement ,  est  égale  au  rapport  de  cet  excès  è 
l'angle  droit. 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  {n°  569)  celui  de  la  circoiift^ 
rence  de  grand  cercle  BCB'C,  dont  le  côté  BC  du  triangle  ABC 
,  est  im  arc ,  et  achevons  les  circonférences  ABA'  B  ',  ACA'  C,  cor- 
respondant aux  deux  autres  côtés  AB ,  AC.  —  Cela  posé , 

Le  fuseau  sphérique  ABCA' ,  dont  l'angle  est  A  ,  se  compose 
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des  deux  triangles  ABC,  A'BC;  or  ce  dernier  est  symétrique 
par  rapport  au  triangle  AB 'C  '  (n""  5SIS) ,  et  ces  triangles  sont 
équivalents  (n*»  575);  d'où  Ton  voit  que  le  fuseau  ABCA'  est 
égal  à  la  somme  des  deux  triangles  ABC,  ÂB'C^ 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  les  fuseaux  en  B  et  en  C  sont 
respectivement  égaux  aux  sommes  de  triangles  BAC ,  B  'AC , 
et  CAB ,  C^AB.  —  On  a  donc  les  égalités 

ABC  -h  AB'C  z=:  fuseau  A  =  A.  {coroL  précédent) y 
BAC  -h  B'AC  =  fuseau  B  =  B, 
CAB  -h  C'AB  =  fuseau  C  =  C; 

d'où  »  on  ajoutant  et  observant  que  ABC+AB'C  +  B'AC+C'AB 
donne  la  surface  d'un  hémisphère  ,  ou  aF, 

2  ABC  -h  aF  =  A  -h  B  -h  C. 

Par  conséquent ,    aire  ABC  =  ^-^ ^ — , 

F  étant  pris  pour  unité  de  surface,  et  l* angle  droit  pour  unité* 
d'angle. 

N.  B.  —  En  désignant  par  r  le  rayon  de  la  sphère ,  on  a  pour 
la  valeur  absolue  de  l'aire  du  triangle 

„i„  APr  -  TfA  +  B+C)-!" 
atre  AISLi  = j .  wr  '. 

% 

Lemhe.  {Fig.  358.)  Fie.  358. 

N**  4tf6.  —  Le  volume  de  l'espace  engendré  par  la  révolution 
d'un  triangle  quelconque  OAB  tournant  autour  d'une  droite  in- 
définie XY,  menée  dans  son  plan  par  un  de  ses  sommets  O ,  a  pour 
expression  le  produit  de  la  surface  engendrée  par  te  côté  opposé  à 
ce  sommet  y  multipliée  par  le  tiers  de  la  hauteur  OC  du  triangle  ^ 
correspondante  à  ce  côté  considéré  comme  base. 

[Cette  figure  n'est  autre  chose  que  l'espace  limité  par  la  surface 
du  tronc  de  cône  dont  les  bases  ont  pour  rayons  les  perpendicu- 
laires AP,  BQ  y  abaissées  des  points  A,  B  ,  sur  l'axe,  d'une  part, 
et ,  de  l'autre ,  par  les  deux  surfaces  coniques  qui  ont  le  point  O 
pour  sommet  commun,  et  cercle  AP,  cercle  BQ,  pour  bases.] 
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Pour  démoptrer  ce(te  proposition ,  prolongcoDs  BA  jusqu^à  » 
rencontre  en  S  avec  la  droite  XY,  et  cherchons  d'abord  à  cvalutf 
le  volume  engendré  par  le  triangle  OBS.  —  Ce  voliioie  se  composr 
évidemment  des  deux  cônes  engendrés  par  le$  triangles  rectaoïks 
OBQ ,  SBQ. 

Or, 

voi.  0BQ  =  7rBQ'xT0Q,     vol.  SBQ=:itBQ  X  ^SQ  (n«44S 
donc 

voi.  OBS  =  ttBQ X  T  (OQ  -f-  SQ)  =  ^itIq  X  OS. 

Cette  dernière  expression  revient  à  ywBQX  BQx  OS;  mats 
BQxOS,  exprimant  le  double  de  Taire  du  triangle  OBS  (n^ftlo., 
peut  être  remplacé  SB  X  OC  qui  représente  également  le  daoïk 
de  cette  aire;  ainsi,  Ton  a  encore 

^vol.  OBS  =  J9rBQ  X  SB  X  OC  —  ttBQ  X  SB  X  7OC. 

Si  maintenant  on  se  rappelle  que  tt  BQ  X  SB  exprime  Taire  or 
la  surface  conique  engendrée  par  SB  (n**  446) ,  on  obtient 

vol.  OBS  =  airv  du  cône  SB  X  7  OC. 

« 

On  reconnaîtrait  de  la  même  manière  que 

vol.  OAS  ==:  aire  du  cane  SA  X\  OC. 

Le  volume  cherché  étant  la  différence  de  ces  deux-ci ,  on  trouer 

enfin 

vol.  OAB  =  (aire  SB  —  aire  SA)  X  7OC , 

ou  vol.  OAB  =  aire  AB  X  t^C  ; 

C.  Ç.  F.   D. 

N.  B. — Le  théorème  est  encore  vrai ,  mais  exige  une  déoiQ»- 
Fio.  358  his.  tration  spéciale,  lorsque  la  base  AB  [fig.  358  bis)  du  triangle  GAI 
est  parallèle  à  Taxe. 

Le  volume  engendré  est  alors  la  différence  entre  le  volume  (it 
cylindre  ABQP  et  les  volumes  des  cônes  AGP,  BOQ.  Or,  oo  a 

cyl.  ABQP  =  ir  BQ  X  AB  =  tt'ÔC  X  PQ  (o**  445)  , 

—  '      PO 
M/ïcAOP-4-  cône  BOQ  =7rOC  X -^  (n"  448  ; 
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OÙ       voL  AOB  =  ttOC  X  ~  PQ  =  27r  oc  X  PQ  X  ^; 

nais  2ir  OC  X  PQ  »  ou  2irBQx  AB  est  l'expression  de  Taire  làté- 
aie  du  cylindre ,  engendrée  par  AB.  —  Donc 

vol.  AOB  =  aire  AB  X  yOC. 

Co&OLLAiBB.  —  Le  volume  de  l'espace  engendré  par  un  secteur 
Hflygonal  OABCDO,  ou  OBCDEO  [/g,  355),  tournant  atitourFui,  355. 
VuM  diamètre  AA',  est  égal  au  produit  de  l'aire  de  la  surface  qui 
ui  sert  de  base,  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  du  cercle  inscrit. 

Car  on  a,  d'après  le  lemme  qui  précède, 

vol.  OAB=: ai/vAB  X  iOI ,     vol.  OBC  =fl/n?BCXiOK, ...  ; 

l'où,  à  cause  de  01  =  OR  =  OL  = . . . , 

vol.  0ABCD0  =  <w>«ABCDX70I, 
vol.  0BCDE0  =  fli/«BCDEX70I. 

THioRiME  m.  (/^/^.  355.)  Fio.  355. 

N*  45T.  —  Le  volume  d'un  secteur  sphérique  quelconque  y 
OAMBM'CO,  est  égal  au  produit  de  la  zone  sphérique  qui  lui  sert 
de  base ,  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère. 

Car  le  secteur  polygonal  générateur,  OAMBM'CO ,  se  compose 
l'une  infinité  àib  triangles  isoscèles  ayant  pour  sommet  le  point  O, 
st  pour  bases  les  éléments  (n"  945)  de  Tare  AMBM'C.  —  Or,  Ten- 
ierable  de  ces  triangles ,  en  tournant  autour  de  AA',  engendre  un 
rolume  qui  a  pour  expression  le  produit  de  Paire  engendrée  par 
rhilGun  des  éléments  correspondants,  multipliée  par  le  tiers  du 
Payon  (n®  4tf6)  ;  donc  aussi ,  etc. 

Par  conséquent, 

Le  volume  de  la  sphère  totale  a  pour  expression  le  produit  de 
wn  aire  totale ,  multipliée  parle  tiers  du  rayon. 

ScoLiR  I.  —  On  parvient  encore  à  celte  dernière  expression  en 
considérant  une  surface  sphérique  comme  composée  d'un  nombre 
mfini  de  facettes  iqfinimcnt  petites  et  sensiblement  planes,  qui 
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sont  alors  les  bases  d'autant  de  cônes  ou  de  pyramides ,  ayant  pour 
sommet  commun  le  centre  0  de  la  sphère.  —  D'où  il  résulte  que 
la  somme  de  tous  ces  cônes,  ou  de  toutes  ces  pyramides,  c*est4- 
dire  le  volume  total  de  la  sphère ,  a  pour  expression  le  produit  de 
la  somme  de  toutes  les  bases ,  ou  de  l'aire  totale  de  la  sphère , 
multipliée  par  le  tiers  de  la  hauteur  commune ,  qui  n'est  antre 
que  le  rayon  de  la  sphère. 

Et  l'on  voit  aussi  immédiatement  par  là ,  que 
Le  volume  d'un  tétraèdre ,  et,  en  général ,  d'une  pjramidt 
sphénque  y  est  égal  au  produit  de  l'aire  du  triangle  ou  du  poly- 
gone qui  lui  sert  de  base,  multipliée  par  le  tiers  du  rayon. 

ScoLiE  n.  —  En  nommant  R  le  rayon  d'une  sphère,  on  a  pour 
l'expression  de  son  volume  Y, 

V  =  4irR'x|  =  |irR»; 

ou  bien ,  désignant  par  D  son  diamètre ,  qui  est  égal  à  aR  , 

4        D»        I 

Quant  au  secteur  sphérique ,  soit  H  la  hauteur  de  la  aooe  cor- 
respondante ;  on  a 

V  =  2irRn  X  ^  =  I  irR'H. 

N.  B,  —  On  a  souvent  besoin  de  rappeler  ces  expressions  dans 
les  applications. 

F».  359.  THÉoaiME  IV.  {Fig.  359.  ) 

N**  AW,  —  Le  volume  d'un  segment  sphérique  BMGQP  est  égal 
à  la  somme  des  volumes,  —  i^  —  d'uNE  S¥RtK%  ayant  pour  déamètrr 
la  hauteur  PQ  du  segment,  —  2^  —  d'uir  ctlindeb  dont  ia  hau- 
teur serait  cette  même  hauteur,  et  la  hase,  une  moyenne  par  oirri- 
nxNCB  entre  les  deux  bases  du  segment;  c'est-à-dire  que  Ton  a 

vol.  BMGQP  =  ^  PQ  H -^.PQ. 

En  effet,  le  volume  cherché  se  compose  évidemment  du  volume 
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engendré  par  le  segment  circulaire  BMQB  tournant  autour  de 
AA',  et  du  volume  du  tronc  de  cône  engendré  par  le  trapèie 
BCQP.  —  Cherchons  d'abord  à  déterminer  le  premier  de  ces  deux 
volumes  y  ou  vol,  BMCIB. 

On  a         voL  BMQB  =r  vol.  OBMC  —  voL  OBC; 
or,         vol.  OBMC  =  aire  de  la  zone  BMC  X  y  OC     (n<>  4«7), 

2 

ou         vol.  OBMC  =  l  îrOC  X  PQ     (même  numéro ,  scol.  U) , 

el  vol.  OBC      =  I  ttS  '  X  PQ     (n°  4»6 ,  corol.)  ; 

ainsi      w>/.  BMCIB  =  |7r.(0C  —  OÎ)  PQ  ==  Jtt.CiIpQ; 
mais  a  =  I CB;     d'où     Q»  =  j  CB»; 

donc  enfin     vol.  BMCIB  =  |ir.|CB.PQ  =  ^ir.CB.PQ. 

Cela  posé,  ajoutons  à  ce  volume  celui  du  tronc  de  cône  BCQP, 

c'est-À-dire       ^  ir  (CQ  V  BP  V  CQ .  BP) .  PQ  (n°  449)  ; 

il  vient  vol.  BMCQP==|ff.CT.'pQ-h77r(CQVBP-+-CQ.BP).PQ, 

ou  bien ,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  et  mettant  -^  ir .  PQ 
en  facteur  commun , 

vol.  BMCQP  =  ^TT.PQ  (CbV  2CqV  aBpV  aCQ.BP). 
Remarquons  maintenant  que 

CB  ="bG  -h  CG  =  PQ  h-  (CQ  —  BP)  =  PQ V  CQ -hBP^aCQxBP; 
d'où,  en  substituant  dans  l'expression  précédente,  et  réduisant, 

voL  BMCQP  =  T^.(PQ  V  3CQ  -f-  3BP)  PQ, 
expression  qui  peut  se  décomposer  dans  les  deux  suivantes, 

|irPQ   et   |(trCQ -f-7rBP).PQ  ou    X ^'^ PQi 

C.  Q.  F.  D, 
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ScoLii  oBNiftAL  $ur  la  sphère,  —  Les  quatre  théûiènies  précé- 
dents et  les  conacquences  que  nous  en  avons  déduites  foomistest 
le  moyen  d'obtenir  les  aires  et  les  volumes  de  toutes  les  parties 
d'une  sphère  dont  le  rayon  R  est  donné. 

Nous  ajouterons  œpendant  que  V onglet  sphérique ,  tel  qu'il  a 
été  défini  au  n*^  566,  iV.  B.  y  a  pour  mesure  le  rapport  de  i'oHglt 
reciilfgne  correspondant,  à  Tangle  droit;  Tongtet  terminé  par  un 
fuseau  droit,  ou  le  quart  de  la  sphère  (n**  4M,  coroL),  étant  pns 
pour  unité. 

iHiomÂMB  V. 

N^  4tf9.  —  Les  aires  totales  de  deux  sphères  sont  proportéoM- 
nelles  aux  carrés  de  leurs  rayons  ou  de  leurs  diamètres;  et  lean 
volumes  sont  proportionnels  aux  cubes  de  ces  mêmes  lignes. 

En  effet ,  les  formules 

S  =  47rR;,        S'  =  47rR'»,        V  =  j  trR%       V'  =  |wR'% 

donnent    S  :  S'  :  :  47rR»  :  4irR'«  :  :  R»  :  R'*  :  :  d»  :  D'% 
et  V  :  V  ::  l^R»  :  |irR'»  ::  r»  :  R'>  ::  D»  :  ly». 

ScOLis.  —  Deux  secteurs  sphériques  sont  dits  semblabiet  dans 
des  sphères  de  rayons  différents,  R,  tl^  lorsque  les  secteurs  cir- 
culaires ^^/i^nz^^urr  sont  i^m^/a^/*?^,  c'est-à-dire  (h^ftJSH),  cor- 
respondent à  un  même  angle  au  centre;  et  il  serait  facile  de  re- 
connaître 

1°  —  Que  les  zones  semblables  sont  proportionnelles  aux  carrés 
des  rayons  R ,  R',  et  aux  carrés  de  hauteurs  ;  —  a®  —  que  /« 
secteurs  sphériques  semblables  sont  proportionnels  aux  cubes  é 
ces  mêmes  ligneSé 

Nous  terminerons  ce  chapitre  par  un  rapprochement  assez  cu- 
rieux entre  lesf  aires  et  les  volumes  des  trois  corps  ronds. 

De  là  sphère ,  du  cylindre  et  du  cône  circonscrits, 

N°  460.  —  Soient  an  cercle  décrit  avec  un  rayon  OD  rsR 

Pio.  36o.  iJig'  36o),  puis  un  carré  EFGR,  et  un  triangle  équilatéral  SÂfi, 

circonscrits  à  ce  cercle  ;  —  les  bases  KG ,  AB ,  de  ces  deux  der- 
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nières  figures,  éuint  supposées  tangentes  au  même  point  D  du 
cercle. 

Ou  a  évidemment  KG  =r  CD  =  2R  ;  et  il  a  d'ailleurs  été  dé- 
montré au  n**  237 1  coroL  II,  que 

AB  =  SA=2Rv/3,    SD=30D=3R. 

Cela  posé,  faisons  tourner  le  demi-cercle  CID,  le  rectangle 
CEKD ,  et  le  triangle  rectangle  SAD ,  autour  de  Taxe  SD.  —  Dans 
ce  mouvement,  les  trois  figures  engendreront  une  sphère àe  dia- 
mètre 2R,  u/t  cylindre  ayant  pour  rayon  DK=  R  et  pour  hau- 
teur £K  =  CD  =  2R  ,    puis,  un  cône  dont  la  base  aura  po^r 

rayon  AD  =  RV^,  Tarète  étant  SA  =  2R^3  et  la  hauteur 
SD  =  3R. 

Ces  deux  dernières  figures  se  nomment  le  cylindre  et  le  cône 
égui/atéral  circonscrits. 

Évaluons  successivement  les  aires  et  les  volumes  de  ces  trois 
corps. 

I»  —  aire  totale  de  la  sphère      =  4^R'  (n®  ^^j» 

volume  de  la  sphère  t=   |»rR*  (n*  457) , 

2*»  —  aire  de  la  surf,  latér.  du  cyl.  =  4*^'  (*»"  "•**)  > 

ou  ,  en  ajoutant  les  deux  bases  dont  la  valeur  est  27rR% 
aire  totale  du  cylindre  =±  ôwR', 

volume  du  cylindre  =  2irR^  (n®44tf), 

3®  —  aire  de  la  surf,  latér,  du  cône  =:  6  irR*  (n*  440)  ; 

ou ,  en  ajoutant  la  base  dont  la  valeur  est  3  ttR'  , 
aire  totale  du  cône  =  QirR', 

volume  du  cône  =  37rR^  (n**448). 
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Or,  si  Ton  compare  d*abord  la  sphère  au  cylindre ,  on  voit  <(« 
—  L'aire  totale  de  la  sphère  est  égale  à  l'aire  de  la  surface  lak- 
raie  du  cylindre,  et  les  \  de  l'aire  totale  du  cylindre;  — leiv- 
lume  de  la  sphère  est  aussi*  les  \  de  celui  du  cylindre. 

Ainsi,  Les  volumes  sont  entre  eux  dans  le  même  rapport  que  la 
aires  totales. 

Comparant  ensuite  la  sphère  au  cône ,  on  reconnaît  que  l'éf 
totale  de  la  sphère  est  les  ^  de  l'aire  latérale  du  cône ,  et  Us^àe 
l'aire  totale  du  cône  ;  —  le  volume  de  la  sphère  est  aussi  les  ^  à 
celui  du  cône. 

Donc  les  volumes  sont  encore  entre  eux  dans  le  même  rapp^- 
que  les  aires  totales. 

Enfin ,  le  cylindre  et  le  cône  étant  comparés  entre  eux,  on  vok 
que  les  aires  latérales,  les  aires  totales ,  les  volumes  sont  resp«r- 
tivement  dans  le  même  rapport  2:3. 

ScoLiB.  —  Cette  propriété  du  cylindre  et  du  cône  circonscrib 
à  la  sphère,  qui  consiste  en  ce  que  les  volumes  de  la  sphère  et  do 
cylindre  ou  du  cône  sont  entre  eux  dans  le  même  rapport  que 
leurs  aires  totales,  n*est  pas  particulière  au  cône  et  au  cylind/r: 
elle  appartient  également  à  tous  les  polyèdres  dont  les  difîéreni» 
faces  sont  tangentes  à  la  sphère. 

En  effet ,  une  pareille  figure  peut  être  décomposée  en  pyramkifi 
ayant  pour  jonim^/ commcc/i  le  centre  de  la  sphère,  et  pour  base 
respectives  les  faces  du  polyèdre.  —  Dès  lors,  son  volume  a  poor 
expression  le  produit  de  la  somme  de  toutes  les  bases,  ou()c 
l'aire  totale  du  polyèdre,  multipliée  par  le  tiers  de  la  hautesr 
commune  qui  n^est  autre  que  le  rayon  de  la  sphère  (n^  565 . 
D'un  autre  côté ,  le  volume  de  la  sphère  est  égal  au  produit  <k 
Taire  totale  de  la  sphère,  multipliée  par  le  tiers  du  rayon  ;  d'où  il 
résulte  uéoessairement  que  les  volumes  sont  e.ntre  eux  dans  V 
même  rapport  que  les  aires. 
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et  par  suite  y 

y/B        _      A  .y^        _ 

On  retombe  ainsi  sur  les  mêmes  expressions  de  X ,  ^. 

ScoLiE  II.  —  Ceci  conduit  à  une  démonstration  assez  sÊmplt 
[mais  algébrique]  du  volume  d*un  tronc  de  pyramide  quelconqut 
à  bases  parallèles. 

Désignons  par  V  le  volume  cherché,  par  V^p^  les  volumes  d^^ 
deux  pyramides.  On  a  d'abord, 

V  =  ï>  -/7; 
X  _  X 


mais 


P=:-j.B,  A>=3-*     (nM59), 


i 


on ,  remplaçant  X ,  x ,  B ,  et  ^ ,  par  leurs  ^valeurs , 

H         A^  _H  a^ 

^""1  •  A-a'      ^-y  Â^T^' 

I 

I 

donc  V  =  P— 1?  =-;;-.  ~ .  I 

i      A  —  a  I 

Or  on  a  vu  en  Algèbre,  que  A^  —  a^  divisé  par  A  —  « ,  donrt 
un  quotient  exact  et  égal  à  A'  +  A.a  -f-  a'. 
Donc  enfin 

V  =  I  (A>-h«^H- A«)=  I  (b,4-  *  H-  \/BÏ), 


expression  qui ,  traduite  en  langage  géométrique ,  donne  lieu  . 
renoncé  du  n"  445. 

ScoLiB. — Pour  un  tronc  de  cône  droit  à  bases  parallèles,  comaot 
on  a  B  ==  îrR%  b  =z  Trr^  [R  e[^r  étant  les  rayons  des  deux  bases  , 
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il  en  r.ésulte 

^  H.Ri^  HR  n,rJ^  Hr 


2' 


ttR'.X       Tcr'i  ^    H   '  /R»  — rA 

^-""3       3"  -  3 '^  Vt^tt; 


=  -^-TT  (R>  H-  r»  4-  Rr). 

(f  q^ez  le  n*»  449.) 

Problème  II. 

On  7>€Ut  mesurer  i  mètre  cube  de  bois  au  moyen  d*une  membrure 
composée  de  quatre  tringles  rectilignes  formant  un  carré  de  i  mètre 
de  côté ,  dont  le  plan  est  disposé  verticalement;  les  bûches,  au  lieu 
d'avoir  i  mètre  de  longueur,  ont  i™,2  :  —  On  demande  quelle  ré^ 
duction  il  faut  faire  subir  tk  la  hauteur  du  parallélipipède„ 

La  base  du  paralléUpipède  ayant  i  ,2  X  i  ou  \^'  <i-,2  de  sur- 
face ,  il  faut  diviser  i  par  1,2;  ce  qui  donne 

lldemèfn?     ou     8^**='"f 

Problème  III. 

Les  côtés  de  la  base  d*un  tétraèdre  ont  12  mètres,  i5  mètres, 
l'j  mètres;  sa  hauteur  est  de  9  mètres  :  —  Trouver  son  volume. 
L'aire  de  la  base  ayant  pour  mesure  (n°  287) 


V^22  X  10  X  7  X  5  =  v^77oo, 
le  volume  du  tétraèdre  sera  (n°  459) 

3  spypô  =  v^ôgSoo  =r  263™*  *'',a48,  à  1'*'^'  ^*  près. 


Problème  IV. 


Étant  donné  le  volume  d'un  tétraèdre  régulier  (d?  J8i)  égal  à 
,^m.  c.^g83^  —  trouver  son  arête  [a],  et  son  aire  [A]. 
Désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  la  base  ABC 

3i. 
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Fir..  307.  {fiç.  307) ,  on  a  a  =  R  v/3  (n«  257,  coroL  I);  d'où  R  =  |û  V> 

L'expression  de  l'aire  de  la   base  ABC  est  7  R'  V3  (mcny 

numéro ,  fc<>/.}  y  ou ,  en  mettant  pour  R  sa  valeur,  \  a'  v^. 
D'un  autre  côté ,  la  hauteur  SO  du  tétraèdre  est  égale  à 


•7 

On  a  donc  l'équation 

19,683  =  I  éï  v^  X  I  «*  V^,     (n*  459) 
ou  bien        19,683  =  ^îj  «'  \^; 

donc  a^  =  '^X'9>683  ^  g  s/ï  X  19,683  ; 

Va 

d'où     3  log a  =  log6  -h  log  19,683  -h  Y log 2  =  2,2227575, 

et  par  conséquent    log  a  =  0,7409192  =  log  5,5o7o5. 
Ainsi,  l'arête  a  vaut  5™,5o7o5. 

On  a  ensuite  A  =  4-ABC  =  a^  V^3;  ce  qui  donne 
log  A  =  2  log  a  -h  { log  3  =  1 ,7203990  =  log  52,53189. 
Donc  enfin  A  =  52™'  *ï',5289. 

Fie.  36i.  PaoBLèME  V.  (jF?^.  36i.) 

On  demande  ie  volume  \y]  d'un  tronc  de  pyramide  triangitlm'f 
régulière  y  SABG,  dont  la  grande  base  a  pour  côté  0,9,  lape^i' 
base  0,4 ,  et  dont  l'arête  latérale  Ka  est  égale  à  o,5. 

On  a  la  formule  V  =  |  Oo  (ABC  -h  abc  +  v^ABC.n^r  . 

et  il  ne  s'agit  que  de  calculer  successivement  la  hauteur  O  ^ 
tronc ,  ainsi  que  les  aires  des  deux  bases  ABC ,  abc. 
Les  triangles  semblables  SAB ,  S^^,  donnent  d'abord 

SA  :  S/7  ::  AB  :  ab,    d  où    A^  :  SA  ::  AB  —  fl*  :  ab, 

ou        0,5  :  SA  ::  o,5  :  AB;     donc     SA=:  AB=r  0,9. 
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On  prouverait  de  même  que  Sa  =  ab  =z  Oy^y 

ce  qui  prouve  que ,  d'après  les  données  particulières  de  la  ques- 
tion, les  deux  %ure$  SABC^  Sabcy  sont  non-seulement  des  pyra- 
mides régulières  (n^  345),  mais  encore  des  tétraèdres  réguliers. 

(n^384). 

Cela  posé^  on  a,  d'après  le  problème  précédent, 

i*»  S0  =  jAB.y'6,     So  =  ^ab.\/6'y 

doù  Oo  =  |V6.o,5; 

2»  ABC==|ÂB'.\^  =1.0,81^3; 

3*»  abc  =\  ab^.sf^  =  |.o,i6.V^. 

Donc,  en  substituant  dans  la  formule  ci-dessus, 

V  =  |.v^.o,5.|(o,8i  -h  o,i6  4-  o,36).v/3, 

ou  V= — .V2.o,5. 1,33  =  ^ — 7--V2î 

12  '        '        '  24 

log  V  =  log  1,33  -h  I  log2  -h  c.log24  =  2,89415540; 
ai  Ton  obtient  enfin  V  =  o"-*'*, 078371,  à  1  ""*•  *"'  près. 

Vérification, 

SABC  =  iSO .  AIiC=i.  AB  .  v/6  -t  .  AB« .  vG=  /,(AB)» .  ^  =  o,o859i3 
^abc  =iSo  .  abc=\.  <i6  .  V^.|.  a*"  .  v/3  =  Vi  («*)•.  V'â  =  0,00754a 

0,07837 1 

Donc  V  =  0,078371,  comme  ci-dessus. 

§  II.   —  Sur  les  corps  ronds. 

PaOBLKME   I. 

N*^  468.    Étant    donné    le   volume    d'une    sphère,    égal    à 
1843"'  ^',086278,  trouver  son  rayon  [r]. 
On  a  la  formule    V  =  Itct^  (n**  4»7), 
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et  log  r  =  I  [log  3  -f-  log  1843,086278  -h  c.  log 4  -H  <^-  logr], 
oulogr  =  o,88ii53  =  log7,6i  [log 7r=: 0,497 1499  (page 224;]. 
Donc  r  =  7",6i,  k  i  centimètre  près. 

.  PaOBLÈME    II. 

L'arête  d'un  cube  a  o"*,36  de  longueur,  —  On  demande  le  w- 
lume  de  la  sphère  circonscrite. 

Le  carré  de  la  diagonale  (11°  548 ,  scol.  EL)  vaat  3  (o,36)^  ;  et,  par 

conséquent,  'la  diagonale  elle-même  a  de  longueur  o,36.v'3- 
Cette  diagonale  étant  d'ailleurs  le  diamètre  de  la  sphère  deman- 
dée, il  s'ensuit   que   le  volume  de  celle-ci  a  pour  expression 

(n«  4i57) 

iir.3  v'S  (o,36)'  =  i-TT  v^(o,36)^ 

lOgTT  =0,4971499 

Y  log  3      =  o ,  23856o6 

31ogo,36=  2,6689075 
c,  log  2       =  9,6989700^ 

I ,  io3588o  =  log  0,126937. 
Ainsi ,  le  volume  cherché  est  o"-  *^*,  1 26937,  à  i  *•■*•  *•  près. 

Problème  m. 

On  demande  l'aire  d'un  triangle  sphérique  dont  les  angles  sont 
respectivement  A  =  85«%i7'  |  B  =  io3«',35'  |  C  =  67»',49,  ^' 
rayon  de  la  sphère  étant  égal  à  i"*,54. 

On  a  d'abord     A'-h  B  -+-  C  —  2oo«'  =  56«',o  i  ; 

d'où  |(A  +  B-hC)--i*i  =  o*î,28oo5. 

Ainsi,  d'après  la  formule  du  n''  4iUS,  l'aire  du  triangle  est  «gaie 
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i  n  (i,54)'  X  0,28005  =  2,o865 ; 

Jonc  ce  triangle  vaut  a™*  1',q865  ,  à  i'*  *>•  près. 

PEOBLiMK  IV.  (Fig.  362.)  FiG   36i. 

On  a  un  creuset  en  forme  de  cSne  tronqué  ABDG ,  dont  le  fond 
CD  a  o^'joS  de  diamètre,  l'ouverture  AB  o",o6,  et  dont  la  hau- 
teur CL  est  de  o",o8;  ce  creuset  contient  une  certaine  quantité  de 
métal  fondu  dont  la  surface  [EF]  a  o°*,b5  de  diamètre  :  —  On 
veut  en  faire  une  sphère,  et  Von  demande  le  rayon  du  moule  de 
rette  sphère. 

Calculons  d'abord  la  hauteur  CI  du  métal  fondu.  En  menant  CK 
parallèle  à  DB,  on  a  la  proportion 

CL.EG 
CI  :  CL  ::  EG  :  AK;     d'où     Cl  =  —r^p—, 

AJv 

ou  mettant  pour  CL,  EG  =  EF  —  CD,  AK  =  AB  —  CD,  leurs 
valeurs , 

0,08,0,02        I    ^   ./;       16 
o,o3  3  3 

le  centimètre  étant  ici  pris  pour  unité. 
Le  volume  du  métal  fondu  est  donc  (n^  449) 

On  doit  donc  avoir,  en  représentant  par  rie  rayon  cherche, 

T^49  =  i^'''J 


d'où 


3 

=  Y>    ^^    '*  =  v  ^  =  ^""^-,53722. 


pROBLiME    y. 


Étant  données  rareté  d'un  cône  droit ,  égale  à  26'™,  1 5,  et  sa  hau- 
teur 17™, 3,  trouver  sa  surface  latérale  [A],  ci  son  volume  [V]. 
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On  a  d'abord  (n»  446) 

A  =  7r.25,i5V(25,i5)'  —  ("7»^)'  =  ^.25,i5 V42»45  X  7,ti5; 

d'où     log  A  =  log  7f  4-  log  25, 1 5  -f- 1  log  4^ ,  4^  -h  t  *og  7  »85 , 

ou  ,  en  effectuant  les  calculs  indiqués, 

log  A  =  3,  iSgoôiS  =  log  i44^  9  ^2  > 
donc  A  =  i44^-™'**'>32. 

On  a  ensuite  (n"»  448) 

V=|7rx  17,3  X  42,45  X7»85, 

log  V  =  log TT  -h  log  17 ,3  H-  log 43,45  -h  log  7 ,85  -h  c  log  3, 

ou  log  V  =  3,7808221  =  leg  6037,01  ; 

donc  V  =  6o37™-'*,oi. 

P&OBLKME    VI. 

Évaluer  le  volume  d'un  verre  déforme  lenticulaire  y  dont  le  dia- 
mètre est  o™,o3 ,  et  l'épaisseur  o",oo4. 

Le  volume  de  ce  verre  est  un  double  segment  de  sphère  à  uBt 
seule  base,  ayant  pour  rayon  0*^,015. 

Ainsi  ce  volume  a  pour  expression  (n"  458) 

« 

TT  (0,0l5)^. 0,002  -h  ^TT  (0,002)' 

=  j7r.O,002  [3(o,Ol5)'-h  (0,002)*] 

=  I ,04719755  X  o,ooooi358 
=  0,000001422094.' 

Ainsi  le  volume  cherché  est  de  1422  "**"*"»•  ''•,094. 
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§  III.    —  Autres  problèmes  sur  les  volumes  et  les 

densités  des  corps  (*). 

PKOBLiME   I. 

N®  465.  —  Un  obélisque  en  pierre  de  taille  a  la  forme  d'une 
yramide  quadrangulaire  régulière ^  supportée  par  un  prisme  à 
ue  carrée  qui  lui  sert  de  piédestal  ;  la  base,  commune  à  lapyra- 
ide  et  au  piédestal,  a  i™,2  de  côté;  V apothème  de  la  pyramide 

t  à  ce  côté  :  :  5  :  ^\et  la  hauteur  du  piédestal  est  double  de  ce 
éme  côté:  —  On  demande  le  poids  totql  de  la  masse,  sachant  que 
densité  de  la  pierre  de  taille  est  de  2^5. 

I    2  yC  5  r~ 

L'apothème  ayant  pour  valear    ^      —  =  3  ya ,  et  son  carré 

ant  égal  à  189  on  a  ponr  la  hauteur  de  la  pyramide 

Vi8-(o,6)'  =  4,2, 
pour  le  volume  de  cette  pyramide , 

1,4  X  (1,2)' =  2,016. 
ÛMÏ  du  piédestal  étant  de  (1,2)'  x  2,4  =  3,456,  il  s'ensuit 
le  le  volume  total  est  égal  à  S"**  **,472- 
Comme,  par  hypothèse,  la  densité  est  2,5,  on  ohdent  enfin 
dur  le  poids  de  la  masse  totale 

I  oooooo»'  X2,5x5,472=i  368oooo«'  =  1 368o  ^"°«'  (**). 


1/)  En  I^siQUB,   on   nomme  densité  d^an  corps,  le  poids  dVn  corps 

06  l'unité  de  volume ,  et  poids  spécifique  le  rapport  du  poids  d^un  corps 

us  un  certain  volume  au  poids  d'un  autre  corps  \_Veau  par  exemple]  sous 

même  Tolnme. 

Il  y  a  identité  entre  les  nombres  abstraits  qui  expriment  le  poids  spéci- 

iM*  et  la  densité  d'un  corps. 

Soient  V  le  volume  d'un  corps,  D  sa  densité,  P  son  poids  absolu*  ~  On 

Us  relations 

P  =  D.V,      d'où      D=|,      V  =  ?. 

:**"  On  sait  que  le  gramme  est  le  poids  d'un  centimètre  cube  d'eau  dis- 
ke.  et  par  conséquent  que  le  mètre  cube  pèse  1000  kil. 
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parties  visibles  à  l'œil  nu ,  en  supposant  qu'une  bonne  vue  pk.su 
distinguer  -^  de  millimètre;  3®  —  combien  de  parties  vîsiblf* 
l'aide  d'un  microscope  qui  grossirait  20  Jbis   les  dimensiom  ! 
néaires. 

Soit  y  en  général,  r  le  rayon  de  la  goutte,  et  h  sa  hauteur  :«« 
volume  sera  rsr^h  (n°  444).  ~ 

Soit  ensuite  R  le  rayon  de  toute  la  bulle ,  et  x  Tépaisseur  de  si^ 
enveloppe  :  le  volume  de  la  partie  aqueuse  sera  (n"*  457)  < 

On  aura  donc       itr^h  =  -f  ttR*  —  7  ^  (R  —  *)*  ; 
d'où  (R  —  :p)»  =:  R»  —  I  r^h  ; 


R— X    =  I  V^8R^^  — 6r'^  > 


et  jj  =  R    _  X  y'SR»  —  &r-^h. 

Maintenant ,  —  i  **  —  mettant  pour  R ,  r,  et  /i ,  leurs  valeurs  rts 
pectives  en  millimètres ^  R  =  54,  r=  2,  et  /i  =:  2,  on  obbeo' 

X  =  54  -  i  J(Vo8)^  —  48  =  54  -  I  s/1259664, 

ou ,  efTcctuant  tous  les  calculs  indiqués ,  ! 

X  =  0,0007; 

répaisseur  cherchée  est  donc  ysWs  ^^  millimètre. 
2^  —  La  surfaoe  de  la  bulle  a  pour  mesure 

47rR»  =  366  »•  H-  ,43         (n«  44S4 ,  .V  i. 

et  par  conséquent  cette  surface  contient 

3  664  3oo  parties  visibles  à  Tœil  nu. 

3"  —  Si  Ton  emploie  un  microscope  qui  rend  ao  fois  1^' 
grandes  les  dimensions  linéaires  ou  4^^  ^<>>^  P'^^  grandok: 
surfaces,  on  aura  4oo  fois  plus  de  parties  visibles,  c'est-ànir 
1465720000. 

De  plus,  cette  goutte  contient  8;r  ou  25  millimètres  cubes  a  r^ 
près  ;  donc  i  millimètre  cube  d'eau  de  savon  donnera  au  volo 
microscope,  58628800  parties  visibles. 
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nées  par  les  points  ▲ ,  B,  C ,  au  plan  MN,  sont  situés  sur  une  même  dra 
{n9  396)  ;  et  si  Ton  fait  tourner  ]a  figure  acCfK!  autour  de  ae  comDecic 
nière ,  puisque  Ton  a ,  diaprés  la  définition ,  ahf  =  a  A,  hW  =  &B,  rC'  =  î 
les  points  A',  B',  Cf,  viendront  se  placer  sur  A  ,  B,  C;  donc,  etc. 

CoaOLLAiRis.  ^11  résulte  immédiatement  de  la  démonstration  préet«^ 
que,  i^  —  Deux  droites  de  longueur  déterminée,  et  ^métriques  per  rapni 
un  point,  sont  égales  et  parallèles  ; 

79  —  Deux  triangles  ^métriifues  par  rapport  à  un  point,  sont  égenj  ^m 
leurs  plans  parallèles  ;  —  il  en  est  do  môme  de  deux  angles  sjrmétri^ua. 

Z^  —  Deux  droites  de  longueur  déterminée,  et  ^métriques  par  rappart  it 
plan,  sont  égales,  font  des  angles  égaux  avec  ce  plan;  et ,  prolongées ,  élit  i 
rencontrent  en  un  même  point,  à  moins  qu'elles  ne  soient  parallèles  ; 

4°  —  Deux  triangles  sTfnétriques  par  rapport  à  un  plan,  sont  égoMi.  l'V 
plans  Is'ils  ne  sont  pas  parallèles]  rencontrent  le  plan  de  sTnêétrie  jatt^rj 
mAne  droite ,  et  forment  avec  lui  des  angles  égaux,  —  Les  angles  c^tein» 
sont  aussi  égasix. 

Fie.  367, 568.  TnitoaÈHB  IIl.  (F/^.  867,  368. } 

N^  6.  —  Si  quatre  points  A,  B,  C,  D,  sont  dans  un  même  plan ,  lev  -> 
métriques  A',  B',  C,  D',  par  rapport  à  un]  point  Oy  ou  à  mn  plan  M>t^ 
auui  dans  un  même  plan. 

Formons  les  quadrilatères  ABCD,  A'  B'  C'D'^  et  tirons  les  diagooiW  *j 
et  A'C'y  BD  et  B'D'.  Les  trois  couples  de  triangles  ABC  et  A'B'C,  i<l 
et  A'  C  D',  ABD  et  A'  B'  D',  sont  égaux  (  n»  5 ,  corol.  U  et  IV,  a«  .1. .  j 
donc,  angU  BAC  =  ûngU  B'A'C,  angle  CAD  =  angle  C'A'D',  cuv| 
BAD  =  angle  B'A'D'.  —  Or,  les  angles  BAC,  CAD,  étant  dans  ui>  wr^ 
plan  par  hypothèse,  on  a  BAD  =  BAC  +  CAD;  donc  il  Caut  que  Wt^ 
aussi  B'A'D'  =  B'A'C  +C'A'D',  ce  qui  ciige  que  ces  trois  aogles^al 
aussi  dans  un  m4me  plan  ;  C.  Q.  F-  ^' 

ScoLiB.  —  Lorsque  les  quatre  points 'A,  B,  C,  D,  sont  dans  des  plans  ^^ 
rents,  il  en  est  de  même  de  leurs  symétriques  A',  B',  C,  D';  el  aIot«>  •'*, 
deux  systèmes  de  points  déterminent  deux  tétraèdres  ABCD,  A'F  CD .  ^^ 
_  les  angles  dièdres  et  trièdres  sont  symétriques,  et  qui^  par  coDsrii»'- 

sont  aussi  symétriques  entre  eux. 

Fie.  367, 368.  Théorèmb  IV.  (Fig  3Gj,  368.  ) 

No  7.  —  Lorsque  deux  polyèdres  ont  leurs  sommets  A  et  A',  B  «t  B  /  '^ 
C',...,  situés  deux  kdeuz^crmétriquement  par  rapport  è  un  point  O  oa  à  oQ*^ 
MN  (n^  8,  3*  App.  ),  [auquel  cas,  les  deux  polyèdres  sont  dits  ^mèir  •'• 
par  rapport  à  un  point  ou  par  rapport  à  un  plan"]  ;  —  1®  —  C«  po^tÀr'^ 
leurs  faces  égales  chacune  à  chacune ,  les  angles  dièdres  ^^ux  ehacM  »  ■"'" 
cun,  et  les  angles  pobèdres  symétriques  ; — a*>  —  Ces  polyèdres  umi  r^l 
triques  entre  eux(ik^  1 ,  2*  App.  ). 
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Il  résulte  des  direnes  propositions  établies  aux  n^*  7  et  8,  que  den  po- 
lyèdres symétriques  par  rapport  à  un  point  ou  à  un  pUm  sont  eo  hék 
temps  ^métriques  entre  eux  (  n<*  i,  2"  ^P»)' 

fiéciproquement ,  demx  polyèdres  symétritiuet  entre  ettx  [  absoluoMit]  p» 
vent  toujours  être  placés  ^métri^uement  par  rapport  à  wi  point  de  Tespt» 
on  par  rapport  à  un  pUin,  ce  point  ou  ce  plan  pouvant  être  un  soDisKt,« 
.    une  face  y  commune  aux  deux  polyèdres  (*). 

Théoeâmb  VI. 

H^  10.  —  Deux  polyèdres  symétriques  sont  équivaXents, 
Il  suffit,  diaprés  la  définition  (  n^  i ,  a*  App. },  de  démontrer  la  propos: 
tion  pour  deux  tétraèdres. 
Or,  si   nous  considérons   les  tétraèdres  symétriques   SABC,  SA'BT 
Fie.  363.  Uns*  363,  n<>  |,  vfi  App,),  puisque  le  point  S  est  un  centre  de  tyraétri* 
(n^  tf ,  a«  Ap^:)  par  rapport  à  ces  tétraèdres,  Il  s^ensuit  que  les  pUssdf 
faces  ABC,  A'B'C,  sont  parallèles  ;  donc  la  droite  KSK',  perpeodicolii!* 
à  ABC,  est  aussi  perpendiculaire  à  A'B'C;  et  de  plus,  on  a  SK  =SR 
(  no  3  9  3<>).  —  Ainsi ,  les  tétraèdres  tiyant  même  base  et  même  hauteur,  >}c 
équivalents  ;  —  donc  aussi ,  etc.f  C  Q.  F.  D. 

14^  il.  —  Enfin,  on  démontrerait  facilement  les  deux  propositions  du 
fanftes  : 

iO  ..  LorsquMl  existe  dans  un  polyèdre  deux  plans  de  symétrie  perpod-  \ 
eulaires  entre  eux,  leur  intersection  commune  est  un  axe  de  symétrie. 

oP  —  Et  s^il  en  existe  trois,  le  point  commun  à  ces  trois  plans  fst  ^ 
centre  de  symétrie. 

Des  plans  diamétraux. 

N<^  IS.  -^  De  même  que ,  dans  certains  polygones ,  il  existe  des  àmU* 
nommées  diamètres  ou  lignes  médianes  (n^  7,  i*''  App. },  qui  passent  pv  h 
milieux  d\ine  suite  de  droites  parallèles  entre  elles  et  terminées  an  tootti* 
do  polygone,  de  part  et  d^autre  de  ces  diamètres ,  de  même  aussi  Foo  cooç>« 
que  certains  polyèdres  peuvent  être  tels ,  qu^on  système  de  droites  psnUe{^ 
entre  elles  et  terminées  à  leur  surface ,  de  part  et  d'autre  d^un  même  pUs 


(*)  lia  ohjtt  et  ton  image  rcfléchie  p«r  une  glac*  prèfcatevt  TexetBpIc  le  pluTslpi^'' 
deax  Ggnres  lyiBétriqam  entre  elles.  I 

Qvant  à  uw  figure  ly métrique,  on  en  a  aaui  na  «seaiple  dans  la  ferme  cstèri«ai«4«a>r 
bumain ,  compoaée  dedcax  parties  symétriques  eatre  elles.  -^  Ainsi ,  les  deax  mains  Mst^ 
iriqnes  entre  elles  ;  il  en  est  de  même  des  deux  i;ant«  qnî  les  recouvrent.  Mais  eibsemes^' 
l'on  retourne  ces  gants  de  dedans  en  dehors  ,  c'est  le  gant  d'  la  main  droite  qai  s  «J(f  <" 
k  la  main  gancbe ,  et  vice  versa.  —  Ce  dernier  exemple  peut  servir  à  dire  comftt^^  ' 
genre  de  r<>(ourR#ment  qu'il  faudrait  faire  subir  aux  figures  «ymètriqnes  pour  !<•  ^' 
•uperpotables. 
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Centre  des  nuijrennes  dUtamees  à  un  plan. 

Le  point  que  noui  avons  nommé  centre  des  mciyennes  dittanees  dftns  m 
polygone  (n^*  8  et  9,  i*'  ^PP')  $  jovit  par  rapport  à  on  plan  det  mèniei  pre^ 
priétét  que  par  rapport  à  une  droite. 

Tbéobéhi  VIIl. 

N**  14.  —  La  perpendiculaire  ahaissée  du  centre  des  mojennes  êutaaut  iu 
polygone  quelconque,  sur  un  plan  mené  à  volonté  dans  Vespace,  est  égale  m 
quotient  de  la  somme  nlgéhrique  des  perpendiculaires  ahaitsées  des  £jffem: 
sommets  sur  ce  plan ,  divisée  par  le  nombre  total  n  des  sommets.  —  CetleioiiuB' 
est  nulle  lorsque  le  plan  passe  par  le  centre  des  moyennes  dtstanoesi  et  vtf 
versa. 

La  démonstration  de  ce  théorème  étant,  en  tous  points,  semblable  icelb 
qui  a  été  exposée  au  n''  9  (i*'  ^p»)  >  nous  y  renvoyons ,  en  nous  bonuità 
wmsrtpiflr  quHl  n'est  pas  nécessaire  ici  que  les  sommets  soient  dans  un  mèw 
plan  : —Il  suffit,  —  x^  —  que  la  ligne  polygonale  woiX  famée;  — a^  —  qasi 
même  sommet  ne  soit  pas  la  réunion  de  plus  dedeuxvàtâa. 

ScouB.  —  Pour  flier,  dans  ce  cas;  la  position  du  centre  des  moyennei & 
tances  de  tous  ces  sommets,  on  peut  mener  à  volonté  trois  plans  qsi  x 
coupent  deux  à  deux  [en  les  supposant,  pour  plus  de  simplicité,  ptrpn^ 
culaires  entre  eux].  —  On  abaisse  des  différents  sommets ,  et  sur  chacun  Js 
trois  plans ,  des  perpendiculaires  ;  on  fait  ensuite,  pour  chaque  plan,  It  umat 
algébrique  des  perpendiculaires  qui  lui  correspondent;  et  Ton  diviie  taXk 
somme  par  le  nombre  n  des  sommets.  —  Enfin  ,  à  des  distances  représeoieti 
par  les  trois  quotients ,  on  mène  trois  plans  respectivement  parallèles  «tf 
premiers  :  —  L^intersection  commune  de  ces  trois  noureaux  plans  est  k 
point  cherché. 

N<>  Itf .  —  Lorsque  quatre  points  A ,  B,  C ,  O,  ne  sont  pas  dans  un  oèor 
plan,  ces  points  combinés  trois  à  trois ,  déterminent  quatre  plans diffémtt^ 
#t  par  suite  un  tétraèdre,  —  Gela  posé  : 

Fie.  370.  TBÉoaim  IX.  (Bg.  370.) 

Dans  tout  tétraèdre  ABCD,  les  droites  MN,  PQ,  BS,  qui  joignent  /»"- 
lieux  respectifs  des  arêtes  opposées,  concourent  en  un  méhie  point  qui  n'ett  aPi 
qMte  le  centre  des  moyennes  distances  des  quatre  sommets  A ,  B ,  C,  D. 

Considérons  d^aboid  les  droites  MN  et  PQ,  pois  tirons  les  droites  Iff» 
PN,  NQ,  QM  :  les  deux  droites  MP,  NQ,  parallèles  à  BD ,  sont  panliti» 
entre  elles;  de  même,  PN,  QM,  parallèles  à  AG,  sont  parallèles  eo» 
elles;  ainsi,  la  figure  MPNQ  est  un  parallélogramme  dont  MN,  PQ,»^^' 
les  diagonales  f  donc  ces  droites  se  coupent  en  leur  milieu  O. 
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par  conséquent,       O'G  :  O'A  ::  O'K  :  CKO  ::  i  :  3. 

I 
Donc  O'G  est  le  tiers  de  O'A ,  ou  le  quart  de  AG  j  et  O'K  est  le  tiers  de 01* 

ou  le  quart  de  DK. 

•  Comme  on  prouverait  pareillement  que  les  droites  de  jonction  des  ««s- 

mets  B  et  C  avec  les  contres  des  faces  opposées,  doivent  renooBtRr  t. 

droite  AG  en  un  point  dont  la  distance  au  point  G  est  le  quart  de  AG,  ai 

est  en  droit  d'en  conclure  que  les  quatre  droites  menées  respectivement  de 

^quatre  sommets  aux  centres  des  faces  opposées ,  se  réunissent  en  oantec 

point ,  qui  se  trouve  situé  sur  quatre  plans  respectivement  fMurallélcs  m 

plans  des  faces,  à  une  distance,  pour  chaque  face,  et  à  partir  de  celte  &er. 

égale  au  quart  de  la  distance  de  celle-ci  au  sommet  opposé. 

Donc  en6n ,  d'après  \eseolie  du  ninnéro  précédant ,  le  pmnt  CK  est  k  ee«r. 

ûes  mt^etmes  dittatiees. 

é 

Des  centres  de  similitude. 

THÉORiHK  XI. 

NO  17.  —  5i  l'on  joint  tous  les sommeu  A,  B,  C,  D,. .  .yd^mnpofyèdrt,  «« 
un  point  quelconque  O  de  l'espace,  par  des  droites  OA,  OB|  OC,  OD,..., ^ 
que  sw  ces  droites,  ou  sur  leurs  prolongements,  on  prenne  des  partie  Ok 
OB',  OC',...  proportionnelles  aux  droites  O  A.,  OB,  OC,...,  on  ohtiaaex 
les  sommets  d'un  nouveau  polyèdre  qui  est  DiEECTKHEirT  ou  iirvsasnfïrr  ten- 
blable  au  premier  ;  —  et  le  point  O  est  dit  un  Centre  de  similitude  firtsK 
dans  le  premier  cas ,  et  inteëhi  dans  le  second. 

Mous  renvoyons ,  pour  la  démonstration  de  cette  proposition  et  pour  ki 
conséquences  qui  en  découlent,  à  tout  ce  qui  a  été  dit  aux  n^'  IS^t  jk- 
vants  du  i*'  Appendice,  parce  que  les  raisonnements  seraient  tout  à  ^^ 
analogues  ;  mais  nous  allons  entrer ,  relativement  aux  centres  de  similiteâi 
de  deux  ou  plusieurs  sphères,  dans  quelques  détails  qui  peuvent oflrir <i< 
lUntérét. 

FiG.  J:2.  ^  19.  _  Considérons  d'abord  deux  cerdes  C,  C'  (fg.  Sya)  [que,  poa 
flxer  les  idées,  nous  supposerons  extérieurs  l'un  à  Vautre},  et  tnçQBS^ 
ligne  des  centres  CC,  ainsi  que  les  tangentes  communes  Mm,  Nu,  tant  rit^ 
Heures  ^^intérieures.  Cela  posé,  imaginons  que  les  demi-cercles  AMB,  «^ 
fassent  une  révolution  entière  autour  de  la  ligne  des  centres ,  en  eotnin^ 
les  deux  tangentes  communes:  —  Dans  ce  monrement,  les  demi-oo^ 
engendreront  deux  sphères  (  n^  868),  et  les  tangentes,  deux  snr&ces coli- 
ques (n<>  SUT)  dont  les  sommets  seront,  pour  Ihine,  le  centre  de  timilitnéta 
terne ,  O,  des  deux  cercles  générateurs,  et  pour  l'autre,  \BaT  centre  de ùmîht^ 
interne,  O'  (n*»  12 ,  scol.,  i**"  App.) }  —  ces  points  sont  dits  aussi  des  cerfrî. 
de  similitude,  l'un  externe,  l'autre  interne,  par  rapport  aux  deoxsplièrtf 
Dans  ce  même  mouvement ,  les  points  de  contact  M  et  m,  N  et  »)  àfW 
ront  des  circonférences  de  cercle  dont  les  rayons  seront  les  perpeadicuiiô*' 
MP  et  mpf  NQ  et  nq,  abaissées  de  ces  points  sur  la  ligne  des  centres,  ^ 
qiii^appartiondront  à  la  fois  aux  deux  sphères  et  aux  deux  surfaces  conique' 
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-  en  sorte  que  Ton  pourra  eoDsidérer  ces  dernières  comme  enveloppant  les 
phères  ei  les  tomehant  suivent  les  eireonférences  de  cercle  MP^  np,  NQ  et  n^. 

N<>  19.  —  Je  dis  maintenant  que  —  Tout  plan  tangent  k  Yune  des  jurfaces 
oni^ues  est  amsn  tangent  aux  deux  sphères;  4 

Et  réciproquement  y  -^  Tout  plan  tangent  aux  deux  spkères  est  tangent  aux 
leux  twurfaees  conitfues. 

Pour  démontrer  la  proposition  directe >  menons  par  les  points  M  et  m, 
i  et  n  ,  les  tangentes  MT  et  mx ,  MS  et  lu,  aux  cercles  de  contact ,  cere,  MP 
t  cerc,  tapj  cercJ^Q  et  cere^nq  :  ~  Les  plans  OMT,  O'MS,  déterminés 
ar  les  arêtes  MmO ,  NO'n,  des  deux  cônes ,  et  par  les  tangentes  MT,  NS, 
ont  taogents  à  ces  cônes  {vfi  5^9).  D^un  autre  côté,  les  mêmes  droites 
ImOy  NCn,  M.T,  mt^  MS>  iM,  sont  tangentes  à  des  circonférences  appar- 
enant  aux  deux  sphères;  donc,  les  plans  tangents  aux  deux  cônes,  dans  les 
K>ints  M  et  m,  N  et  11,  sont  ausst  tangents  aux  sphères. 

La  réciproque  se  démontrerait  lacilemept  diaprés  ce  qui  vient  d^être  dit  : 

1]  est  à  remarquer  d^aillenrs  que,  comme  par  chacune  des  arêtes  des 
leux  cônes,  en  nombre  infini,  on  peut  mener  un  plan  tangent  à  ces  cônes ^ 
\  s'ensuit  que  : 

Deux  sphère*  données  dans  Vetpace  ont  une  infinité  de  plant  tangents  dont 
es  intersections  successives  constituent  en  quelque  sorte  ifeux  enveloppes: 
Tune,  dite  extérieure,  est  formée  par  la  série  des  plans  tangents  pour 
lesquels  les  sphères  sont  toutes  deux  placées  d^un  même  côté  par  rapport  h 
:es  plans;  Taolre,  dite  intérieure,  formée  par  la  série  des  plans  tangents, 
i>our  lesquels  les  sphères  sont  situées  de  Pnn  et  de  Pautre  côté  de  ces 
ilans. 

* 

No  90.  —  11  résulte  de  là  qu^un  plan  tangent  à  deux  sphères  n'est  déter- 
miné qu^antant  qu'il  est  assujetti  à  une  troisième  condition ,  par  exemple , 
selle  de  passer  par  un  point  donné,  ou  bien  dVire  tangent  à  une  troisième 
tphère. 

Dans  le  premier  cas,  on  s  généralement  deux  plans  tangents  passant  par 
le  point  donné ,  et  ces  plans  sont  symétriquement  placés  par  rapport  an 
plan  que  déterminent  le  point  donné  et  les  centres  des  deux  spbèrest  Celles* 
ci  se  trouvent  d'ailleurs ,  suivant  les  diverses  positions  du  point,  soit  d'un 
même  côté,  soit  de  côtés  différents  par  rapport  aux  deux  plans  tangents. 

Ces  plans  se  réduisent  à  un  seul  loraque  le  point  appartient  à  Pune  des 
arèies  des  cônes  qui  enveloppent  les  deux  sphères  ;  et  il  n'y  a  aucune  solution 
li  le  point  est  donné  intérieurement  à  l'un  de  ces  cônes. 

Dans  le  second  cas ,  et  en  supposant  toujoun  les  trois  sphères  extérieures 
t'une  à  Vautre,  00  peut  avoir  quatre  systèïïnes  de  deux  plans  tangents  k 
ces  trois  sphères,  savoir:  deux  planscomprenant  entre  eux  les  trois  sphères , 
et  six,  placés  deux  à  deux  entre  l'une  des  trois  sphères  et  les  deux  autres. 

Ce  second  cas  donne  lieu  d'ailleurs  k  un  théorème  fort  remarquable ,  et 
analogue  à  celui  qui  a  été  établi  au  n^  16, 1''  App. ,  pour  trois  circonférences 
ds  cercle. 
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TnioaMB  XU. 

M^  di.  —  Les  six  centres  de  similitude  de  trois  sphères  extérieures  Us  ana 
«uj»  autres ,  sont  situés  tboib  a  tbois  sur  une  mène  droite ,  lavoir  :  —  \j3^ 
trois  ceotrea  de  Bimilitude  externes,  puis  un  des  centres  externes  et 
centres  internes;  ce  qui  donne  QUAras  droites. 

En  effet,  considérons  d^abord  les  deux  plans  tangents  qui  compresi 
les  trois  sphères  :  —  Ces  plans  étant  en  même  temps,  tangenta  aux  trob  ctefi| 
extérieurs  qui  enveloppent  les  sphères  {n^  19,  a*  ^n'')r  contienneat 
trois  arêtes  correspondant  k  ces  plans  tangents ,  et  par  conséqoeBt  ai 
les  trois  sommets  de  ces  c^nes  ;  donc  leur  intersection  commune  passe 
les  trois  sommets ,  c^'est-  à-dire  par  les  trois  centres  de  similitude  exu 

(nol8,a«A^.)- 
Pareillement,  chacun  des  deux  plans  tangents  placés  entre  rone  des  treU 

sphères  et  les  deux  autres ,  est  tangent  au  cdne  extérieur  qui  enveloppe  le 
deux  dernières ,  ainsi  qn^aux  deux  cônes  intérieurs  qui  enTeloppent  reapct* 
tivemef  t  la  première  et  la  seconde,  puis  la  première  et  la  troisième  ;  deac 
leur  intersection  commune  contient  les  sommets  de  ces  trois  cônes ,  c'est- 
à-dire  le  <$entre  de  similitude  externe  des  deux  dernières  sphères ,  et  les  cet- 
très  de  similitude  internes  de  la  première  et  de  la  seconde ,  poÂs  de  la  pre- 
mière et  de  la  troisième;  C.  Q.  f.  D. 

Nous  ferons  observer,  en  terminant ,  que  cette  démonstration  peutfcnif 
à  prouver  Texactitude  du  théorème  pour  le  cas  de  trois  eirconférenceft  d^ 
cercle;  car  les  centres  de  similitude  de  ces  cercles  sont  les  mêmes  qoe  ceii 
de  trois  sphères  dont  les  cercles  proposés  seraient  des  grands  cerclée- 

Oest  ainsi  qu^en  s'appuyant  sur  des  vérités  de  la  Géométrie  de  Vespéer 
on  parvient  souvent  à  démontrer  fort  simplement  certaines  proposltioof  it 
la  Géométrie  plane. 

Construction  des  polyèdres  r^psliers. 

Nous  avons  déjà  fait  connaître  (n^SSI,  scol,)  les  moyens  de  con&lniat 
le  tétraèdre  et  Vhexaèdre  réguliers,  H  nous  reste  à  exposer  les  modes  ie 
construction  relatifs  aux  polyèdres  dont  chaque  angle  polyèdre  est  TasMa- 
blage  de  trois  ou  de  quatre  angles  de  triangles  équi latéraux ,  ou  bien  âeui^ 
angles  de  pentagones  résilier  s. 

^^^'  373.  lo.  —  OcTAÈDax  RÈcuLiaa.  [¥ig,  373.) 

No  S9.  ^  Désignons  par  m  le  côté  du  triangle  éqnilatéral  qui  doit  tenir 
de  base  à  la  construction  ;  et  soit  ABGD  le  carré  oonatmit  sor  le  tJbU  p 
[ici  la  figure  est  supposée  en  relief].—  Du  point  O,  centre  de  ce  cam. 
élevons  la  droite  indéfinie  LOL'  perpendiculaire  an  plan  ABd),  etpr<u» 
sur  cette  droite,  à  partir  dn  point  O,  et  de  part  et  d^autre  dnplsD,d&t 
parties  OE,  OF,  rgales  au  rayon  OA  du  carré,  lequel  rayon  a  pour" 
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bord  de  la  seconde ,  et  vice  versa  ;  d'où  il  résnltam  une  figure  à  se  fagi 
égales  entre  elles  et  également  inclinéw,  ABCDEEGI&C'B'A'. 

Fie.  375.  3<>.    —   DODÉCAÀDEE  BBCCLIER.   (  Fig.  ^jS.  ) 

N^  94.  —  Supposons  qu^avee  trois  pei^agones  réguiiers  éganz  on  ivm 
un  angle  trièdre  en  A ,  ce  qui  est  possible  (  n^'  409).  Les  trois  angles  dièdf» 
de  cet  angle  trièdre  sont  égaux  {d9  555 ,  scol,  II).  BfainMnant ,  avec  de  tm- 
▼eaux  pentagones  égaux  aux  précédents ,  on  peut  de  même  former  soeees- 
vement  aux  points  B,  C,  D,  £,  d^autres  angles  trièdres  toojovrs  de 
valeur.  Il  en  résultera  six  pentagones  réguliers  eomp<»saiii  me  taka» 
ÂBCDES'GIKLMNPQ,  telle  que  les  angles  do  bord  seront 
formés  dun  et  de  deux  angles  plans. 

[Même  remarque  que  ci-dessus  sur  la  ligne  polygonale  qui  termine  ces 
calotte  polyédrale.] 

Si  Ton  imagine  ensuite  une  seconde  calotte  égale  à  la  première,  oopoaa 
les  réunir  toutes  deux  bord  à  bord,  de  manière  q«e  les  angles  suivies  de  ïim 
se  raccorderont  avec  les  angles  doubles  de  Tautre  ;  et  Ton  aura  aiiai  aie 
figure  à  douze  faces  égales  et  également  inclinées. 

li^  8tf.  —  Scoui  I.  —  Pour  construire  mécaniquement  un  polyèdre rf^ 
lier,  on  effectue  d^abord  sur  une  feuille  de  carton,  et  en  prenant  aoe^ 
faces  pour  base  de  la  construction,  le  déTeloppement  de  toutes  les  ixm. 
ainsi  que  nous  Tavons  indiqué  aux  vP^  5tt6  et  561 ,  puis  on  plie  eonveoe^fc^ 
ment  ces  différentes  faces  suivant  les  arêtes  communes. 

ScoLiB  II.  —  Tous  les  polyèdres  réguliers ,  à  Texception  du  tétraèdre,  «1 
un  centre  de  symétrie  qui  n^est  autre  que  le  centre  de  figure  (  n^  583)- 

Tous  ont  aussi  de»  plans  de  symétrie,  —  Ce  sont,  en  générml,  despi*» 
perpendiculaires  sur  les  milieux  des  arêtes  ou  sur  les  milieux  des  droite  ^ 
joignent  les  sommets  opposés  pris  deux  à  deux,  ou  bien  des  plans  qoi  pat' 
sent  par  les  arêtes  opposées  prises  deux  à  deux. 

ScouB  lU.  —  Le  tétraèdre  relier  a    4  sommets,    4  ^ao^y  ^^  ^  ''^ 
Le  Bube,  8  sommets,   6  laces  et  iiaré:^ 

Uoctaèdre,  6  sommets,    8  faces  et  i3  arè^ 

Le  dodécaèdre,  ao  sommets  ,13  Csces  et  3o  vttfi 

Enfin,  Vîcosaèdre,  la  sommets,  ao  laces  et  3o  ai^ 

ScoLiK  GÉHÉRAL  sur  Jes  polyèdfes.  —  Ces  expressions,  qui  peuTentétjtn* 
rifiées  facilement  sur  les  figures  que  nous  avons  construites^  sont  impliûi^ 
ment  renfermées  dans  Ténoncé  d*un  théorème  dA  au  célèbro  Enler,  et  qii  )> 
traduit  par.  la  formule 

S  H-  F  =  A  -h  a, 

S  désignant  le  nombre  des  sommets ,  F  celui  des  faces ,  et  A  le  nombi«  •» 
arêtes. 
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Tbkousmb  I. 

N<^  87.  — '  Tout  plan  tangent  à  une  sur/ace  do  résolution  en  um  point  éa^ 
de  cette  surface,  est  perpendiculaire  au  plan  méridien  mené  par  ce  point. 

En  effet ,  on  définit  ordinairement  un  plam  tangent  k  une  Mirfrce,  réZôas 
de  cette  surface  au  point  que  Ton  considère,  prolongé  mdéJùumemtJm 
tous  les  sens;  définition  qui  s^accoïde  arec  celle  que  noua  aTons  donnée  1 
la  tangente  (n^  37,  i^^App.),  et  de  laquelle  il  résulte  Déeessaixenait  qm 
—  Le  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface,  contient  tomtes  le»  laiyri'i  «« 
courbes  que  Von  obtient  en  coupant  cette  surface  par  des  plans  peusant  per  k 
point. 

Cela  posé,  au  point  donné,  coneevons  le  plan  tangent  à  la  anrfiMt;  « 
par  ce  point ,  menons  un  plan  perpendiculaire  li  Base  :  ce  plan  coope  la  s» 
face  suiTant  une  circonférence  de  cercle ,  et  le  plan  tangent  mivaot  m 
tangente  à  ce  cercle.  Or  cette  tangente  est  perpendiculaire  an  rayon  ^ 
passe  par  le  point  de  contact,  et  par  conséquent,  en  Teriu  dn  théorèacsA 
les  plans ,  établi  au  n^  300,  elle  est  aussi  perpendiculaire  an  plan  Bcrifia 
correspondant^  donc  le  plan  tangent,  qui  contient  cette  tangente,  est  ht 
même  perpendiculaire  au  plan  méridien  (n<*  309}  i  C.  Q.  F.  fi. 

ScoLiB.  —  Toutes  les  fois  qu^une  surface  de  rérolution  a  été  eogesàw 
par  une  ligne  non  située  dans  un  mène  plan  avec  l'axe,  cette  sorCaee  estlL^- 
jours  susceptible  dVne  seconde  génération ,  dans  laquelle  la  générmlriee  e£ 
^intersection  de  la  surfaoe  avec  un  plan  méridien  quelconque. 

P»«-  376.  TnioatMB  U.  {Fig.  376.) 

N^  28.  —  Lorsque  la  surface  de  révolution  est  engendrée  par  uns  Uf» 
fermée,  et  située  dans  un  même  plan  avec  Taxe, 

i^  —  Vaire  de  la  sur/ace  a  pour  expression  'le  produit  de  la  li^ie  g^'^ 
trice  [rectifiée],  multipliée  par  la  circonférence  que  décrit  le  catire  k. 
matxennes  distances  de  cette  courbe  [considérée  comme  un  polygone  iM^mk- 
simal(n<>9,  i^^  App.)y, 

Q9-^Le  volume  de  l'espace  déterminé  par  cette  surface,  est  égalcM^^- 
duit  de  l'aire  que  termine  la  génératrice ,  multipliée  par  la   mâne  cima- 
Jérence. 

i^  —  Concevons  la  courbe  génératrice  décomposée  dans  aes  ^tmesh 
MM',  M' M ",...;  et  soient  mp,  m'p*y  m'p^y  les  perpendiculaitea  abaitfe» 
de  leurs  points  milieux  sur  Taxe  LL'.  Soient  d^ailleurs  S  U  snr&ce  tot^ 
#,5',  1', ...  les  surfaces  partielles  engendrées  par  les  différents  éIéioff'-> 
que  nous  pouvons ,  pour  simplifier,  supposer  tous  égaux  entre  eux  et  re* 
présentés  par  e\  soit  enfin  n  le  nombre  infini  de  ces  éléments.  Cela  pO!<. 
chacun  des  éléments,  en  tournant  autour  de  Taxe,  engendre  la  sur&ce e^ 
vexed^in  tronc  de  cône,  et  Ton  a  successivoment  pour  toutes  ces  siirfK*^ 
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CK  étent  la  perpendiculaire  abaiiBée  do  point  C  lor  AB.  lias,  si  ïm 
joint  le  point  C  au  milieu  D  de  AB,  et  que  Ton  abatate  DE  perpcadtaiiar? 
sur  LL'y  on  a 

iiii/.  AB=air.DE.AB(n«447)i    d'où  w/.  CAB  =  aic.DE.AB.^, 

ou  bien ,  vol.  CAB  =  air .  5  DE.  — • . 

3  a 

Or  — est  rcxpreasion  de  Taire  du  triangle  CAB^  et  »  D£  est  égai^  i 

la  perpendiculaire  01  abaissée  du  centre  des  moyennes  distanees  lar  Tyl 
LL'(no  as,  *co/.). 
Donc  en6n  vol,  CAB  =:  Hr  .OI.  aire  CAB  ; 

ce  qni  vérifie |  pour  le  triangle,  reiactitode  du  théorème  éonneë. 

Des  surfaces  réglées. 

N^  99.  —  On  donne  le  nom  de  soavACBs  aticLifcs  à  tontes  les  tsrbe^ 
telles  qu^en  ehacun  de  leurs  points,  on ptuty  appliquer  une  drmite,  nme 
dans  un  sens. 

Les  surfaces  réglées  se  divisent  en  trois  genres. 

Le  plan,  par  sa  nature,  étant  nécessairement  une  surface  réglée,  eiL 
plus  simple  de  toutes,  constitue  à  lui  seul  le  premier  genres  les  deaxaBt^* 
ne  contiennent  que  des  surfaces  courbes  :  —  Ce  sont  les  surfaces  dc^r%- 
pahles  et  les  surfaces  gauches. 

Des  surfaces  développables. 

Ayant  de  traiter  le  cas  général ,  nous  donnerons  d'abord  une  ei(«Bsk« 
convenable  aux  définitions  du  cylindre  et  du  cône. 

N°  50.  —  Considérons  dans  Tespace  une  courbe  quelconque  doal  toa 
les  points  spient  à  la  fois ,  ou  même  ne  soient  pas  situés  dana  un  mèffle  pfaz 
[on  dit ,  dans  ce  dernier  cas ,  qu^elle  est  à  double  courbure  (*}]  ^  et  conccf .» 
une  droite  mobile  assigettie  à  la  condition  de  rencontrer  conatamiDeo:  - 
couabe  proposée  en  quelqu'un  de  ses  pointa,  el  de  manière ,  soit  à  rester  ts 
fours  parallèle  à  une  autre  droite  de  direction  déterminée,  soit  i  p<s^ 
constamment  par  un  même  point  :  la  surface  ainsi  engendrée  est  dite,  dasî  - 
''pretikier  cas,  une  surface cylihdriqub ,  et  dans  le  second  une  sur&ce  co»fi(t 

Dans  le  premier  cas ,  on  nomme  ç/Undre  Tespace  com|ms  entre  la  tf.*- 


(*t  Cette  dénomination  est  fondée  anr  ce  <|n'ane  ligne  ^Unt ,  en  |^4vnl ,  finUnecti-*  " 
deax  «urlkccff  (no  i,  introâ,)  ,  ta  n«tnre  et  M  forme  iloirent  dépendre  de  cbacnsc  à^eomt^^ 
de  rtf  dcHE  flurfAors. 
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e  et  deux  plans  parallèles  qui  coupent  toutes  les  positions  de  la  droite 
•bile;  dans  le  second,  un  c6ne  est  Tespace  compris,  à  partir  du  point 
'lequel  passe  constamment  la  droite  mobile,  entre  la  surface  engendrée, 
un  plan  mené  à  volonté,  mais  de  manière  à  couper  toutes  les  positions 
la  droite  mobile. 

jelie  droite  est  dite  la  génératrice  [ou  Varéte"]  de  la  surface;  et  Ton 
Dame  directrice  la  ligne  que  la  génératrice  est  assigettie  à  parcourir. 
Lorsque  la  directrice  eut  une  circonférence  de  cercle ,  la  surface,  eylinr 
que  ou  conique,  est  dite  à  base  circulaire. — La  droite  menée  par  le 
itre  du  cercle  parallèlement  à  la  génératrice  du  cylindre ,  on  bien  la 
ïite  qui  joint  le  eemire  du  cercle  au  sommet  du  cône,  se  nomme  Vaxe  du 
lindre  ou  du  cône. 

Si,  la  directrice  étant  un  cercle  ,  le  plan  de  ce  cercle  est  perpendiculaire 
*sxe,  on  dit  que  le  cylindre  et  le  cône  sont  droits;  ce  qui  est  d^accord 
Bc  les  définitions  données  aux  n^'*  5tf5  et  3JS7. 

Si  le  plan  du  cercle  est  oblique  par  rapport  à  l'axe ,  on  a  un  cylindre  ou 
cône  oblique  à  base  circulaire. 

Enfin,  on  peut  dire,  dans  le  cas  du  cône,  que  la  surface  d^un  cône  droit, 
t  —  La  surface  ifue  décrit  une  droite  assujettie  à  passer  par  un  point  donne 
à  faire  constamment  le  même  angle  avec  une  droite  donnée. 

N°  51.  —  Nous  ferons  ici  deux  remarques  importantes. 
Première  remarque  :  —  De  quelque  nature  que  soit  la  directrice  de  la  sur- 
»  cylindrique  ou  conique ,  il  peut  très -bien  arriver  que  la  surface  soit 
Ile  d^un  cylindre  on  d'un  cône  droit. 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  concevoir  sur  la  surface  d'un  cylindre  droit 
tg.  390)  ou  dVn  cône  droit  {fg.  aga),  une  courbe  tout  à  fait  arbitraire,  Fie.  ago. 
quelle  pourra  alors  être  considérée  comme  ayant  servi  primitivement  de  Fio.  392. 
rectrice  à  la  droite  mobile.  Mais  la  surface  n'en  sera  pas  moins  celle 
an  cylindre  droit,  ou  d'un  cône  droit,  puisque  les  conditions  de  leur  dé- 
lition  sont  satisfaites. 

Nous  ajouterons  que  sur  une  surface  cylindrique  ou  conique  donnée, 
en  n'empêche  de  prendre  pour  directrice  une  quelconque  des  courbes 
li  y  sont  tracées ,  lorsque  cette  courbe  est  plus  simple  que  celle  qui  avait 
abord  été  considérée. 

La  seconde  remarque  se  rapporte  au  cône. 

La  génératrice  étant  une  droite  indéfinie  dans  les  deux  sens,  il  en  ré- 
ilte  que  toute  surface  conique  est  nécessairement  composée  de  deux  par- 
es distinctes  qui  s'étendent  indéfiniment  de  part  et  d'autre  du  point  fiie. 
-  Ces  deux  parties  se  nomment  les  nappes  de  la  surface  j  et  le  point  fixe 
}t  dit  alors  le  centre  de  cette  surface,  la  dénomination  de  sommet  conve- 
sut  plus  particulièrement  au  cas  où  l'on  ne  considère  que  l'une  des  nappes. 

N^'  39.  —  Nous  avons  déjà  vu  (noi  5^  et  561)  que  les  surfaces  dn  cy- 
indre  et  du  cône  droits  jouissent  de  la  propriété  de  pouvoir  être  déve- 
ïppées  sur  un  seul  et  même  plan.  Or  cette  propriété  appartient  essentielle- 
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ment  à  toatds  les  tarfàoes  cjlindriqaet  on  ooniquai.  Car,  si  Von  cw^i 
une  courbe  qoelconque  traeée  snr  la  aurfaee,  et  qn^après  Vvrwr  ptn^f 
.  dans  ses  éléments,  on  mène  par  les  extrémités  de  eenz-ci  des  généntmrt.l 
sarface  sera  elle-même  partagée  en  une  infinité  de  petites  bandes  bténle>>« 
seront  aussi  les  éléments  de  la  surface.  —  Or  toutes  ces  bandas  sont  pUsd 
puisque  cbacune  d^elIes  est  déterminée  par  deux  droites  parallèlei  o«  en 
courantes.  On  peut  donc,  comme  dans  le  cas  du  cylindre  ou dn  cAse  dr^ 
les  développer  sur  un  même  plan ,  par  exemple,  sur  le  plan  de  Tone  de 5 
bandes  prolongée  indéfiniment. 

N^  33.  —  On  nomme  en  général  sdepaccs  détiloppablks  les  soriac»  ii* 
deux  arêtes  ou  génératrices  conséeutives ,  c^est-à-dire  infiniment  ToisîM, 
sont  constamment  dans  un  même  plan,  —  Leur  dénomination  proTient  di'  « 
que  ces  sortes  de  surfaces  sont  susceptibles  de  «^étendre,  de  so  déroaler.4 
de  se  développer  sur  un  plan.  Il  résulte  en  effet  de  leur  définition,  qstJki 
peuvent  être  considérées  comme  composées  déportions  de  plan,  iv  if 
ment  étroites  dans  un  sens,  mais  infiniment  allongées  dans  celai  <k  l.a 
arêtes  ;  et  comme  d^aillenrs  chaque  arête  se  trouve  commune  à  deai  yt- 
tiens  consécutives,  il  s^ensuit  qn^on  peut  leur  appliquer  ce  qui  a  ft  II 
pour  lea  surfaces  cylindriques  et  coniques. 
Fie.  378.  Soient  «a',  *fc',  ce* y  dd',,. .  {fg.  378) les  génératrices  infiniment  fOjn« 
de  la  surbce,  lesquelles  se  coupent  en  des  points  a,  &,  c,  il,. . .  tm-q- 
proches  et  formant  une  ligne  àbcde,... 

Cette  ligne ,  qui  est  ordinairement  une  courbe  à  double  courbure,  se  nonv 
VaréU:  de  rebroussement  de  la  surface. 

Dans  le  cône,  Parête  de  rebroussement  se  réduit  à  un  point  qai  '>« 
centre  de  la  surfoce  conique.  Il  n'en  existe  pas  dans  les  snr&eet  0  'a- 
driques ,  ou  cette  arête  est  située  à  Tinfinî. 

L'arête  de  rebroussement  divise  tonte  surface  développable  [autre  q??-^ 
cylindre]  en  deux  portions  distinctes  que  Ton  nomme  les  nappff  ^  si 
surface. 

Nous  n'en  dirons  pas  davantage  sur  ce  genre  de  surfaces  dont  fUm^ 
ont  reçu  dans  les  arts  des  noms  particuliers  (*). 

Des  surfaces  gauches.  * 


vi 


N<*  34.  — Toute  surface  courbe  engendrée  par  une  droite,  maisdf 
manière  que  deux  génératrices  consécutives  ne  soient  pas  dans  uo 
plan ,  est  dite  une  Scrpack  gauche. 

La  plus  simple  de  ces  surfaces  est  désignée  ordinairement  sont  )^  d«4 
plan  gauche  i  et  voici  comment  on  l'obtient  : 


(*)  Lf  s  surfaces  exicatéet  par  le*  cailonniert ,  les  ferblantiers ,  elc-,  loat  gèBètaUc-xia 
surfaces  développables ,  puisqu'on  les  construit  'O  pliant ,  ru  ccurhani ,  en  qps-'?;-^-'-"'  •* 
«lÏTcrscs  maoièrcsi  dessurhces  planes. 
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Soit  ABCD  {fg.  379}  un  quadrilatère  dont  les  sommets  ne  soient  pas  Fie.  379. 
ans  un  même  plan  [  auquel  cas^  on  le  nomme  quadrilatère  gauche].  Menons 
•ar  le  point  B  la  droite  fi£  parallèle  à  AD,  puis  par  le  sommet  D  opposé 
B,  la  droite  DE  parallèle  à  A6:  les  plans  déterminés  par  les  deux  sys- 
èmee  de  droites  BC  et  BE,  DC  et  DE,  sont  respectiTement  parallèles  aux 
Iroites  AD  et  AB  (noSlU).  Cela  posé. 

Concevons  en  premier  lieu  un  plan  parallèle  au  plan  EBC  :  ce  plan 
oupe  les  droites  AB,  DC,  en  deux  points  M  etN,  tels  que  la  droite  MN 
st  aussi  parallèle  au  plan  EBC.  En  menant  ainsi  une  suite  do  plans  pa- 
allèlea  au  plan  EBC,  il  en  résultera  une  suite  de  droites  MN,  M'K\ 
ilTi%. . .,  parallèles  à  ce  même  plan ,  dont  deux  quelconques ,  MN ,  M'N', 
lar  exemple,  no  sauraient  être  situées  dans  un  même  plan  :  autrement, 
es  quatre  points  M,  M',  N,  N',  et  par  conséquent  aussi  les  droites 
LB ,  DC,  seraient  sitnéos  dans  un  même  plan,  ce  qui  serait  contre  la  nature 
iu  quadrilatère  ABCD. 

L^ensemblede  ces  droites  MN,  ViTi'j  M^N",.. . -constitue  une  surbec 
:ourbe  qui  est  la  surface  demandée. 

Les  quatre  cAtés  du  quadrilatère  font  nécessairement  partie  de  cette  sur- 
ace;  cuir  d'abord,  les  c6tés  AB,  DC,  lui  appartiennent,  puisquMIs  servent  en 
|uelque  sorte  de  directrices  à  la  droite  mobile.  Ensuite ,  les  côtés  B(.\  AD, 
représentent  deux  positions  particulières  de  la  génératrice,  comme  étant, 
rune ,  BC,  située  dans  le  plan  EBC,  l'autre ,  AD ,  parallèle  à  BE  d'après  la 
construction ,  et  par  conséquent  parallèle  au  plan  £1BC. 

La  surface  s^étend  d'ailleurs  indéfiniment  au  delà  des  sommets  du  qua- 
tlrilatère. 

SI  Ton  conçoit  maintenant  une  suite  de  plans  parallèles  au  plan  EDC». 
on  obtiendra  éfralement  nne  suite  de  droites,  telles  quePQ,  dont  Ponsemble 
constituera  une  snr&ce  analogue  à  la  précédente.  Mais  il  est  facile  de  re- 
connaître que  ces  deux  surfaces  eolocident. 

En  effet,  prenons  un  point  quelconque  O  sur  l'une  des  génératrices  MN 
de  la  première  surface;  puis,  par  le  point  O  et  la  droite  AB,  par  ce 
même  point  et  la  droite  CD,  conduisons  deux  plans  OAB,  ODC  :  l'in- 
tersection commune  de  ces  deux  plans  qui,  d'après  la  nature  du  quadri- 
latère, ne  sauraient  se  eonfoudre,  doit  être  nécessairement  parallèle  au 
plan  EDC;  car  si  elle  pouTait  aToir  une  direction  telle  que  OK  ,  rencon- 
trant ce  plan  au  point  K,  le  plan  ODC  se  confondrait  avec  le  plan  EDC 
qui  contiendrait  aussi  le  point  K;  et  par  la  même  raison,  le  plan  OAB, 
qui  contiendrait  le  point  K ,  se  confondrait  avec  1c  plan  ODC  on  EDC,  ce 
qui  csi  absurde, 

L'Intersection  commune  des  deux  plans  OAB,  ODC  ,  devant  être  parai 
lèle  an  plan  EDC,  représente  une  des  positions,  PQ,  de  la  génératrice  de 
U  seconde  surface.  D'où  il  suit  que  chacun  des  points  de  la  génératrice  MN 
de  la  première  appartient  &  la  seconde.  Donc,  etc. 

Ainsi,  le  plan  gauche  peut  être  délini  :  —  Vn^  surface  engendrée  par  le 
mouvement  d'une  droite  qui  glisse  le  long  de  deux  côtés  opposés  d'un  quadhla- 
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tère gauche,  de  mamère  à  rester  eonttamment  paralUle  àunpUn,  1e^utlu*ei. 
autre  fue  le   plan  parallèle  aux  deux  autres  côtés  opposés  du  ^aaéiUter 
(n^S&S  )  ;  —  et  il  résulte  de  cette  définition  y  comme  de  ce  qui  a  été  dit  ftu* 
haut,  que  —  Par  chaque  point  de  la  surface,  on  peut    toujours  maer  éems 
droites  qui  y  soient  situées  tout  entières. 

Nous  ijouterons  que,  diaprés  une  proposititin  de  la  théorie  dec  plac- 
parallèles  (  no  321  ),  on  a  pour  tontea  les  positions  de  la  généiatrice  lD*i 
lu  suite  de  proportions 

AM   :  MB    ::  DN   :  NC, 

AM'  :  MB  ::  DN'  :  N'C, 

AM'  :  M'B  ::  DN"  :  N'C, 

Môme  remarque  par  rapport  au  second  mode  de  génération.     * 

N<>  55.  —  Aprèe  le  plan  gauche,  ▼ient  la  surfhce  eonoïde,  ou  la  sur&f? 
engendrée,  par  eiample,  par  une  droite  hortsontale  qui  se  ment  le  lo^ 
d'une  verticale,  en  s'appuyant  en  même  temps  sur  une  courbe  qu'on  «^ 
pose  ordinairement  tracée,  soit  dans  un  plan  Yertical,  soft  sur  no  cyUn^ 
dont  Paxe  est  vertical  (  *). 

Des  sections  cylindriques  et  coniques. 

Nous  terminerons  cet  Appendice  par  la  recherche  de  la  nature  des  ioter- 
seetions  d^un  cylindre  ou  d^un  cdne  par  un  plan. 

Fie.  38o  THtfoaim  IIl.  {Fig.  dSo.) 

Ho  35.  ^  j)ans  un  cylindre  droit  circulaire,  toute  section  AMBM'  ohh?^ 
aux  bases,  est  une  ellipse. 

Concevons  deux  sphères,  de  même  rayon  que  le  cylindre ,  tangentes  ea F 
et  F',  au  plan  sécant,  et  qui,  inscrites  dans  ce  cylindre,  touchent ssss 
face  latérale  selon  les  circonférences  ayant  pour  diamètres  ah,  a'V,  Joignes 
les  pointa  F,  F',  à  un  point  quelconque  M  du  contour  de  la  section,  r. 
tirons  la  génératrice  KMK'  :  comme  les  droitea  FM,  F'M,  RK',  tanà» 
les  sphères  aux  poinUP,  F,  K,  et  K',  on  a  (  nO  103}  MF=M& ,  MF=>IK 
et  par  suite ,     FM  +  F'M  =  MK  -4-  MK'  =  KK'  =  m'  =  bh\ 

Donc,  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  sur  la  courbe,  la  soio»^ 
des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  fixes  F,  F',  eat  égale  à  la  qnan^t^ 
constante  aa'  ou  hh'. 


(*}    Ce*  Mrtes  de  tarlace*  ont  rc^a  dtni  le»  «rt« ,  l«ft  noms  ée  w^tUs  d'arSu  ,  àe  tfo^ 
coniques,  de  surface*  rampanU*,  «te...— Telle  e»t  la  rarface iBOriciire  d'un  cscaticr  i9sm< 
dont  les  direarices  sont , .—  to  —  Vaxe  vertical  d'on  cylindre  qni  forac  le  nojam  de  Xe<t)ix^ 
..  30  —une  cotirbe  nommée  hélice  ,  tracée  lur  la  Aurface  d'an  aHlrc  cylindre  aasù  Trni<«l 

Cette  dernière  furface,  nommée  surlace  Mliçoid*,  e«t  encore  la  base  de  la  coartracl»''-- 
la  vis  ,  macliine  fréquemment  employée  dans  les  art*  mécantqBea. 
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Cette  quantité  constante  etl  d'ailleurs  é^\e  h  AB;  car  on  a 

0  Afl'=  AF' (mé^  numéro) ,  Aa=  AF,  d'où  /itf'=  Ar'H-AF=FF'H-aAF; 
«  W  =:  BF' ,  B&=  BF ,  d'où  ii'=  BF'  -h  BF=FF'-+- aBF'  i 

looc,  à  cause  de  aa'  =  &&',   AF  =  BF',   et  par  conséquent  aa'  =  bV  =  AB. 

Ainsi  (  b9  49y  1*'  ^P')t  1a  courbe  est'une  ellipse  dont  le  grand  axe  est  AB, 
t  les  foyers  sont  les  points  F,  F',  où  les  deux  sphères  toocbent  le  plan  de 
K  sectioD. 

TbIorèiie  IV.  {Fig.  38i.)  Fir..  38i 

N^'  57.  —  Tout  cxlittàre  ohli^tÊe  à  bases  circulaires  (  n^  30,  a*  -^P*)  P^uf 
Ire  campé  suivant  un  cercle  par  un  plan  non  parallèle  aux  bases. 

Car  le  symétrique  da  plan  de  la  base  AB,  par  rapport  à  une  section  UN 
«rpendlculaire  aux  arêtes ,  co^e  le  cylindre  suiTant  une  figure  A'fi'  symé- 
rique  de  cette  base,  et  par  conséquent,  suivant  un  eercle  qui  a  pour  rayon 
)'A'  =  OA. 

Scouf.  <— Ainsi ,  en  un  point  quelconque  de  la  snrûice  cylindrique,  on 
«ut  faire  deux  sections  circulaires  égales.  —  On  les  nomme  sections  anti- 
wallèles. 

TBGoaÈKE  V.  (Fîg,  38a ,  383,  384-)  Fie.  302, 383, 

28^ 

N*'  38.  —  Dans  mm  eône  droit  circulaire,  toute  section  qui  ne  passe  pas  par 
e  sommet,  est  Mtne  ellipse,  une  hyperbole,  ou  une  parabole. 

Il  peut  arriver  que  le  plan  coupant  rencontre  toutes  les  génératrices  du 
ône  d'un  même  côté  par  rapport  an  centre  S  {fig.  38a),  ou  bien  qu'il  ren>  Fie.  382. 
entre  les  unesd\m  côté ,  les  autres  de  l'antre  {Jig,  383),  ou  bien  enfln  qu'il  Fie.  383. 
oit  parallèle  à  une  seule  d'entre  elles  (Jg,  384).  l*  i<i-  ^84. 

pREMisa  CAS. — {Fig.  38a.)  —  Soit  SAB  le  plan  conduit  suiTant  Taxe  SO  per- 
pendiculairement à  la  section  AMBM'.  Concevons  deux  sphères  ayant  les 
sèmes  centres  et  les  mêmes  rayons  que  la  circonférence  inscrite  au  triangle 
>AB,  et  celle  des  circonférences  ex-inscrites  qui  touche  AB  (n°  127,  scol,  I); 
es  sphères  touchent  le  plan  coupant  en  F,  F',  et  la  surface  conique  selon  les 
irconférences  ab,  a'b'^  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  Taxe.  Joignons 
38  points  de  contact  F,  F',  à  un  point  quelconque  M  du  contour  de  la  section 
lHBM',  et  tirons  la  génératrice  SM.  Cela  posé ,  puisque  FM,  F'M,  SM,  tou- 
hent  les  sphères  aux  points  F,  F',  R,  et  K',  on  a 

MF=:MK,     MF  =  MK',     d'où    MF-+.MF'  =  KK'  =  iîfl'=  &*'. 
On  prouverait  d'ailleurs  comme  pour  le  cylindre  (n^  36) ,  que 

aa'  =  hh'  =  AB. 
Ainsi  (n^'  40,  i^^  ^PP')i  la  section  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  est 

33. 
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AB>  et  1m  foyert  sont  Jet  points  F,  F',  où  les  deux  sphères  t*uclMnC  k  fhi 
de  le  section.  « 

Fie.  383.      Dedxiâmb  cas.  —  (  %.  383.)  •  Prolongeent  tontes    les    ^énérafneet  d»  ^ 
cône  poor  former  le  cAne  opposé ,  et  faisant  des  constnietions  et  des  ni-  ^ 
Ronncments  analogues  anx  précédents,  on  troaTe  F'M  —  Fltf=««'=âE. 
D*oà  il  suit  que  la  section  MAM'  est  ane  branche  dliyporbole  dont  r>i'- 
transverse  est  AB,  et  qui  a  pour/tr^rj  les  pointa  F,  F^,  où  les  deaz  ^ihèrs 
touchent  le  plan  de  la  section.  ' 

FiG.  384-      TaoïsiiMi  cas.  —  [Fig,  384^)  ->  Si  la  section ,  et  par  suite  la  droite  AB,  ^ 
sont  parallèles  à  la  génératrice  S&,  il  vient  encore  MP  =  MK;  les  plans  ^ 
etSèK  rencontrent  le  plan  de  la  section  selon  les  droites  XT  et  MT,  l'rac 
perpendiculaire,  et  Pautre  parallèle  ^  AB  ;  ainsi ,  Ton  a  MT  :  Se  :  :  H&  :SL  i 
Mais  Se = SK  -,  donc  MX  =  MK ,  et  par  suite  MF  r=  MT.  i 

D'oè  il  résulte  que  la  section  MAM'  est  une  parabole  dont  F  ot  XT  »oet  ^ 
le  fcjer.et  la  directrice  (n®  i{7,  i«  Ajtp.). 

ScoLiE.  ~  Qn  Toit  maintenant  pourquoi  Vetlipse ,  VhrperioU,  et  Itfsrh 
hole,  sont  désignées  sous  le  nom  commun  de  sections  eom^nes.  —  ÏAs  ac- 
tions circulaires  sont  comprises  dans  VeUipse. 

^»«-  ^^-  TwÉoatire  VI.  (  /^.  385.  ) 

MO  59.  ^  Tout  cône  oblique  à  base  circulait^  SACB,  petu  étrecmpém- 
vant  un  cercle  par  un  plan  non  parallèle  k  la  base  ACB. 

La  surface  sphérique  déterminée  par  le  sommet  S  et  trois  points  pris  i 
volonté  sur  cette  circonfiérence,  contient  évidemment  cette  ctreonCénon 
Tirons  le  diamètre  SOI  de  cette  sphère:  il  est  Escile  de  prouver  que  (o«i' 
section  ab  f^ite  dans  le  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à  ee  daiaèir 
en  un  point  quelconque  o ,  est  an  oercle. 

En  effet ,  menons  arbitrairement  la  génératrice  SC  qui  est  reneosuv 
fMir  le  plan  ab  en  un  point  k;  puis  joignons  les  points  C  et  A  respectiveoic: 
aux  points  1  et  opar  les  droites  CI ,  ko  :  les  angles  SCI ,  kol ,  sont  droîu,-- 
premier  parce  qnHl  est  inscrit  dans  la  demi-circonférenco  SCI ,  le  tee»- 
parce  qne  SI  est  perpendiculaire  au  plan  coupant  eè  ;  donc  le  quadrilaW" 
lCX:o  est  inseriptible  à  une  corUine  circonférence  (n«  199)  j  d'où  il  résalteq?^ 

SI  X  So  =  SC  X  S*  (no  M9). 

Soient  maintenant  SH  la^hauteur  du  cône ,  ctA^la  perpendiculaire»-'* 
sur  SC  dans  le  plan  SCH  :  les  '.angles  CH^,  gkC ,  étant  droiu,  le  qs**' 
lalère  CH^  fournit  aussi 

SC  X  SA  =  SH  X  Sif  i 
donc ,  à  cause  de  la^première  relation -,  ou  a  également 

SI  X  So  =  SH  X  f^e- 


Dn   SICnOV»  CTLUfDElQUE&  ET   GOHIQUBS.  5l7 

r,  puUqiie  les  droites  SI ,  So,  SH ,  sont  in?ariables ,  la  disUnce  S|^  est 
i  constante.  Donc  les  droites  kSykg,  menées  d^onj^point  quelconque  k 
ontour  «le  la  section  ah  aux  points  fiies  S  et  ^,  se  coapent  à  angle  droit, 
suite  y  ce  contour  est  situé  oatièrement  sur  laTsurface  sphérique déeritc 
le  diamètre  S^.  Mais  on  sait  que  toute  section  plane  d^une  sphère  est  un 
le  (  n^  565);  donc,  etc. 

cohSK.  —  Ainsi ,  en  un  point  quelconque  de  la  surface  d^un  cône  oblique 
ase  circulaire,  on  peut,  comme  sur  le  cylindre,  obtenir  deux  sections 
ulaires  y  que  l'on  nomme  encore  des  sections  anti/utrallèles. 


^irc:£.ijsiON.  —  Les  principes  qui  viennent  d'être  développés 
is  cette  section  du  deuxième  Appendice,  peuvent  être  consi- 
*és  comme  une  espèce  d'introduction  à  la  seconde  partie  de  la 
ométrie  descriptive,  dont  le  troisième  chapitre  du  livre  ni  con- 
;ue  ce  que  Ton  est  convenu  de  nommer  les  PréUminaires, 
Cette  seconde  partie,  beaucoup  plus  étendue,  a  pour  but  spé- 
1  de  fiadre  connidtre  des  méthodes  — ^i** —  pour  mener  des 
tns  tangents  aux  surfaces  courbes  définies  de  forme  et  de  posi- 
n  ,  —  2*»  —  pour  déterminer  les  intersections  mutuelles  de  deux 

plusieurs  surfaces,  —  3®  —  lorsqu'il  s'agit  de  surfaces  déve* 
>pables,  pour  en  construire  le  développement,  et  déterminer,  dans 

développement,  la  forme  que  prennent  ces  intersections,  etc.... 
us  un  exposé,  même  fort  succinct,  de  ces  méthodes,  nous  en- 
unerait  beaucoup  trop  loin^  et  nous  renvoyons,  pour  cet  objet, 
ix  Traités  de  MM.  Monge  et  Hachette,  ainsi  qu'aux  ouvrages 
us  élémentaires  de  MM.  Leroy  et  Lefebu&e  de  Foubct. 


FIN  DU   ftEC0!1D  APrsilDtCE. 
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